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擋得住的魅力－看你往哪逃

摘要

上的點標記所謂的阻隔點是指將圖 ，而該標記可使其他點無法與之連線。我們將研究『在

圖 A 中欲使其子圖 B 不存在所需的最少阻隔點數。』其中討論的圖 A、圖 B 為完全圖 mK 、完

全二分圖 .m nK 、圈圖 mC 、路徑圖 mP 及其組合。

研究結果為：

一、推導出『在圖 mK 、圖 mC 、圖 mP 、圖 .m nK 中使圖 xK 、圖 xC 、圖 xP 、圖 .x yK 不存在』這

十六種組合所需最少阻隔點數的一般式。

二、『在圖 *m qK P 中使圖 xC 不存在』中發現，當 2x m  時，圖 *m qK P 中的阻隔點數需逐層

討論。當 2x m  時，圖 *m qK P 中最少阻隔點數的擺法為『使每層 mK 的點數小於 x 且任

相鄰兩不同層 mK 上的點間最多存在一連通路徑』。

三、『在圖 . *m n qK P 中使圖 xC 不存在』中發現， 需將阻隔點放在欲使阻隔點總數最少， .m nK 的

短邊且隨著 n 與 x 值不同，阻隔點的擺法有其規則。

四、『在圖 *m qP P 中使圖 xC 不存在』中， 4x  時，可以分割方式得到阻隔點的擺法。在 6x 

時，改以固定 q 值討論橫線上的連通路徑方式討論阻隔點數。
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壹、研究動機

貳、研究目的與問題

所謂阻隔點是指將圖上的點標記，而該標記可阻擋其他點與之連線。例如：

我們將研究
一、在圖 mK 、圖 mC 、圖 mP 、圖 .m nK 中使圖 xK 、圖 xC 、圖 xP 、圖 .x yK 不存在所需的最少阻

隔點數。
二、在圖 *m qK P 、圖 . *m n qK P 、圖 *m qP P 中使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數。

參、研究器材

紙、筆、電腦

肆、研究過程

一、定義和符號

（一）定義一

1. 圖G 是由一些點及一些連接兩點的邊所形成，圖G 的點所形成的集合，稱為點集，
記作 GV ；圖G 的邊所形成的集合，稱為邊集，記作 GE 。

（1）圖G 中連接點 iv 與點 jv 的邊記作 ,i jv ve 。

（2） ( )G id v ：設 iv 是圖G 中的一個點，以點 iv 為一端點的邊之個數，記作 ( )G id v 。

2. 圖中若限制兩點間最多連一個邊，這樣的圖稱為簡單圖，本文中討論的都是簡單圖。
（1）完全圖 mK ：具有 m 個點且任兩點彼此間相連的圖稱為完全圖 mK （ 4m ），

如圖 5K 。

（2）路徑圖 mP ：m 個點視為編號1 ~ m ，由點1、2 、3…至 m 依序連線，每個點恰

經過一次，點 1、 m 不相連，稱為路徑圖 mP （ 2m ），如圖 5P 。

（3）圈圖 mC ：m 個點視為編號1 ~ m ，由點1、2 、3…至 m 依序連線，每個點恰經

放入阻隔點後 可視為

2009 年TRML 思考賽試題如下：

『 rP 表1 r 的棋盤，對於 m n 棋盤中的 A 圖形，以 ( , , )b m n A 表示最小非

負整數 k ，使得在 m n 棋盤中可找出 k 個格子組成的集合 B ，滿足任何

一個與 A 同構的圖形都與 B 至少有一個共同的格子，則此集合 B 稱為 A
阻隔集，例如 2(2,2, ) 2b P  ，試求 ( , , )rb m n P 之值。』

該題是在討論 m n 棋盤中使圖形 rP 不存在所需的最少阻隔點數。我們覺得很有趣，在老

師的建議下，將 m n 棋盤改為圖論中某些圖形進行研究。



3

過一次，點 1、 m 相連使起點與終點相同，稱為圈圖 mC （ 3m ），如圖 5C 。

（4）完全二分圖 .m nK ：將 ( )m n 個點分成 m 個點、 n 個點兩組（其中 ,m n 3,m 
1n  ），不同組間任兩點彼此相連，但同組間的點皆不相連，稱為完全二分圖

.m nK ，如圖 5.3K 。其中同組的 m 個點稱為長邊上的點，記以 ( 1 ~ )
imv i m ；同

組的 n 個點稱為短邊上的點，記以 ( 1 ~ )
jnv j n 。

3. 圖 A 中存在圖 B （即圖 B 是圖 A 的子圖） B AV V ， B AE E 。
4. ( , )f A B ：在圖 A 上使圖 B 不存在所需的最少阻隔點個數。

（二）定義二
1. 圖 BA ：在圖 BA 中兩點 )',( uu 與 )',( vv 相連

(1) vu  且 ',' vu 在圖形 B 中相連；(2) '' vu  且 vu, 在圖形 A 中相連。

如圖：

2. { 1 ~ }
mK iV v i m  ， }~1{ qjuV jPq

 ，則

* {( , ) , }
m q m q m qK P K P i j i K j PV V V v u v V u V     。

3. 投射：在 * qA P 圖中，將數個圖 A 相對位置上的阻隔點對應到單層的圖 A 上所呈現

出的結果，例如：

二、研究步驟
（一）依序討論在圖 mK 、圖 mC 、圖 mP 、圖 .m nK 中分別使圖 xK 、圖 xC 、圖 xP 、圖 .x yK 不存

在的各種情形。

引理 1：設 | |AV 表集合 AV 中的元素個數，若 | | | |A BV V ，則 ( , ) 0f A B 

【證明】
若 | | | |A BV V ，則 B AV V 圖 A 中不存在圖 B ( , ) 0f A B 

1. 圖 mK 中

引理 2：
2_1 m x 時，圖 mK 中任取 x 個點，則存在圖 xK 、圖 xC 或圖 xP 。

2_2 m x y  時，圖 mK 中任取 ( )x y 個點，則存在圖 .x yK 。

5K 5P 5C 3.5K

35 PK  32.3 PK  57 PP 

(為整齊後以灰色色塊代表 mK 之連線)
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【證明】
m x 時，圖 mK 中任取 x 個點當作圖 xK 之點，令其為 1 2, ,..., xv v v ，則

x mK KV V ，

( ) 1 ( ) 1
x mK i K id v x d v m     1 ~i x 且 ,i j mv v Ke E , 1 ~i j x i j  

x mK KE E  ，故圖 mK 中存在圖 xK 。

同理可得 xC 、 xP 及 .x yK 之情形。

結論一：

（1）
1

( , )
0m x

m x m x
f K K

m x
  

 
1

( , )
0m x

m x m x
f K C

m x
  

 
1

( , )
0m x

m x m x
f K P

m x
  

 

（2） .

( ) 1
( , )

0m x y

m x y m x y
f K K

m x y
    

  

【證明】
m x 時，欲使圖 mK 中不存在圖 xK ，由引理 2_1 知，需使圖 mK 中的點數小於 x ，

即圖 mK 中的阻隔點數至少需 ( 1)m x  個。
m x 時，由引理 1 得證。
同理可得圖 xC 、圖 xP 及圖 .x yK 之情形。

2. 圖 mC 中

引理 3： 若圖 mC 中存在圖 xC ，則 m x 。

【證明】
若 m x ，則

x mC CV V

若 m x ，圖 mC 中任取連續相連的 x 個點當作圖 xC 之點，令其為 1 2, ,..., xv v v ，

1,x mv v Ce E
x mC CE E 

故 m x ，圖 mC 中不存在圖 xC 。

引理 4：
4_1 m x 時，圖 mC 中任取連續相連的 x 個點，則存在圖 xP 。

4_2 m x 時，圖 mP 中任取連續相連的 x 個點，則存在圖 xP 。

【證明】
m x 時，圖 mC 中任取連續相連的 x 個點當作圖 xP 之點，令其為 1 2, ,..., xv v v ，則

x mP CV V

( ) ( ) 2
x mP i C id v d v  1 ~i x 且

1,i i mv v Ce E

 1 ~ 1i x 

mx CP EE  ，

故圖 mC 中存在圖 xP 。

同理可得圖 mP 中之情形。
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結論二：
（1） ( , ) 0m xf C K 

（2）
1

( , )
0m x

m x
f C C

m x


 

（3）

, |

( , ) [ ] 1 ,    

0

m x

m
m x x m

x
m

f C P m x x m
x

m x

 

  





（其中[  ]：表高斯符號）

（4） .( , ) 0m x yf C K 

【證明】
（1） ( ) 2

mC id v  mi ~1 ， ( ) 1 3
x x mK i K Cd v x E E     ，故圖 mC 中不存在

圖 xK 。

（2）由引理 3 知，圖 mC 中存在圖 xC ，只在 m x 成立，故
1

( , )
0m x

m x
f C C

m x


 
。

（3）若 m x ，由引理 4_1 知，圖 mC 中欲使圖 xP 不存在，需使任連續兩個阻隔點

間的點數小於 x ，即圖 mC 中至少每隔 )1( x 個點要放一阻隔點。故 |x m 時，

至少需
x
m

個阻隔點； x m 時,至少需 )1( 





x
m

個阻隔點。

若 m x ，由引理 1 得證。
（4）圖 .x yK 中，

.
( ) 3

x yi K iv d v x    ， 但 2)( iC vd
m

mi ~1
.x y mK CE E  ，

故圖 mC 中不存在圖 .x yK 。

3. 圖 mP 中

結論三：
（1） ( , ) 0m xf P K  ； .( , ) 0m x yf P K 

（2） ( , ) 0m xf P C 

（3）
[ ]

( , )
0

m x

m
m x

f P P x
m x

 
 

（其中[  ]：表高斯符號）

【證明】
（1）令 1 ~

mi Pv V i m  且 1( ) ( ) 1
m mP P md v d v  ， ( ) 2 2 ~ 1

mP id v i m  

( ) 1 3 ( )
x mK i P id v x d v   

x mK PE E  ，故圖 mP 中不存在圖 xK 。

同理可得圖 mP 中不存在圖 .x yK 。

（2）在圖 mP 中任取連續相連的 x 個點當作圖 xC 之點，令其為 1 2' , ' ,..., 'xv v v ，

1' , 'x mv v Pe E
x mC PE E  ，故圖 mP 中不存在圖 xC 。
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（3） m x 時，由引理 4_2 知，圖 mP 中欲使圖 xP 不存在，需使任連續兩個阻隔點
間點數小於 x 。若阻隔點總數要最少，即從距一端點第 x 個點放一阻隔點，之
後每間隔 ( 1)x  個點再放一個阻隔點，直到與另一端點之點數小於 x，故圖 mP

中至少需 





x
m

個阻隔點。

m x 時，由引理 1 得證。
4. 圖 .m nK 中

引理 5：
5_1 圖 .m nK 中不存在圖 xK 。

5_2 若圖 .m nK 中存在圖 xC ，則 x 為偶數且 xC 的點在 .m nK 之長、短邊上各有
2
x

個點。

5_3 若圖 .m nK 中存在圖 xP ，則 m n x  且 xP 的點在 .m nK 之短邊上至少[ ]
2
x

個點。

【證明】

若
.,i j m nv v Ke E 且 iv 為長邊上的點，則 jv 必為短邊上的點。因此若用兩色去染圖 .m nK 中

的點使得任一邊的兩端點異色，則圖 .m nK 長邊上的點同為一色，短邊上的點亦同為

另一色。
（1）在圖 .m nK 中任取 ( 4)x x  個點，則必存在至少兩點 ts vv , 為同一色，因此

nmts Kvv Ee
., 

nmx KK EE
.

 ，故圖 .m nK 中不存在圖 xK 。

（2）圖 .m nK 中若存在圖 xC ，則圖 xC 中的點必為二色相間，又因起點、終點為同一

點，故圖 xC 中只能有偶數個點且長、短邊上的點各有
2
x

個。

（3）由引理 1 知，若 m n x  ，則圖 .m nK 中不存在圖 xP ；故圖 .m nK 中若存在圖 xP ，

則 m n x  且圖 xP 中的點必為二色相間。

即 x 為奇數時，圖 xP 中在 .m nK 之短邊上的點為[ ]
2
x

或[ ] 1
2
x
 個； x 為偶數時，

圖 xP 中在 .m nK 之短邊上的點為
2
x

個。

結論四：
（1） .( , ) 0m n xf K K 

（2） .

1
( , ) 2 2

0
m n x

x x
n x n

f K C
  


為偶數且

其餘

（3） .

[ ] 1 [ ]
( , ) 2 2

0
m n x

x x
n m n x n

f K P
    


且

其餘
（其中[ ]：表高斯符號）

（4） . .

1 ,
( , ) 2 2 ,

min{ 1, 1}
m n x y

n x n x m x n y
f K K m n x n x m x n y

m x n y n x
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圖 1-2

跨層單層

（二）討論在圖 *m qK P 中使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數

1. 3x  時
圖 *m qK P 中若有圖 3C 存在，則 3 mC K 。由 1),(  xmCKf xm 知，圖 *m qK P 中欲

使圖 3C 不存在，需在每層 mK 上放 ( 2)m  個阻隔點，如圖 1-1，故：

3( * , ) ( 2)m qf K P C q m 

【證明】
若 3( * , ) ( 2)m qf K P C l q m   ，由平均原理知，必有一層 mK 上的阻

隔點數小於 ( 2)m  。由 3( , ) 2mf K C m  知，此時必有一 3C 存在。

2. 4 8x  時
圖 *m qK P 中若有圖 xC 存在，需考慮單層上的 xC 及跨層的 xC ，

如圖 1-2。

圖 1-1

【證明】
（1）由引理 5_1 知， .( , ) 0m n xf K K  。

（2）由引理 5_2 知，若圖 .m nK 之長、短邊上的點數至少有一邊小於
2
x

，則圖 .m nK 中不

存在圖 xC ，故至少需 ( 1)
2
x

n   個阻隔點。

（3）由引理 5_3 知，當 m n x  且 [ ]
2
x

n  時，若 .m nK 之短邊上的點數小於 




2
x

，則圖

.m nK 中不存在圖 xP ，故至少需 ( [ ] 1)
2
x

n   個阻隔點。

（4）當 m x 或 n y 時，由引理 1 知，圖 .m nK 中不存在圖 .x yK ，因此考慮 ,m x n y 

的情況。
Case1. n x ，
令條件一：『圖 .m nK 之長邊上的點數小於 x 』或『圖 .m nK 之短邊上的點數小於 y 』，

此時所需的最少阻隔點數為 min{( 1), ( 1)}m x n y    。
條件二：『圖 .m nK 之長邊上的點數小於 y 』或『圖 .m nK 之短邊上的點數小於 x 』，

此時所需的最少阻隔點數為 min{( 1), ( 1)}m y n x     1n x  。
若在『圖 .m nK 之長邊、短邊上分別任取 x 、 y 個點』或『圖 .m nK 之長邊、短邊上

分別任取 y 、 x 個點』，則圖 .m nK 中存在圖 .x yK 。故欲使圖 .m nK 中不存在圖 .x yK ，

需條件一與條件二均成立，因此
若 min{( 1),( 1)} 1m x n y n y       ，則需 ( 1)n x  個阻隔點。
若 min{( 1),( 1)} 1m x n y m x       ，則需 ( 2 2)m n x   個阻隔點。
Case2. n x ，
若在『圖 .m nK 之長邊、短邊上分別任取 x 、 y 個點』，則圖 .m nK 中存在圖 .x yK 。因

此使圖 .m nK 中不存在圖 .x yK 所需的最少阻隔點數為 min{( 1), ( 1)}m x n y    。
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引理 6：圖 *m qK P 中若有跨層的圖 xC ，則存在相鄰兩不同層 mK 上的點間至少有

兩條連通路徑。

【證明】
若 *x m qC K P ，但 x mC K ，設 *( , )

m qi r K Pv u V ，此時與 ( , )i rv u 相連的點為

( , ) 1 ~t rv u t m  與 1( , )i rv u  、 1( , )i rv u  。因 xC 是起點與終點為同一點的路徑，故

若此路徑存在一邊由點 ( , )i rv u 點 1( , )i rv u  時，必存在另一邊使此路徑由點

1( , )s rv u  點 ( , )s rv u 。

由引理 6 知，若相鄰兩不同層 mK 上的點間最多存在一條連通路徑，則圖 *m qK P

中不存在跨層的圖 xC ，因此可得下列引理：

引理 7： 2x m  時，圖 *m qK P 中使跨層的圖 xC 不存在所需最少阻隔點數的唯一

方法：『使任相鄰兩不同層 mK 上的點間最多存在一連通路徑』。

定理一： 2x m  時，圖 *m qK P 中使圖 xC 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法：

（1）若 m x ，則每層 mK 上至少放 ( 1)m x  個阻隔點且需使任相鄰兩不同層 mK

上的點間最多存在一連通路徑。
（2）若 m x ，則任相鄰兩層 mK 上共放 ( 1)m  個阻隔點且使任相鄰兩不同層 mK

上的點間最多存在一連通路徑。

【證明】
圖 *m qK P 中欲使跨二層的圖 xC 不存在的方法有：（1）使相鄰兩層 mK 上最多共留下

( 1)x  個點，此時該兩層 mK 上至少共需 (2 1)m x  個阻隔點。（2）使相鄰兩不同

層 mK 的點間最多一連通路徑，此時該兩層 mK 至少需 ( 1)m  個阻點。 2x m  時，

則 2 1 1m x m    ，故最少阻隔點數的方法為『使任相鄰兩不同層 mK 上的點間最
多存在一連通路徑』。

Check: 方法的唯一性
考慮存在相鄰兩不同層 mK 上有兩條連通路徑的情形，令其第 r 與 1r  層 mK ，

（I）欲証若該兩層阻隔點總數不變，則必有 xC 存在：

設該兩層 mK 上的阻隔點總數仍為 ( 1)m  ， 2 ( 1)m m x   ，故存在一圖 xC 。

（II）欲証若存在擺法使圖 *m qK P 中跨層的圖 xC 不存在，則所需阻隔點數> ( 1)m  ：

此時若第 r 與 1r  層 mK 上的點數≧ x，則存在 xC ，故阻隔點數至少 (2 1)m x  ，但
2 1 1m x m    。

因此欲使跨二層的圖 xC 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法為『使任相鄰兩不同層

mK 上的點間最多存在一連通路徑』。而採此方法的同時，跨三層以上的圖 xC 亦不存

在。故圖 *m qK P 中使跨層的圖 xC 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法為『使任相鄰

兩不同層 mK 上的點間最多存在一連通路徑』。
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【證明】 2x m  時，
（1）若 m x ，由引理 2_1 知，圖 mK 中有單層的圖 xC 存在，由 ( , ) 1m xf K C m x  

知，欲使單層的圖 xC 不存在，每層 mK 上至少需 ( 1)m x  個阻隔點。由引理 7
知，欲使跨層的圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數的唯一方法為『使相鄰兩不

同層 mK 上的點間最多存在一連通路徑』。故圖 *m qK P 中使圖 xC 不存在所需最

少阻隔點數的方法為『每層 mK 上至少放 ( 1)m x  個阻隔點且使任相鄰兩不同

層 mK 上的點間最多存在一連通路徑』。

故得

4m  時， 4 4

1
( * , ) 3[ ]

02q

qq
f K P C

q


 


為奇數

為偶數
（其中 [  ]：表高斯符號）

5m  時， 4( * , ) ( 3)m qf K P C q m 

（2）圖 *m qK P 中使圖 5C 不存在

4m  時，奇數層 4K 不放阻隔點，偶數層 4K 放 3 個阻隔點，如圖 1-5。
5m  時，奇數層 5K 放 1 個阻隔點且偶數層 5K 放 3 個阻隔點，如圖 1-6。

6m  時，奇數層 6K 放 2 個阻隔點且偶數層 6K 放 3 個阻隔點，如圖 1-7。

Check: 方法的唯一性
（I）若存在一 mK 上的阻隔點數 ( 1)m x   ，則出現單層的圖 xC 。

（II）考慮存在第 r 與 1r  層 mK 上有兩條連通路徑的情形

欲証若該兩層阻隔點總數不變，則必有 xC 存在：

Case1. 設圖 *m qK P 中於第 r 、 1r  層 mK 上的阻隔點數分別為 ( 1)m x  、

( 2)x  ，此時該兩層 mK 尚有 ( 1)m  個點， 1m x  ，故存在一圖 xC 。

Case2. 設圖 *m qK P 中於第 r 與 1r  層 mK 上的阻隔點數皆為 ( 1)m x  ，此時

該兩層 mK 尚有 2( 1)x  個點， 2( 1)x x  ，故存在一圖 xC 。

欲証若存在擺法使圖 *m qK P 中的圖 xC 不存在，則該兩層 mK 所需阻隔點數

)1(2  xm ：
設圖 *m qK P 中於第 r 與 1r  層 mK 上的阻隔點數分別為 a 、 b

( 1 , )m x a b m    ，此時若 2 1a b m x    ，則存在一圖 xC 。因此
2 1a b m x    ，但 2 1 2( 1)m x m x     。

（2）若 m x ，由引理 2_1 知僅考慮跨層的圖 xC 。由引理 7 知，欲使跨層的圖 xC 不

存在所需最少阻隔點數的唯一方法為『使任相鄰兩不同層 mK 上的點間最多存

在一連通路徑』，故任相鄰兩層 mK 上共放 ( 1)m  個阻隔點。

至於 2mx 時，圖 *m qK P 中的阻隔點數需逐層討論。

因此圖 *m qK P 中使圖 ( 4 ~ 8)xC x  不存在所需最少阻隔點數如下：

（1）圖 *m qK P 中使圖 4C 不存在

4m  時，奇數層 4K 放 1 個阻隔點，偶數層 4K 放 2 個阻隔點，如圖 1-3。
5m  時，各層 mK 需 ( 3)m  個阻隔點，如圖 1-4。
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7m  時，各層 mK 需 ( 4)m  個阻隔點，如圖 1-8。

故得
4,5,6m  時，

5

( 4)
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數
（其中 [ ]：表高斯符號）

7m  時， 5( * , ) ( 4)m qf K P C q m 

（3）圖 *m qK P 中使圖 6C 不存在

4m  時，奇數層 4K 不放阻隔點，偶數層 4K 放 3 個阻隔點，如圖 1-9。
5m  時，奇數層 5K 不放阻隔點，偶數層 5K 放 4 個阻隔點，如圖 1-10。

6,7,8m  時，奇數層 mK 需 ( 5)m  個阻隔點且偶數層 mK 需 4 個阻隔點，

如圖 1-11。
9m  時，各層 mK 需 ( 5)m  個阻隔點，如圖 1-12。

故得

4,5m  時， 6( * , ) ( 1)[ ]
2m q
q

f K P C m 

6,7,8m  時， 6

5
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數
9m  時， 6( * , ) ( 5)m qf K P C q m 

（其中 [  ]：表高斯符號）

（4）圖 *m qK P 中使圖 7C 不存在

4m 時， 2x m  ，故逐層討論。
任相鄰兩層 4K 中欲阻擋 7C ，至少需 2 個阻隔點，故其阻隔點數分別為 2,0 或

1,1 兩種情形。而任相鄰三層 4K 中若存在跨三層 7C ，則跨層連通路徑有 2 種，如

圖 1-13。故欲阻擋跨三層 7C 有兩種方法：任相鄰三層 4K 之阻隔點投射後無空

格任相鄰三層中，其中一相鄰兩層 4K 阻隔點投射後剩1空格。

以下各層 4K 上的阻隔點，先考慮相鄰兩層後再考慮相鄰三層的情形。

第一、二層 4K 分別放 0、2 個阻隔點，比較方法，第三層放1個阻隔點，使

二、三層阻隔點投射後剩1空格。第四層至少放1個阻隔點，比較方法，放1
個阻隔點。第五層至少放1個阻隔點，比較方法，放 2 個阻隔點，使四、五

層阻隔點投射後剩1空格。第六層比較方法，可不放阻隔點。第七層至少放

2 阻隔點，比較方法，放 2 個阻隔點，使五、六、七層阻隔點投射後無空格。

圖 1-5 圖 1-6 圖 1-7 圖 1-8圖 1-3 圖 1-4 圖 1-9 圖 1-10 圖 1-11 圖 1-12
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故得各層阻隔點數之有序列為 ,2,1,1,2,0,2,1,1,2,0 )2,1,1,2,0( 為一循環 。如圖 1-14

5m  時，奇數層 5K 不放阻隔點，偶數層 5K 放 4 個阻隔點，如圖 1-15。

6m  時，奇數層 6K 不放阻隔點，偶數層 6K 放 5 個阻隔點，如圖 1-16。

7,8,9,10m  ，奇數層 mK 需 ( 6)m  個阻隔點且偶數層 mK 需 5 個阻隔點，如圖

1-17。
11m  ，各層 mK 需 ( 6)m  個阻隔點，如圖 1-18。

故得

4m  時， 4 7

2 2
3 3

( * , ) 4[ ] 3 1, 1
3

4[ ] 2 3 2, 1
3

4[ ] 2 3 , 2
3

q

q
q

q
f K P C q k k

q
q k k

q
q k k



 



   

    

   


（其中 [  ]：表高斯符號）

5,6m  時， 7( * , ) ( 1)[ ]
2m q
q

f K P C m 

7,8,9,10m  時， 7

6
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數
11m  時， 7( * , ) ( 6)m qf K P C q m 

（5）圖 *m qK P 中使圖 8C 不存在

4m 時， 2x m  ，故逐層討論。
任相鄰二層 4K 中欲阻擋 8C ，至少需1個阻隔點。任相鄰三層 4K 中若存在

跨三層 7C ，則跨層連通路徑有3 種，如圖 1-19。考慮第 , 1, 2r r r  層 4K ：第

, ( 1)r r  與 ( 1), ( 2)r r  層間各有兩條跨二層的連通路徑。 有一條跨三層的連

通路徑及第 , ( 1)r r  與 ( 1), ( 2)r r  層間各有一條跨二層的連通路徑，且第

, ( 1), ( 2)r r r  層至少還有1空格。 有兩條跨二層的連通路徑，且第 , ( 2)r r  層

至少還有 2 空格。
以下各層 4K 上的阻隔點，先考慮相鄰兩層後再考慮相鄰三層。

第一、二層分別放 0、1 個阻隔點。第三層放 2 個阻隔點，使第二、三層阻隔點

投射後剩一空格。第四層不放阻隔點。第五層放 2 個阻隔點，使三、四、五層

阻隔點投射後剩 2 空格。第六層放1個阻隔點，使第五、六層阻隔點投射後剩1空
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格。第七層不放阻隔點。第八層放3 個阻隔點。第九層不放阻隔點。第十層放 2
個阻隔點。故得各層阻隔點數之有序列為： ,3,0,1,2,0,2,1,0,3,0,1,2,0,2,1,0

)3,0,1,2,0,2,1,0( 為一循環 。如圖 1-20。

故得

4m  時， 4 8

0 1
1 2
3 3
3 4

( * , ) 9[ ] mod8
5 58
6 6
6 7
0 0

q

a
a
a
aq

f K P C q a
a
a
a
a


 


    
 



 

5m 時， 2x m  ，故逐層討論。
任相鄰兩層 5K 中欲阻擋 8C ，至少需3 個阻隔點，故其阻隔點數分別為 3,0 或

2,1 兩種。而任相鄰三層 5K 中若存在跨三層 8C ，則跨層連通路徑有三種，如圖

1-21。第 , ( 1)r r  與 ( 1), ( 2)r r  層間各有兩條跨二層的連通路徑。有一條

跨三層的連通路徑及第 , ( 1)r r  與 ( 1), ( 2)r r  層間各有一條跨二層的連通路

徑，且第 , ( 1), ( 2)r r r  層至少還有1空格。有兩條跨二層的連通路徑，且第

, ( 2)r r  層至少還有 2 空格。
以下各層 5K 上的阻隔點，先考慮相鄰兩層後再考慮相鄰三層的情形。

第一、二層分別放 0、3 個阻隔點。第三層放1個阻隔點，使二、三層阻隔點投

射後剩1空格。第四層放 2 個阻隔點。第五層放 2 個阻隔點，使第四、五層阻隔

點投射後剩1空格。第六層放1個阻隔點。第七層放 2 個阻隔點。故得各層阻隔
點數之有序列為： ,2,2,1,2,2,1,3,0 )2,2,1( 為一循環 。如圖 1-22。

6,7m  時，奇數層 mK 不放阻隔點，偶數層 mK 放 ( 1)m  個阻隔點，如圖 1-23。

8,9,10,11,12m  時，奇數層 mK 需 ( 7)m  個阻隔點且偶數層 mK 需 6 個阻隔點，

如圖 1-24。
13m  ，各層 mK 需 ( 7)m  個阻隔點，如圖 1-25。

圖 1-21 圖 1-22 圖 1-23 圖 1-24 圖 1-25圖 1-20圖 1-19
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5m  時， 2q  ， 5 2 8( * , ) 3f K P C 
3q  ， 5 3 8( * , ) 4f K P C 

4q  ， 5 8

1 1
4 2

( * , ) 9[ ] 1 4 3 mod5
5

7 4
0 5

q

a
a

q
f K P C a q a

a
a


    
 




6,7m  時， 8( * , ) ( 1)[ ]
2m q
q

f K P C m 

8,9,10,11,12m  時， 8

7
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數
13m  時， 8( * , ) ( 7)m qf K P C q m  （其中 [  ]：表高斯符號）

（三）討論在圖 . *m n qK P 中使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數

1. 若 x 為奇數，則 . *m n qK P 中不存在 xC ，故 .( * , ) 0m n q xf K P C  。

【證明】
若用兩色去染圖 . *m n qK P 中的點使得任一邊的兩端點異色，此時圖 . *m n qK P 中若存在

圖 xC ，則圖 xC 中的點必為二色相間且又起點、終點為同一點，故 x 必為偶數。

2. 4x  時
圖 . *m n qK P 中可能有單層的圖 4C 、跨二層的圖 4C ，

引理 8. 
8_1 2n  ，圖 . *m n qK P 中存在單層的圖 4C 。

8_2 1n  ，圖 . *m n qK P 中存在跨二層的圖 4C 。

【證明】
（1） 2n  ，在某層 .m nK 之長、短邊上各取 2 個點，即存在一單層的圖 4C 。

（2）在第 r 與 1r  層 .m nK 間，取點 ( , )
sm rv u 、 1( , )

sm rv u  、 1( , )
tn rv u  、 ( , )

tn rv u ，即存在

一跨二層的圖 4C 。

引理 9. 圖 . *m n qK P 中欲使跨二層的圖 4C 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法：

『使任相鄰兩層 .m nK 之短邊上的點間無連通的邊』。

【證明】
圖 . *m n qK P 中跨二層的圖 4C 僅有一類，即相鄰兩層 .m nK 間之長邊上的點及短邊上的

點各有一連通的邊，如圖 2-1。因此欲使跨二層的圖 4C 不存在，需使圖 . *m n qK P 中

任相鄰兩層 .m nK 間之長邊上的點或短邊上的點無連通的邊。而使兩層 .m nK 間之長邊

上的點無連通的邊，至少需 m 個阻隔點；使兩層 .m nK 間之短邊上的點無連通的邊，

至少需 n 個阻隔點。因 m n ，故最少阻隔點數的方法為『使任兩層 .m nK 之短邊上
的點間無連通的邊』。
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定理二：圖 . *m n qK P 中使圖 4C 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法：

（1） 1n  時，偶數層 .m nK 之短邊上放滿阻隔點，如圖 2-2。

（2） 2n  時，每層 .m nK 之短邊上放 ( 1)n  個阻隔點，採『使相鄰兩層 .m nK 之短
邊上的阻隔點投射後無空格』的方式，如圖 2-3。

【證明】
（1） 1n  時，由引理 8 知僅考慮跨二層的圖 4C 。由引理 9 知此阻隔點數最少的唯

一方法為『奇數層 .m nK 之短邊放滿阻隔點』或『偶數層 .m nK 之短邊放滿阻隔

點』。因此使圖 . *m n qK P 中阻隔點總數最少的唯一方法為『偶數層 .m nK 之短邊放

滿阻隔點』。

（2） 2n  時，由引理 8 知需考慮單層與跨二層的圖 4C 。由
.( , ) 1

2m n x
x

f K C n   知，

欲使單層的圖 4C 不存在，每層 .m nK 之短邊上至少需 ( 1)n  個阻隔點。
2( 1)n n  ，由引理 9 知，欲使跨二層的圖 4C 不存在，這些阻隔點採『使相

鄰兩層 .m nK 之短邊上的阻隔點投射後無空格』。

Check: 方法的唯一性
（I）若存在某層 .m nK 之短邊上的阻隔點數 ( 1)n  ，則出現單層的圖 4C 。

（II）考慮第 r 與 1r  層 .m nK 之短邊上的阻隔點投射後至少有一空格的情形，

欲證若該兩層阻隔點總數不變，則必有 4C 存在：
設圖 . *m n qK P 中每層 .m nK 之短邊上放 ( 1)n  個阻隔點，因 .m nK 之長邊上無

阻隔點，故第 r 與 1r  層 .m nK 間之短邊及長邊上各有一連通的邊，即存在

一圖 4C 。
欲證若存在擺法使圖 . *m n qK P 中的圖 4C 不存在，則該兩層所需阻隔點故

)1(2  n ：因該兩層 .m nK 之長邊上無連通的邊，故至少需再有 m 個阻隔
點。但 2( 1) 2( 1)m n n    。

圖 2-2 圖 2-3
圖 2-1

Check: 方法的唯一性
考慮存在相鄰兩層 .m nK 之短邊上的點至少有一連通的邊

（I）欲証若該兩層阻隔點總數不變，則必有 4C 存在：
設圖 . *m n qK P 中第 r 與 1r  層 .m nK 間之長邊、短邊上的阻隔點總數分別為

n a 、a (0 )a n  ， m n a  ，故此兩層 .m nK 間之長邊上的點至少有一

連通的邊，即一圖 4C 存在。
（II）欲証若存在擺法使圖 . *m n qK P 中跨二層的圖 4C 不存在，所需阻隔點≧ n ：

設有一路徑由點 ( , )
tn rv u 點 1( , )

tn rv u  ，則不存在路徑使得點 1( , )
sm rv u  點

( , )
sm rv u ，此時需阻隔點數至少為 m ，但 m n 。
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故得

. 4

[ ] 1
( * , ) 2

( 1) 1
m n q

q
n

f K P C
q n n

 
  

（其中 [  ]：表高斯符號）

3. 6x  時
圖 . *m n qK P 中可能有單層的圖 6C 、跨二層的圖 6C 及跨三層的圖 6C ，

引理 10. 
10_1 3n  ，圖 . *m n qK P 中存在單層的圖 6C 。

10_2 1n  ，圖 . *m n qK P 中存在跨二層及跨三層的圖 6C 。

【證明】
（1） 3n  時，在某層 .m nK 之長、短邊上各取 3 個點，則存在單層的圖 6C 。

（2） 1n  時，若用黃、藍兩色將圖 . *m n qK P 中的點染色，使得各層 .m nK 長邊上的點

為黃色，短邊上的點為藍色。
依下列方式依序連結其點顏色及 qP 坐標，可得跨二層的圖 6C 。

Case1. 黃( r )黃( 1r  )藍( 1r  )黃( 1r  )黃( r )藍( r ) 

或 藍( r )藍( 1r  )黃( 1r  )藍( 1r  )藍( r )黃( r ) 

Case2. 黃( r )黃( 1r  ) 藍( 1r  )藍( r )黃( r )藍( r )

或 黃( r )黃( 1r  )藍( 1r  )黃( 1r  )藍( 1r  )藍( r )
依下方式依序連結其點顏色及 qP 坐標，可得跨三層的圖 6C 。

黃( r )黃( 1r  ) 黃( 2r  ) 藍( 2r  )藍( 1r  ) 藍( r ) ，

引理 11. 圖 . *m n qK P 中欲使跨二層的圖 6C 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法：

『任相鄰兩層 .m nK 中有一層 .m nK 之短邊上放滿阻隔點』。

【證明】
1n  時，不失一般性，考慮圖 . *m n qK P 中存在於第 r 與 1r  層 .m nK 間之跨二層的圖

6C ，則此 6C 恰有兩類：

Case1. 『在第 r 與 1r  層 .m nK 間之長邊上的點有兩段連通的邊且此二層 .m nK 之短邊

上各有另一點』或『在第 r 與 1r  層 .m nK 間之短邊上的點有兩段連通的邊且

此二層 .m nK 之長邊上各有另一點』。

Case2. 在第 r 與 1r  層 .m nK 間之長邊及短邊上的點各有一段連通的邊且此二層

.m nK 中任一層之長邊及短邊上各有另一點。

令條件一：『第 r 與 1r  層 .m nK 間之長邊上的點最多一段連通的邊』；

條件二：『第 r 或 1r  層 .m nK 之短邊上無點』；

條件三：『第 r 與 1r  層 .m nK 間之短邊上的點最多一條連通的邊』；

條件四：『第 r 或 1r  層 .m nK 之長邊上無點』
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今欲使 Case1 中的 6C 不存在，則『條件一或條件二有一需成立』且『條件三或條件

四有一需成立』。
 條件一與條件三均成立，至少需 ( 2)m n  個阻隔點。

 條件一與條件四均成立，至少需 m 個阻隔點。

 條件二與條件三均成立，至少需 n 個阻隔點。
 條件二與條件四均成立，至少需 ( )m n 個阻隔點。
故欲得最少阻隔點數需選擇條件二與條件三均成立的情況，使第 r 或 1r  層 .m nK
之短邊上無點，而此時 Case2 中的 6C 也不存在。因此圖 . *m n qK P 中欲使跨二層的圖 6C

不存在，所需最少阻隔點數的擺法為『任相鄰兩層 .m nK 中有一層 .m nK 之短邊上放滿
阻隔點』。

Check: 方法的唯一性
考慮存在第 r 與 1r  層 .m nK 之短邊上皆未放滿阻隔點的情形

（I）欲證若該兩層阻隔點總數不變，則必有 6C 存在：

設圖 . *m n qK P 中於第 r 、 1r  層 .m nK 之短邊上的阻隔點數分別為 a 、 b

(0 , , )a b n a b n    且該兩層之長邊上的阻隔點總數為 ( )n a b  ，此時該兩
層 .m nK 之『長邊上的點有兩段連通的邊且短邊上各有另一點』或『短邊上的點

有兩段連通的邊且長邊上各有另一點』，即存在一圖 6C 。

（II）欲證若存在擺法使圖 . *m n qK P 中跨二層的圖 6C 不存在，所需阻隔點 n ：

設圖 . *m n qK P 中於第 r 、 1r  層 .m nK 之短邊上的阻隔點數分別為 a 、 b

(0 , )a b n  ，
a b n  時，若長邊上的阻隔點總數 ( 1)m  ，則該兩層 .m nK 之長邊上的點有兩

段連通的邊且短邊上各有一點，必存在一圖 6C 。故該兩層 .m nK 之長邊的阻隔點

總數 ( 1)m  。

a b n  時，
Case1. 1a b n   ，若長邊上的阻隔點總數 ( 1)m  ，則該兩層 .m nK 長邊上的點

有兩段連通的邊且短邊上各有一點，必存在一圖 6C 。故該兩層 .m nK 之長邊

上的阻隔點總數 ( 1)m  。
Case2. 2a b n   ，若長邊上的阻隔點總數 m ，則該兩層 .m nK 短邊上有兩段連

通的邊且長邊上各有一點，必存在一圖 6C 。故該兩層 .m nK 之長邊上的阻隔

點總數 m 。

分析跨三層的圖 6C 之結構不難發現，當以『任相鄰兩層 .m nK 中有一層 .m nK 之短邊上

放滿阻隔點』方式使跨二層的圖 6C 不存在時，跨三層的圖 6C 亦不存在，故得以下定

理：

定理三：圖 . *m n qK P 中欲使圖 6C 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法：

（1） 1,2n  時，偶數層 .m nK 之短邊放滿阻隔點，如圖 2-4。

（2） 3n  時，奇數層 .m nK 之短邊放 ( 2)n  個阻隔點且偶數層 .m nK 之短邊放滿阻

隔點，如圖 2-5。
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【證明】
（1） 1,2n  時，由引理 10 知僅考慮跨二層及跨三層的圖 6C 。由引理 11 知，欲使

此圖 6C 不存在且阻隔點數最少的方法為『奇數層 .m nK 之短邊放滿阻隔點』或

『偶數層 .m nK 之短邊放滿阻隔點』。因此使圖 . *m n qK P 中阻隔點總數最少的唯一

方法即『偶數層 .m nK 之短邊放滿阻隔點』。

（2） 3n  時，由引理 10 知需考慮單層、跨二層及跨三層的圖 6C 。由

.( , ) 1
2m n x
x

f K C n   知，欲使單層的圖 6C 不存在，每層 .m nK 之短邊上至少需

( 2)n  個阻隔點。由引理 11 知，欲使跨二層的圖 6C 不存在所需的最少阻隔點

數的唯一方法為『任相鄰兩層 .m nK 中有一層 .m nK 之短邊上放滿阻隔點』。故使

圖 . *m n qK P 中之阻隔點總數最少的方法為『奇數層 .m nK 之短邊放 ( 2)n  個阻隔

點且偶數層 .m nK 之短邊放滿阻隔點』。

Check: 方法的唯一性
（I）若存在有一 .m nK 之短邊上的阻隔點數 ( 2)n  ，則出現單層的圖 6C 。

（II）考慮存在第 r 與 1r  層 .m nK 之短邊上皆未放滿阻隔點的情形

欲證若該兩層阻隔點數不變，則必有 6C 存在：

設圖 . *m n qK P 中於第 r 、 1r  層 .m nK 之短邊上的阻隔點數分別為 2n  、 a

( 2 )n a n   且該兩層之長邊上的阻隔點總數為 ( )n a ，此時該兩層 .m nK 之

長邊上的點有兩段連通的邊且短邊上各有另一點，即存在一圖 6C 。

欲證若存在擺法使圖 . *m n qK P 中的圖 6C 不存在，則該兩層 .m nK 所需阻隔點數
(2 2)n 

設圖 . *m n qK P 中於第 r 、 1r  層 .m nK 之短邊上的阻隔點數分別為 a 、 b

( 2 , )n a b n   ，若長邊上的阻隔點總數 ( 1)m  ，則該兩層 .m nK 長邊上的

點有兩段連通的邊且短邊上各有一點，必存在一圖 6C 。故該兩層 .m nK 之長

邊上的阻隔點總數 ( 1)m  。但此時該兩層 .m nK 上的阻隔點總數 (2 2)n  。

故得

. 6

[ ] 1,2
2( * , )

1
( 2)[ ] [ ] 3

2 2

m n q

q
n n

f K P C
q q

n n n

     


（其中 [  ]：表高斯符號）

4. 8x  時
圖 . *m n qK P 中若存在圖 8C ，需考慮單層的圖 8C 、跨二層的圖 8C 及跨三層的圖 8C 。

圖 2-4 圖 2-5
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引理 12. 
12_1 4n  ，圖 . *m n qK P 中存在單層的圖 8C 。

12_2 2n  ，圖 . *m n qK P 中存在跨二層的圖 8C 。

12_3 1n  ，圖 . *m n qK P 中存在跨三層的圖 8C 。

引理 13. 圖 . *m n qK P 中欲使跨二層的圖 8C 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法：

在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為{0, ,0, ,0, ,...}n n n
（ 0,n 為一循環）

引理 14. 圖 . *m n qK P 中欲使跨三層的圖 8C 不存在所需最少阻隔點數的唯一方法：

在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為{0,0, , ,0,0, , ,0,0, , ,...}n n n n n n
（ 0,0, ,n n 為一循環）

引理 12~14 證明限於篇幅，予以省略。

引理 15. 圖 . *m n qK P 中欲使跨二層及跨三層的圖 8C 不存在所需最少阻隔點數的唯

一方法：在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為{0, , ,0, , ,0, , ,...}n n n n n n
（ 0, ,n n 為一循環）

【證明】
由引理 13 知，圖 . *m n qK P 中若跨二層的圖 8C 不存在，則各層 .m nK 之短邊上的阻隔點

數之有序列需滿足：任兩非『0』數字間最多連續出現一個『0』。
由引理 14 知，圖 . *m n qK P 中若跨三層的圖 8C 不存在，則各層 .m nK 之短邊上的阻隔點

數之有序列需滿足：任兩非『0』數字間最多連續出現兩個『0』且數字『 n 』成對
出現。
因此圖 . *m n qK P 中使跨二層及跨三層的圖 8C 不存在，各層 .m nK 之短邊上最少阻隔點

個數之有序列需滿足：任兩非『0』數字間最多連續出現一個『0』且數字『 n 』成
對出現，即{0, , ,0, , ,0, , ,...}n n n n n n 。

Check: 方法的唯一性
考慮第 r 、 1r  與 2r 層 .m nK 之短邊上至少有兩層未放滿阻隔點的情形：

（I）欲證此三層 .m nK 之阻隔點總數為 2n 時，必有圖 8C 存在：
若第 r 、 1r  層或第 1r  、 2r 層之短邊上未放滿阻隔點，則必有跨兩層的

8C 存在。

若第 r 、 2r 層之短邊上未放滿阻隔點，則必有跨三層的 8C 存在。

（II）欲證若有其他擺法使圖 8C 不存在，則所需阻隔點數 n2 ：

若第 r 或 2r 層 .m nK 中，只有一層 .m nK 之短邊阻隔點數為 n，令其為第 r 層，

則
Case1. 第 1r  及 2r 層 .m nK 之短邊上的阻隔點數皆為 ( 1)n  ，此時共需

(3 2)n  個阻隔點，但 3 2 2n n  。
Case2. 若第 1r  及 2r 層 .m nK 之短邊上的阻隔點數皆小於 ( 1)n  ，則第

1r  或 2r 層 .m nK 之長邊上至少有 m 個阻隔點，但 nmn 2 。
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若第 1r  層 .m nK 之短邊阻隔點數為 n ：

則第 r 或 2r 層 .m nK 之長邊上至少有 m 個阻隔點，但 nmn 2 。

若此三層 .m nK 之短邊上的阻隔點數皆小於 n ：

令此三層 .m nK 之短邊阻隔點數分別為  , ,  (0 , , )a b c a b c n  且長邊阻隔點分

別為  , ,  (0 , , )x y z x y z m  ，
先考慮跨三層的 8C ：欲使『在第 r 、 1r  與 2r 層 .m nK 間之長邊上的點有

兩段跨三層連通的邊，且第 r 、 2r 層 .m nK 之層短邊各有另一點』的 8C 不
存在，則長邊之連通路徑最多一條，故 1x y z m    。
欲使『在第 r 、 1r  與 2r 層 .m nK 間之短邊上的點有兩段跨三層連通的邊，

且第 r 、 2r 層 .m nK 之層長邊各有另一點』的 8C ，則 1a b c n    。

再考慮跨二層的 8C ：欲使跨兩層的 8C ，則相鄰兩層 .m nK 之長邊或短邊上的
阻隔點數投射後全滿，故：

Case1.







ncb
myx

，但 nnmcbyxzyxcba 2

Case2. 







ncb
nba

，但

nbmnzyxbnzyxcba 2)1(2)()2()()( 

Case3. 







mzy
myx

，但

nnmymnmymnzyxcba 2)1()2()1()()( 

定理四：圖 . *m n qK P 中欲使圖 8C 不存在所需的最少阻隔點數為：

（1） 1n  時，在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為{0,0, , ,0,0, , ,0,0, , ,...}n n n n n n
（ 0,0, ,n n 為一循環），如圖 2-6。

（2） 2,3n  時，在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為{0, , ,0, , ,0, , ,...}n n n n n n

（ 0, ,n n 為一循環），如圖 2-7。
（3） 4n  時，在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為

{ 3, , , 3, , , 3, , ,...}n n n n n n n n n   （ 3, ,n n n 為一循環），如圖 2-8。

【證明】
（1） 1n  時，由引理 12 知僅考慮跨三層的圖 8C 。由引理 14 知欲使圖 8C 不存在所

需最少阻隔點數為：在 .m nK 之短邊的阻隔點數之有序列為
{0,0, , ,0,0, , ,0,0, , ,...}n n n n n n 。

（2） 2,3n  時，由引理 12 知僅考慮跨二層及跨三層的圖 8C 。由引理 15 知欲使圖 8C
不存在所需最少阻隔點數為：在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為
{0, , ,0, , ,0, , ,...}n n n n n n 。

圖 2-6 圖 2-7 圖 2-8
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（3） 4n  時，由引理 12 知需考慮有單層、跨二層及跨三層的圖 8C 。由

.( , ) 1
2m n x
x

f K C n   知，欲使單層的圖 8C 不存在，每層 .m nK 之短邊上至少需

( 3)n  個阻隔點。由引理 15 知，欲使跨二層、跨三層的圖 8C 不存在所需最少阻

隔點數：在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之有序列為{0, , ,0, , ,0, , ,...}n n n n n n 。故圖

. *m n qK P 中欲使圖 8C 不存在所需的最少阻隔點數：在 .m nK 之短邊上阻隔點個數之

有序列為{ 3, , , 3, , , 3, , ,...}n n n n n n n n n   。

Check: 方法的唯一性
（I）若存在某一層 .m nK 之短邊上的阻隔點數 )3(  n ，則出現單層的圖 8C 。

（II）考慮第 r 、 1r  與 2r 層 .m nK 之短邊上阻隔點數皆 )3(  n ，但至少有兩層未
放滿阻隔點的情形：
欲證在此三層共有 )3(2 nn 個阻隔點時，必有圖 8C 存在：

（i）若為第 r 與 1r  層或第 1r  與 2r 層 .m nK 之短邊上未放滿阻隔點，則有

跨兩層的圖 8C 存在。

（ii）若為第 r 與 2r 層 .m nK 之短邊上未放滿阻隔點，則有跨三層的圖 8C 存在。

欲證若有其他擺法使圖 8C 不存在，則所需阻隔點故 2 ( 3)n n   ：

（i）若在第 r 或 2r 層 .m nK 中，只有一層 .m nK 短邊阻隔點數為 n ，令其為第 r
層，則第 1r  或 2r 層 .m nK 之長邊至少需 m 個阻隔點，此時阻隔點數至

少 ( 3)n m n   ，但 )3(2)3(  nnnmn 。
（ii）若第 1r  層 .m nK 短邊阻隔點個數為 n，則第 r 或 2r 層 .m nK 之長邊至少 m

個阻隔點，此時阻隔點數至少 ( 3)n m n   ，但

)3(2)3(  nnnmn 。
（iii）若此三層 .m nK 之短邊阻隔點數皆 n ：

令此三層短邊阻隔點數分別為 , ,   ( 3 , , )a b c n a b c n   且長邊阻隔點分別為
, ,   (0 , , )x y z x y z m  ，

先考慮跨三層的 8C ：若使『在第 r 、 1r  與 2r 層 .m nK 間之長邊上的點有

兩段跨三層連通的邊，且第 r 、 2r 層 .m nK 之層短邊各有另一點』的 8C 不
存在，則長邊之連通路徑最多一條，此時 1  x y z m    。
若使『在第 r 、 1r  與 2r 層 .m nK 間之短邊上的點有兩段跨三層連通的邊，

且第 r 、 2r 層 .m nK 之層長邊各有另一點』的 8C ，則 1  a b c n    。

再考慮跨二層的 8C ：此時相鄰兩層之長或短邊上的阻隔點投射後全滿，則：

Case1.







ncb
myx

，但 ( ) ( ) ( 3) ( 3) 2a b c x y z n m n n n           

Case2. 

若1 5n  ，則
a b n
b c n
 

 
，

但 ( ) ( ) 2 ( 1 ) 2 ( 3)a b c x y z n m b n n          

若 6n  ，則
2( 3)
2( 3)

a b n
b c n
  

  
但 ( ) ( ) (4 12) ( 1) 2 ( 2 13) 2 ( 3)a b c x y z n m n m n n n               
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Case3. 







mzy
myx

，但

]1)3(2[)3()2()3(3)()(  ymnnnmymnzyxcba

)3(2)3(  nnnnm

故得

1n  時， .1 8

1 3(mod 4)
( * , ) 2[ ]

04m q

qq
f K P C


 

 其餘

2,3n  時， . 8

2(mod 3)
( * , ) 2 [ ]

03m n q

n qq
f K P C n


 

 其餘

4n  時， . 8

2(mod 3)2
( * , ) ( 3)[ ] 2 [ ]

03 3m n q

n qq q
f K P C n n


   

 其餘

（其中 [  ]：表高斯符號）

（四）討論在圖 *m qP P ( )m q 中使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數

1. x 為奇數，則圖 *m qP P 不存在圖 xC ，故 ( * , ) 0m q xf P P C  。

2. 4x  時
*m qP P 視為 ( 1) ( 1)m q   個方格，從左上角起將其分割成 2 2 之不重疊的分割格，

若餘下最後一橫列（直行），則將此橫列（直行）由左而右（由上而下）分割成以1 2
之不重疊的分割格，直至完全分割或剩餘1 1 的分割格，如圖 3-1。此時這每個分割
格中至少需 1 個阻隔點方可擋 4C ，故得：

4( * , ) [ ] [ ]
2 2m q
m q

f P P C   （其中 [  ]：表高斯符號）

【證明】

圖 *m qP P 中有 ( 1) ( 1)m q   個 4C ，其中1個阻隔點可擋 4 個 4C 、2 個 4C 、1

個 4C 。

Case1. 1 2 , 1 2 ,( , )m k n t k t     時，若阻隔點數為 )1
22

( 








 qm

，最多可擋

)1
2

12
2

12
(4 



 




  tk

個 4C ，又 )1)(1(444  qmktkt ，故存在 4C 。

Case2. 1 2 , 1 2 1,( , 0 )m k n t k t         時，若阻隔點數為 )1
22

( 








 qm

，最

多可擋 )1
2

12
(2)

2
12

2
12

(4 



 





 




  ktk

個 4C ，又

)1)(1(24224  qmkktkkt ，故存在 4C 。

圖 3-1
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Case3. 1 2 1, 1 2 1,( , 0 )m k n t k t        時，若阻隔點數為 )1
22

( 








 qm

，最

多可擋 tkkt
tktk

22411)
2

12
(2)

2
12

(2)
2

12
2

12
(4 



 





 





 




 

個 4C

又 )1)(1(1224224  qmtkkttkkt ，故存在 4C 。

3. 6x  時
圖 6C 視為1 2 或 2 1 的長方格，因此欲使圖 6C 不存在的方法為使相鄰兩縱線及兩橫

線的連通路徑最多剩一條。 m q ，故固定 q 值來討論，方法為二：使 q 條橫線

保留部分的連通路徑 使 q 條橫線無連通路徑。

（1） 2q

使一條橫線無連通路徑，如圖 3-2。使兩條橫線無連通路徑，如圖 3-3。

比較後，選擇阻隔點數最少的方法。
（2） 3q

使一條橫線無連通路徑，如圖 3-4。使三條橫線無連通路徑，如圖 3-5。

比較後，選擇阻隔點數最少的方法。
（3） 4q

使兩條橫線無連通路徑，如圖 3-6。使四條橫線無連通路徑，如圖 3-7。

比較後，選擇阻隔點數最少的方法。
（4） 5q

使三條橫線無連通路徑，如圖 3-8。使五條橫線無連通路徑，如圖 3-9。

比較後，選擇阻隔點數最少的方法。

故得

2 6( * , )
3m
m

f P P C    







2
),*( 63

m
CPPf m

4 6

1    3 2 
( * , ) 2

0     3m

m km
f P P C

       其餘

5 6

1     
( * , ) 2

0       2m

mm
f P P C

m
     

是偶數

是奇數
（其中 [  ]：表高斯符號）

圖 3-2

圖 3-3

圖 3-4

圖 3-7圖 3-5

圖 3-6 圖 3-8

圖 3-9
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（5） 6q 

使四條橫線無連通路徑，如圖 3-10。使六條橫線無連通路徑，如圖 3-11。

比較後，選擇阻隔點數最少的方法。故得

6 6

0 1
2 2

7
( * , ) 8 7[ ] 3 3 ( 7) (mod 6)

6
4 4
5 5

m

a
a

m
f P P C a m a

a
a


       
 




（其中 [  ]：表高斯符號）

【證明】
先證 6 6 6( * , ) 6f P P C 

具體構造如圖 3-10， 6 6 6( * , ) 6f P P C  。

另一方面證明 6 6 6( * , ) 6f P P C  如下：

圖 6 6*P P 中使圖 6C 不存在，需滿足下列兩條件：（I）任相鄰兩橫線至少要放入 2

個阻隔點，且阻隔點間最多間隔 2 個點。（II）任相鄰兩縱線至少要放入 2 個阻

隔點，且阻隔點間最多間隔 2 個點。

綜合（I）（II），六條縱線上任相鄰兩縱線至少需 2 個阻隔點且任相鄰三縱線至
少需 3 個阻隔點，因此最少阻隔點數之有序列為{0,2,1,1,1,1}。 6 6 6( * , ) 6f P P C 

再證 7 6 6( * , ) 8f P P C 

具體構造如圖 3-12， 7 6 6( * , ) 8f P P C 
另一方面證明 7 6 6( * , ) 8f P P C  如下：

圖 7 6*P P 中使圖 6C 不存在，由上述討論知七條縱線上任相鄰

兩縱線至少需 2 個阻隔點且任相鄰三縱線至少需 3 個阻隔點，因此阻隔點數之
有序列至少為{0,2,1,1,1,1,1} 。考慮連續五條縱線上各放 1 阻隔點的情形：
當各縱線僅有 1 阻隔點且六條橫線中至少一條未放阻隔點，此時必存在圖 6C 。

故七條縱線上阻隔點數之有序列至少為{0,2,1,1,1,1,2} 。 7 6 6( * , ) 8f P P C 

證明 6 6( * , )mf P P C

接續圖 7 6*P P ，如圖 3-13，六條橫線在第 6、7、8 縱線間的連通路徑僅為第 1、

3、5 橫線，且第 7、8 縱線僅有一連通路徑，即相鄰兩縱線、橫線間皆無連通

路徑，故不需再放阻隔點且第 8 縱線等同為第 1 縱線，此時第 8~13 縱線可如圖
3-14 的方式擺放阻隔點，但第 7~9 縱線間必存在一圖 6C ，故第 8~13 縱線上的

阻隔點需多 1 個，因此最少阻隔點數之有序列為{0,2,1,1,1,2}。而第 14 縱線同

第 8 縱線，故接續皆為 0,2,1,1,1,2 一循環，如圖 3-15。

圖 3-10 圖 3-11

圖 3-12

圖 3-13 圖 3-14 圖 3-15
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（6） 7q 

使四條橫線無連通路徑，如圖 3-16。使七條橫線無連通路徑，如圖 3-17。

比較後，選擇阻隔點數最少的方法。

故得

7 6

0 0,1
( * , ) 4[ ] (mod 3)

2 23m

am
f P P C m a

a


   
（其中 [  ]：表高斯符號）

【證明】

具體構造如圖 3-16， 7 6

0 0,1
( * , ) 4[ ] (mod 3)

2 23m

am
f P P C m a

a


    

另一方面證明 7 6

0 0,1
( * , ) 4[ ] (mod 3)

2 23m

am
f P P C m a

a


   
圖 7*mP P 中使圖 6C 不存在，需滿足下列兩條件：（I）任相鄰三條縱線至少需 2

個阻隔點，且阻隔點間最多間隔 2 個點。（II）任相鄰二條橫線至少需 1 個阻隔

點，且阻隔點間最多間隔 2 個點。

先任取相鄰三縱線，考慮條件 I，此三縱線上需 2 個阻隔點，此時此三縱線必存

在兩組相鄰兩橫線上無阻隔點，由條件 II 知，此時該兩組橫線至少各需 1 個阻
隔點，故此三縱線阻隔點數之有序列至少為{0,2,2}。不失一般性，令第 1、2、

3 條縱線上的阻隔點數為 0、2、2，此時第 2、3、4 縱線間、相鄰兩橫線間皆無

連通路徑，故第 4 縱線不需再放阻隔點且可視為第 1 縱線，因此阻隔點數為 0,2,2

一循環， 7 6

0 0,1
( * , ) 4[ ] (mod 3)

2 23m

am
f P P C m a

a


    
。

（7）仿上討論 8,9,10q  發現：若 q 條橫線的無連通路徑數越少，隨著 m 值增加，

阻隔點數增加越快；反之，若採皆無連通路徑的方法，則阻隔點數均勻增加。
因此我們猜測當 8q  ，採用下列使 q 條橫線無連通路徑的擺法將可得到最少

阻隔點數，但這部份尚未確認。

【擺法】

『過點 ( ,1)a 分別作斜率 2、
1
2

之兩直線，再作與該兩直線平行且距離為

5 ( )k k 的直線。所有直線與圖 *m qP P 的交點為格子點之處皆放一阻隔

點。』（其中 a 值因 q 值而平移）如圖 3-18

圖 3-16 圖 3-17

圖 3-18
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伍、研究結果

一、圖 mK 、圖 mC 、圖 mP 、圖 .m nK 中使圖 xC 、圖 xK 、圖 xP 、圖 .x yK 不存在所需的最少阻隔

點數

1
( , )

0m x

m x m x
f K K

m x
  

 
.( , ) 0m n xf K K 

1
( , )

0m x

m x m x
f K C

m x
  

  .

1
( , ) 2 2

0
m n x

x x
n x n

f K C
  


為偶數且

其餘

1
( , )

0m x

m x m x
f K P

m x
  

  .

[ ] 1 [ ]
( , ) 2 2

0
m n x

x x
n m n x n

f K P
    


且

其餘

.

( ) 1
( , )

0m x y

m x y m x y
f K K

m x y
    

   . .

1 ,
( , ) 2 2 ,

min{ 1, 1}
m n x y

n x n x m x n y
f K K m n x n x m x n y

m x n y n x

     
       
     

( , ) 0m xf C K  ( , ) 0m xf P K 
1

( , )
0m x

m x
f C C

m x


 

( , ) 0m xf P C 

, |

( , ) [ ] 1 ,    

0

m x

m
m x x m

x
m

f C P m x x m
x

m x

 

  





[ ]
( , )

0
m x

m
m x

f P P x
m x

 
 

.( , ) 0m x yf C K  .( , ) 0m x yf P K 
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二、圖 *m qK P 中使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數

3( * , ) ( 2)m qf K P C q m  4m  時， 4 4

1
( * , ) 3[ ]

02q

qq
f K P C

q


 


為奇數

為偶數

5m  時， 4( * , ) ( 3)m qf K P C q m 

4m  時， 4 7

2 2
3 3

( * , ) 4[ ] 3 1, 1
3

4[ ] 2 3 2, 1
3

4[ ] 2 3 , 2
3

q

q
q

q
f K P C q k k

q
q k k

q
q k k



 



   

    

   


5,6m  時， 7( * , ) ( 1)[ ]
2m q
q

f K P C m 

7,8,9,10m  時， 7

6
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數

11m  時， 7( * , ) ( 6)m qf K P C q m 

4,5,6m  時， 5

( 4)
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數

7m  時， 5( * , ) ( 4)m qf K P C q m 

4,5m  時， 6( * , ) ( 1)[ ]
2m q
q

f K P C m 

6,7,8m  時， 6

5
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數

9m  時， 6( * , ) ( 5)m qf K P C q m 
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三、圖 . *m n qK P 中使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數

四、圖 *m qP P 中使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數

1n  時， .1 8

1 3(mod 4)
( * , ) 2[ ]

04m q

qq
f K P C


 

 其餘

2,3n  時， . 8

2(mod 3)
( * , ) 2 [ ]

03m n q

n qq
f K P C n


 

 其餘

4n  時， . 8

2(mod 3)2
( * , ) ( 3)[ ] 2 [ ]

03 3m n q

n qq q
f K P C n n


   

 其餘

. 4

[ ] 1
( * , ) 2

( 1) 1
m n q

q
n

f K P C
q n n

 
   . 6

[ ] 1,2
2( * , )

1
( 2)[ ] [ ] 3

2 2

m n q

q
n n

f K P C
q q

n n n

     


4( * , ) [ ] [ ]
2 2m q
m q

f P P C  

4m  時， 4 8

0 1
1 2
3 3
3 4

( * , ) 9[ ] mod8
5 58
6 6
6 7
0 0

q

a
a
a
aq

f K P C q a
a
a
a
a


 


    
 



 

5m  時， 2q  ， 5 2 8( * , ) 3f K P C 
3q  ， 5 3 8( * , ) 4f K P C 

4q  ， 5 8

1 1
4 2

( * , ) 9[ ] 1 4 3 mod5
5

7 4
0 5

q

a
a

q
f K P C a q a

a
a


    
 




6,7m  時， 8( * , ) ( 1)[ ]
2m q
q

f K P C m 

8,9,10,11,12m  時， 8

7
( * , ) ( 1)[ ]

02m q

m qq
f K P C m

q


  


為奇數

為偶數

13m  時， 8( * , ) ( 7)m qf K P C q m 
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一、『在圖 *m qK P 、圖 . *m n qK P 中使圖 xC 不存在』的討論中，藉由分析圖 xC 的結構，找到

使圖 xC 不存在所需的最少阻隔點數。目前討論到 8x  ，未來可朝 8x  努力。

二、『在圖 *m qP P 中使圖 xC 不存在』的討論中， 4x  時，我們成功以分割方式得到最少阻

隔點數。但在 6x  時，以此方式卻遭遇許多困難，因此改以固定 q 值討論橫線上的連
通路徑方式，在 7q  成功找出規律，而 8q  ，則是推測出可能的阻隔點數，目前我
們正在此部分努力。

陸、討論與未來展望

柒、結論

一、『在圖 mK 、圖 mC 、圖 mP 、圖 .m nK 中使圖 xK 、圖 xC 、圖 xP 、圖 .x yK 不存在所需的最少阻

隔點數』的討論中，我們推導出這十六種組合所需最少阻隔點數的一般式及阻隔點的擺
法。

二、『在圖 *m qK P 中使圖 xC 不存在』中發現，當 2x m  時，圖 *m qK P 中的阻隔點數需逐層

討論。當 2x m  時，圖 *m qK P 中最少阻隔點數的擺法為『使每層 mK 的點數小於 x 且任

相鄰兩不同層 mK 上的點間存在最多一連通路徑』。

2q 時， 





3
),*( 6

m
CPPf qm

3q 時， 





2
),*( 6

m
CPPf qm

4q 時， 6

1     3 2
( * , ) 2

0     3m q

m km
f P P C

       其餘

5q 時， 6

1     
( * , ) 2

0        2m q

mm
f P P C

m
     

是偶數

是奇數

6q 時， 6 6

0 1
2 2

7
( * , ) 8 7[ ] 3 3 ( 7) (mod 6)

6
4 4
5 5

m

a
a

m
f P P C a m a

a
a


       
 




7q 時， 7 6

0 0,1
( * , ) 4[ ] (mod 3)

2 23m

am
f P P C m a

a
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三、『在圖 . *m n qK P 中使圖 xC 不存在』中發現，欲使阻隔點總數最少需將阻隔點放在 .m nK 的短

邊。 4x  時，阻隔點的擺法為『每層 .m nK 之短邊上的點數小於 2 且任相鄰兩不同層 .m nK 之

短邊上的點間無連通路徑』。 6x  時，阻隔點的擺法為『每層 .m nK 之短邊上的點數小於 3
且任相鄰兩層 .m nK 中有一層 .m nK 之短邊上放滿阻隔點』。 8x  時，在 .m nK 之短邊上放阻隔
點個數之有序列為： 1n  時，{0,0, , ,0,0, , ,0,0, , ,...}n n n n n n （ 0,0, ,n n 為一循環）； 2,3n  時，
{0, , ,0, , ,0, , ,...}n n n n n n （ 0, ,n n 為一循環）； 4n  時，{ 3, , , 3, , , 3, , ,...}n n n n n n n n n  
（ 3, ,n n n 為一循環）。

四、『在圖 *m qP P 中使圖 xC 不存在』中， 4x  時，我們成功以分割方式得到最少阻隔點數。

但在 6x  時，改以固定 q 值討論橫線上的連通路徑方式，在 7q  成功找出規律。
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【評語】040422 

本作品探討在一圖中需除去多少頂點(稱為“阻隔點”)

和與之相連的邊，方能使特定種類的子圖不存在。作者進行

詳盡而完整之探討，其耐心與研究精神值得肯定。然而，作

者群似未能完全理解作品所討論特定類型圖之重要性與特

質，因此未來宜再強化結果之完整性。 
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