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連續整數的 n 階完美平分 

 

摘要 

本研究屬於整數分組的問題，我們所找到的相關文獻有「第 49 屆全國科展國中組－誰最

數配」以及「第 44 屆全國科展高中組－談整數分組問題」，研究內容都是以次方來分別討論

1 ,2 ,3 ,k k k …， kN 的分組方式。而我們的研究則是把重心放在如何能找出同時滿足 k =1,2,…,n

的平分兩組的方式，我們稱為 n 階完美平分。 

所謂連續整數的 n 階完美平分是指『將連續整數分成 2 組，並且滿足○1 2 組數量相等○2 2 組數

字的 k 次方的總和相等，其中 k = 1,2,…,n』。 

研究過程中，我們透過矩陣來紀錄分組的歷程後完成了底下的結果 

1. 找出了連續 N 個整數的 1 階完美平分的方法與相關的限制。 

2. 找出了連續 N 個整數的 2 階完美平分的方法與相關的限制。 

3. 找出了連續 N 個整數的 3 階完美平分的方法與相關的限制。 

4. 找出了連續(2
n
 × k)個整數的 n 階完美平分；其中 n ≧4 ; k ≧ 2。 

 

 

壹、研究動機 

高雄師範大學數學系 左太政教授 在『談如何從事科學展覽』裡提到一個問題：『已知有

m 個數分別為 ,3,2,1 222 …， 2m ，今將這些數分為 n 組，其中 n 為 m 之因數，使每組皆有
n

m
個

數且每組的數之和都相等，試問應如何分法？』這個問題引發我們思考『如何將連續整數做

到最佳的平分』，於是我們展開了這一場完美平分的研究。 

 

 

貳、研究目的 

一、找出連續整數 1~N 的 1 階完美平分的方法與限制。 

二、找出連續整數 1~N 的 2 階完美平分的方法與限制。 

三、找出連續整數 1~N 的 3 階完美平分的方法與限制。 

四、找出連續(2
n
×k)個整數的 n 階完美平分的方法；其中 n ≧4 ; k ≧ 2。 

 

 

參、研究設備與器材 

紙、筆、電腦、計算機、Excel、VBA 
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肆、研究過程與方法 

一、名詞與符號定義 

定義 1： 所謂的 n 階的完美平分指的是，我們將一組數分成 2 組並且滿足以下的條件。 

(1) 2 組數量相等  (2) 2 組數字的 k 次方的總和相等，其中 k = 1,2,…,n。 

定義 2： 交換矩陣
12E ：代表將 2階單位矩陣第1列和第 2列對調的運算，即 12

2 2

0 1

1 0
E



 
  
 

 

定義 3： 21 n 矩陣：代表每個元素都等於 1 的 2×n 矩陣，即 2

2

1 1

1 1
1 n

n





 
  
 

 

定義 4： n 階完美平分矩陣集合 ,( )

2PBa n

p (the matrix set of Perfect Bisect with order n) 

；其中  ;  ,a Z n p N   

,( )

2PBa n

p 是一個由 a 開始的連續 2×p 個整數所組成的 2 列 p 行之矩陣所成的集合，

而矩陣的同一列代表同一組，並且滿足 n 階的完美平分。 

也就是說，若 
,( ) ,( )

2 2 2U ( )  PBa n a n

p i j p pu     則 
1, 2,

1 1

p p
k k

j j

j j

u u
 

  其中 1,2,...,k n  

而且，當 a=1 我們省略不寫，也就是將 1,( )

2PB n

p 簡寫成 ( )

2PB n

p 。 

此外，不難理解 
,( +1) ,( )

2 2PB  PBa n a n

p p  。 

 

 

二、找出連續整數 1~N 的 1 階完美平分的方法與限制  

   要均分成 2 組，N 一定要是 2 的倍數，即 N＝2p。 此外，要將連續整數 1~2p 要平分成

兩組時，每一組的總和為
2 (1 2 ) (1 2 )

2 2 2

p p p p   



須為整數，所以，p 必須為偶數。 

 故，要做到連續整數 1~N 的 1 階完美平分，則 N 必須為 4 的倍數，否則無解。 

 

接著，我們令 N＝4k，此時 1~N 就會變成 1~4k；其中 k≧1 

而我們知道將 1~4 頭尾兩兩分一組就可以做到 1 階的完美平分。 

在本文裡，為了方便起見，我們使用矩陣的來記錄分組的情形，同一列代表同一組。 

然後發現了這種排法在矩陣裡形成一個 U 字的筆順，我們稱這種分組法為 U 形平分法，

同時有了以下的定義。 
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定義 5： U 形平分法 

將數列
1 2 3 4, , ,a a a a 按照 U 的筆序寫入 2×2 的矩陣，稱之為 U 形平分法。 

也就是
1 2 3 4, , ,a a a a 的 U 形平分為  

1 4

2 3

  
a a

a a

 
 
 

 

明顯的，U 形平分法可以將連續 4 個整數，做到 1 階的完美平分。 

因此，我們知道 1,(1)

2 2

1 4
   PB  ;  

2 3

a
a a

a Z
a a





  
  

    

。 

所以我們若將連續 4k 個整數從頭開始，每 4 個一小組，做 k 次的 U 形平分就可辦到 1

階的完美平分。接著，我們使用增廣矩陣的符號來記錄 1~4k 的分組情況

 

(1)

2 2

1 4 5 8 4 3 4
     .......   PB
2 3 6 7 4 2 4 1

k

k k

k k


  
 

  
，並簡寫成

(1) 5,(1) 4 3,(1) (1)

2 2 2 2 2 2 2 2U  U  ... U  PBk

k



   
 
 

， 其中 1,(1) 1,(1)

2 2 2 2

1 4
U    PB  ;  

2 3

a a
a a

a Z
a a

 

 

  
   

  
。 

同時，我們不難理解，兩列對調完全不會影響完美平分的特性。 

所以，若 ,(1) ,(1)

2 2 2 2U  PBa a

   則 ,(1) ,(1)

12 2 2 2 2U PBa aE    ；其中 12

2 2

0 1

1 0
E



 
  
 

。 

也因此我們在建構完美平分矩陣的時候，可藉由對調順序的方式找到更多不同的解答。 

最後，我們觀察 ,(1)

2 2

3 1 2
PB ,

1 2 3

a
a a a a

a a a a


       
     

      
與 (1)

2 2

1 4 2 3
PB ,

2 3 1 4


    
     

    
的這兩個

集合，發現了
 

(1) ,(1)

2 2 2 2 2 2U ( 1)  PB1 aa      ；其中 (1) (1)

2 2 2 2U  PB  ，並將結果整裡在【定理一】。  

 

   【定理一】：已知 ,a Z p N  ，若 (1) (1)

2 2U  PBp p  ，則 (1) ,(1)

2 2 2U ( 1)  PB1 a

p p pa      。 

 

【證明】：令 (1)

2 2U ( )p ij pu  ， 則有  1 2 1 2

1 1 1

0
p p p

j j j j

j j j

u u u u
  

      。 

        令 (1)

2 2 2U ( 1) ( ' )1p p ij pa u      ，則 ' 1ij iju u a    

 因此，    1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

' ' ' ' ( 1) ( 1)
p p p p

j j j j j j

j j j j

u u u u u a u a
   

             

                          1 2

1

0
p

j j

j

u u


    

     故得證。 
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結論 1： 

1.  要做到連續整數 1~N 的 1 階完美平分，則 N 必須為 4 的倍數，否則無解。 

2.  U 形平分可以將連續 4 個整數，做到 1 階的完美平分。 

      因此 1~4k 可使用 k 次的 U 形平分法做到 1 階完美平分；其中 k N 。 

      

(1) (1) 5,(1) 4 3,(1) (1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2U = U  U  ... U PBk

k k



    
 
 

；其中 1,(1) 1,(1)

2 2 2 2

1 4
U   PB  ;  

2 3

a a
a a

a Z
a a

 

 

  
   

  
 

3.  由【定理一】我們知道，可以將連續整數 1~N 的 1 階完美平分法直接套用到連續 N 個

整數上，同時可知 
,(1)

2PBa

p   
(1)

2PB p    p 是偶數。 

 

 

討論 1：  

1.  我們對連續 4 個整數使用 U 形平分法做到 1 階的完美平分，優點是：『簡單、方便、

快速』。缺點是：『4k＋1 與 4k＋2 還有 4k＋3 與 4k＋4 永遠不會在同一組』。因此我們

有必要研究 U 形平分的原理再加以改良。 

2. U 形平分的原理是：『將 2 個公差相等的等差數列 a，a＋d 以及 b，b＋d，串成一個 4

項的數列，再將其頭尾連接達成總和相等的目標。』 

因此，除了使用的 4 個連續整數進行 U 形平分可以做到 1 階完美平分之外，我們也可

以將連續整數分割成互斥的 k 組，每一組都是一個由 ak，ak＋dk以及 bk，bk＋dk所串成

的 4 項的數列，再對每一組使用一次 U 形平分法即可完成一階完美平分。 

因此，若我們可以將連續整數分割成互斥的等差子數列，而且這些等差子數列的項數

均為 4 的倍數，則我們便能使用 U 形平分將每個等差子數列做到 1 階完美平分，從而

完成連續整數的 1 階完美平分。這樣便能解決『4k＋1 與 4k＋2 還有 4k＋3 與 4k＋4

永遠不會在同一組』的缺失。 

 

【舉例說明】：利用 3 個互斥的子數列來完成 1~12 的 1 階完美平分。 

首先，我們將數列分成 3 個等差子數列 1,4,7,10  ;  2,5,8,11  ;  3,6,9,12； 

然後對於每個數列都使用 U 形平分 

      

( 1 )

2 6

1 10 2 11 3 12 1 2 3 10 11 12
               PB
4 7 5 8 6 9 4 5 6 7 8 9



   
    

   

列排序
 

然後，我們也可以用這種方式 ak，ak＋dk，bk，bk＋dk來分割數列 

1,2,10,11  ;  3,5,6,8  ;  4,7,9,12 ；然後對於每個數列都使用 U 形平分 

      

( 1 )

2 6

1 11 3 8 4 12 1 3 4 8 12 11
               PB
2 10 5 6 7 9 2 7 5 6 10 9



   
    

   

列排序
 

當然還有其他很多種分法，我們不一一列舉。 
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三、找出連續整數 1~N 的 2 階完美平分的方法與限制  

因為 ,(2) ,(1)

2 2PB  PBa a

p p  ，所以我們須以 1 階完美平分為基礎，來找出 2 階完美平分的方法。

我們的想法是這樣的，U 形平分法雖然可以保證各組總和相等，但卻做不到平方和相等，這

是因為數字在平方後會加大彼此間的差距；然而我們卻必須在總合相等之下尋找平方和相等

的分組方式，於是我們嘗試使用兩個數量相同的 1 階完美平分矩陣，再配和順序的顛倒來回

補平方所造成的差異。 

當然，要均分成 2 組，N 一定要是 2 的倍數，即 N＝2p，而在結論 1 裡我們知道 

(1)

2PB p    p 是偶數。因此，我們由 p＝2m 來討論起 1~N 的 2 階完美平分，此時 N＝4m。 

(一) m＝1：即 1~4 的 2 階的完美平分：一一試驗後無解。 

 

(二) m＝2k；k≧1：即 1~8k 的 2 階的完美平分： 

首先我們著手於 1~8 的 2 階完美平分上，我們使用了 2 次連續整數的 U 形平分並將第 2

次的 U 形平分改變順序以來補足平方造成的差異。驗算後符合，如下所示  

(2)

2 4

1 4 6 7
  PB
2 3 5 8



 
 

 
 

我們將其寫成 
(1) (1) (2)

2 2 12 2 2 2 2 2 4U | U 4 PB1E   
    
 

；其中 (1) (1)

2 2 2 2

1 4
U PB

2 3
 

 
  
 

 

接著，我們延續【定理一】的思考，將連續整數 1~8 的 2 階平分的方法直接套用到連續

整數 2~9 以及 3~10 進行分組， 

2,(2)

2 4

2 5 7 8
  PB
3 4 6 9



 
 

    

； 
3,(2)

2 4

3 6 8 9
  PB
4 5 7 10



 
 

 
 

計算後發現都符合 2 階完美平分，因此我們有了【定理二】。 

 

【定理二】：a Z ，連續 8 個整數 1, 2,..., 8a a a   的 2 階完美平分為 

1,(2) 1,(1) 1,(1) 1,(2)

2 4 2 2 12 2 2 2 2 2 4

1 4 6 7
U   U | U 4 PB

2 3 5 8
1a a a a

a a a a
E

a a a a

   

    

    
             

； 

其中 1,(1) 1,(1)

2 2 2 2

1 4
U PB

2 3

a a
a a

a a

 

 

  
  

  
 

第一組： 1, 4, 6, 7a a a a     ， 第二組： 2, 3, 5, 8a a a a     

 

【證明】：(1) 兩組的總和均為 4 18a   (2) 兩組的平方總和均為 
24 36 102a a   

由(1)(2)，得證。 
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所以，我們可以將連續 8k 個整數，從頭開始，每 8 個一小組，每一小組做 1 次【定理二】的

分組法就可以做到 2 階的完美平分。 

底下我們利用矩陣的方式來表達出 1~8k 的 2 階完美平分。

  
( 2 ) 9 , ( 2 ) 8 7 , ( 2 ) ( 2 )

2 4 2 4 2 4 2 4U | U | . . . . | U P Bk

k



   
   ；其中 1,(2)

2 4

1 4  6 7
U    ;  

2 3 5 8

a
a a a a

a Z
a a a a





    
  

    
 

 

(三) m＝2k＋1 ; k≧1：即 1~(8k＋4)的 2 階的完美平分： 

首先我們著手於 k＝1 的情況，也就是 1~12 的 2 階完美平分上，經過試驗後，我們發現

無法透過連續 4 個整數的 U 形平分解出 1~12 的 2 階完美平分。因此我們以拆解 1~12 的

方式來尋求解答，我們發現這樣分割數列 1,2,10,11 ; 3,5,6,8 ; 7,4,12,9；然後對每個子數

列使用 U 形平分可以辦到 2 階完美平分，呈現如下 

(2)

2 6

1 11 3 8 7 9 1 3 7 8 9 11
                PB
2 10 5 6 4 12 2 4 5 6 10 12



   
    

   

列排序

 

有了【定理二】的經驗後，我們直覺的認為這樣的分組方式可以適用於連續的 12 個整數，

因此有了【定理三】 

 

【定理三】：已知a Z ，連續 12 個整數 1, 2,..., 11, 12a a a a    的 2 階完美平分為 

1,(2) 1,(2)

2 6 2 6

1 3 7 8 9 11
U   PB

2 4 5 6 10 12

a a
a a a a a a

a a a a a a

 

 

      
  

        

第一組： 1, 3, 7, 8, 9, 11a a a a a a        第二組： 2, 4, 5, 6, 10, 12a a a a a a       

 

【證明】： (1) 兩組的總和均為 6 39a a  

  (2) 兩組的平方總和均為 26 78 325a a  。    

  由(1)(2)，得證。 

 

 

有【定理三】的加入，我們便可以完成連續 4k 個整數的 2 階的完美平分，其中 k≧2。 

因為，當 k 是偶數的時候，我們令 k＝2h，其中 h≧1，則 4k 就會變成 8h，此時我們只

需要將這連續 8h 個整數區分為 h 個小組，每一組使用一次【定理二】的分組方法，就可

以辦到 2 階完美平分。而當 k 是奇數的時候，我們令 k＝2h+1，其中 h≧1，則 4k 就會變

成 8h＋4，此時，我們只須將 8h＋4 區分成 h 個小組，其中，有一組為連續 12 個整數，

使用【定理三】的分組法，剩下的 h－1 組，每一組均有 8 個連續的整數，均使用【定理

二】的分組法，便可以完成 2 階的完美平分。 

當然，各小組的兩列互換仍然可以保有 2 階完美平分的特性；而且，每連續 24 個整數，

我們可以使用 3 次的【定理二】分組法，或者使用 2 次【定理三】的分組法，進而變化

出更多不同的 2 階完美平分。 

 

 



 

7 
 

結論 2：  

1. 要做到連續整數 1~N 的 2 階完美平分，則 N＝4k；其中 k≧2，否則無解。 

2. 經由以下的方法可以做到 1~4k 的 2 階完美平分；其中 k≧2 

   (1) k＝2h → 
(2) 9,(2) 8 7,(2) (2)

2 4 2 4 2 4 2 4U | U | .... | U PBh

h



   
     

   (2) k＝2h＋1 → 
(2) 13,(2) 21,(2) 8 3,(2) (2)

2 6 2 4 2 4 2 4 2 (4 2)[U | U | U | .... | U ] PBh

h



     
 

  其中；  
1 , ( 2 ) 1 , ( 2 )

2 4 2 4

1 4 6 7
U    P B  ;  

2 3 5 8

a a
a a a a

a Z
a a a a

 

 

    
   

    
 

                .

1,(2) 1,(2)

2 6 2 6

1 3 7 8 9 11
U   PB  ;  

2 4 5 6 10 12

a a
a a a a a a

a Z
a a a a a a

 

 

      
   

      
 

3. 可以將連續整數 1~N 的 2 階完美平分法直接套用到連續 N 個整數上， 

   同時可知 
,(2) (2)

2 2PB PB 2a

p p p k       ；其中 k≧2 

     

 

討論 2：  

1. 我們發現，U 形平分對連續整數的影響是固定的，因此我們可以利用對調順序來回補平

方後的差異。然而，每一次的 U 形平分需要四個數字，所以，在 N＝8h＋4 的情況裡，

若我們 4 個數字分一組，會造成有一組落單，無法由另外一組來回補，因此，1~(8h＋

4)的 2 階的完美平分無法使用連續整數的 U 形平分來解。 

2. 接著我們以互斥子數列來尋求 1~(8h＋4)的 2 階的完美平分的解答，因而有了【定理三】。 

然而我們的困擾是，沒有發現固定的方式來拆解數列。因此，對於這種必須以互斥子數

列才能解出的情況，或許利用程式語言來計算所有的可能性是比較可行的方法。 

3. 在【定理二】裡，我們發現『若
,(1) ,(1)

2 2 2 2U PBa a

  則
,(1) ,(1) ,(2)

2 2 12 2 2 2 2 2 4U | U 4 PB1a a aE   
    
  』。

這代表我們或許可以利用 2 個數量相同的 1 階完美平分矩陣來製造 2 階的完美平分矩

陣，因此我們了【定理四】的猜想。 

 

 

 

【定理四】： 

  已知 ,a Z p N  ，若 ,(1) ,(1)

2 2U PBa a

p p    ，則 ,(1) ,(1) ,(2)

2 12 2 2 2 2U | U 2 PB1a a a

p p p pE p   
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【證明】：令 ,(1) ,(1)

2 , 2 2U ( ) PBa a

p i j p pu    ，則
1, 2,

1 1

p p

j j

j j

u u
 

   

         而 
2,2,1 2,2,(1)

12 2 2 , 2

1,1,1 1,2

22 2 ...
U 2    ( ' )

22 2 ...
1 pa

p p i j p

p

u pu p u p
E p u

u pu p u p  

  
     

    

其中 1, 2,' 2j ju u p   ; 2, 1,' 2j ju u p   

令 ,(1) ,(1)

2 12 2 2 , 2 2U | U 2 ( )1a a

p p p i j pE p    
    
  ，則我們要證明 

2 2

2, 1,

1 1

 ,  1,2
p p

m m

j j

j j

m 
 

    

○1  首先證明 m＝1 的情況 

         
2

2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 1 ,

1 1 1 1 1

' ( ' ) ( 2 )
p p p p p

j j j j j j j

j j j j j

u u u u u u p
    

          
 

 

   同理  
2

1, 1, 1, 1, 1, 1, 2,

1 1 1 1 1

' ( ' ) ( 2 )
p p p p p

j j j j j j j

j j j j j

u u u u u u p
    

            

          故，  
2 2

2, 1,

1 1

p p

j j

j j

 
 

   

○2  接著證明 m＝2 的情況 
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1,

1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2,

1 1 1 1 1

    ' ( ' ) ( 4 4 )

   ' ( ' ) ( 4 4 )

p p p p p

j j j j j j j j

j j j j j

p p p p p

j j j j j j j j

j j j j j

u u u u u u pu p

u u u u u u pu p





    

    

       

       

    

    而

 

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2,

1 1 1

    ( 4 4 ) ( 4 4 )
p p p

j j j j j j j j

j j j

u u pu p u u pu p 
  

             

 

1, 2, 1, 2,

1 1

                                   4 4 4 0
p p

j j j j

j j

pu pu p u u
 

                         

 故，
2 2

2 2

2, 1,

1 1

p p

j j

j j

 
 

 
 

由○1 ,○2 得證。 

 

 

 

四、找出連續整數 1~N 的 3 階完美平分的方法與限制 

    在【定理四】裡，我們利用 2 個數量相同的 1 階完美平分矩陣配合順序的交換，成功填

補了數字在平方後所加大的差異而達成 2 階的完美平分。延續這種想法，我們使用 2 個數量

相同的 2 階的完美平分矩陣，再配合順序的調動，來尋求 3 階完美平分的解答。 

而我們知道 1~8 與 1~12 的 2 階完美平分矩陣存在。因此猜測 

(1) (2) (2) (3)

2 4 12 2 4 2 4 2 8

1 4 6 7 10 11 13 16
U | U 8 PB

2 3 5 8 9 12 14 15
1E   
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(2) (2) (2) (3)

2 6 12 2 6 2 12 2 12

1 3 7 8 9 11 14 16 17 18 22 24
U | U 12           PB

2 4 5 6 10 12 13 15 19 20 21 23
1E   

 
       

   

其中 (2) (2)

2 4 2 4

1 4 5 8
U PB

2 3 6 7
 

 
  
 

； (2) (2)

2 6 2 6

1 3 7 8 9 11
U        PB

2 4 5 6 10 12
 

 
  
   

驗算後發現階符合 3 階完美平分。因此有了【定理五】 

 

 

【定理五】： 

1. 連續 16 個整數 1, 2,..., 15, 16a a a a    的 3 階完美平分為 

1,(3)

2 8

1,(2) 1,(2) 1,(3) 1,(2) 1,(2)

2 4 12 2 4 2 4 2 8 2 4 2 4

1 4 6 7 10 11 13 16
U     

2 3 5 8 9 12 14 15

          U | U 8 PB  ;  U PB1

a

a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

E





    

     

        
  

        

      
 

其中  

第一組： 1, 4, 6, 7, 10, 11, 13, 16a a a a a a a a          

第二組： 2, 3, 5, 8, 9, 12, 14, 15a a a a a a a a         

 

2. 連續 24 個整數 1, 2,..., 23, 24a a a a    的 3 階完美平分為 

1,(2) 1,(2) 1,(3) 1,(2) 1,(2

2 6 12 2 6 2 6 2 12 2 6 2 6

1,(3)

2 12

1 3 7 8 9 11 14 16 17 18 22 24

2 4 5 6 10 12 13 15 19 20 21 23

U | U 12 PB  ;  U PB

U

            1a a a a a

a
a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

E
    

     





           

           

     

 
  
 

   其中 )

第一組： 1, 3, 7, 8, 9, 11, 14, 16, 17, 18, 22, 24a a a a a a a a a a a a              

第二組： 2, 4, 4, 6, 10, 12, 13, 15, 19, 20, 21, 23a a a a a a a a a a a a             

 

【證明】：(1) 兩組的總和均為8 68a ；兩組的平方總和均為 28 136 748a a  ；  

兩組的立方總和均為 3 28 204 2244 9248a a a   。  

 (2) 兩組的總和均為12 150a ；兩組的平方總和均為 212 300 2450a a  ； 

 兩組的立方總和均為 3 2900 7350 45000a a a   。 

由(1)(2)得證。 

 

有了【定理五】的加入，對於連續整數 1~N 的 3 階完美平分我們便有了方向。 

接著，因為 ,(3) ,(2)

2 2PB  PBa a

p p  ，在結論 2 裡我們知道 ,(2) (2)

2 2PB PB 2a

p p p k       ；其中 k≧2。

因此對於連續整數 1~N 的 3 階完美平分我們由 p＝2m 來討論起，此時 N＝4m；其中 m≧2。 
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(一) m＝2k；k≧1：即 1~8k 的 3 階的完美平分： 

  1. 當 k =1 時：一一試驗後無解。 

  2. 當 k≧2 時： 

 (1) k＝2h＋1，其中 h ≧ 1： 

此時 8k 可改寫成 16(h－1)＋24，因此我們可以將 1~8k 區分為 h 組，其中 1 組有 24

個連續整數，另外 h－1 組每一組均有 16 個連續整數，再利用【定理五】，便可分別

完成每一組的 3 階完美平分，從而完成 1~8k 個整數的 3 階完美平分。 

(2) k＝2h，其中 h ≧ 1： 

此時 8k 可改寫成 16h，因此我們可以將 1~8k 個區分為 h 組，每一組均有 16 個連續

整數，再利用【定理五】，便可分別完成每一組的 3 階完美平分，從而完成 1~8k 個

整數的 3 階完美平分。 

 由(1)(2)我們完成了 1~8k 的 3 階完美平分；其中 k≧2。此外，不難理解我們可以利用同

樣的手法找出連續 8k 個整數的 3 階完美平分；其中 k≧2。 

 

(二) m＝2k＋1；k≧1：即 1~(8k＋4)的 3 階的完美平分： 

首先，我們以 VBA 程式，一一檢驗後，發現 k＝1,2,3,4 均無解。而當 h＝5 的時候，由於

執行程式造成電腦當機，無法再繼續往後找到解答。程式碼我們放在【附錄一】。 

接著，我們不禁懷疑，1~(8k＋4)的 3 階的完美平分其實是無解的。所以對於 1~(8k＋4)的 3

階完美平分，我們轉往無解這麼方向著手。 

【引理一】：若
1

p

j

j

a


 為奇數則
1

p
n

j

j

a


 亦為奇數，其中 n≧1。 

【證明】： 

因為數字在次方後不會改變奇偶性，也就是說：若 a 是奇數則 a
n也是奇數，同理，若 a

是偶數則 a
n也是偶數；其中 n≧1。由此可知，若

1

p

j

j

a


 為奇數則
1

p
n

j

j

a


 亦為奇數，其中 n≧1。 

 

現在我們來證明 1~(8k＋4)的 3 階完美平分無解： 

若 (3)

2 (4 2)PB k    ，令 (3) (3)

2 (4 2) , 2 (4 2) 2 (4 2)U ( ) PBk i j k ku        

則 
4 2

1,

1

1 (8 4)(8 5)
(2 1)(8 5)

2 2

k

j

j

k k
u k k





 
     是一個奇數 

但 

24 2
3 2 2

1,

1

1 (8 4)(8 5)
2 (2 1) (8 5)

2 2

k

j

j

k k
u k k





  
      

 
 卻是一個偶數，明顯不合。 

所以 (3)

2 (4 2)PB k    ，也就是說 1~(8k＋4)的 3 階完美平分無解 
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結論 3：  

1. 要做到連續整數 1~N 的 3 階完美平分，則 N＝8k；其中 k≧2，否則無解。 

2. 經由以下的方法可以做到 1~8k 的 2 階完美平分；其中 k≧2 

   令 a Z ，而且 
1,(3)

2 8

1 4 6 7 10 11 13 16
U     

2 3 5 8 9 12 14 15

a
a a a a a a a a

a a a a a a a a





        
  

        
 

 

1,(3)

2 12

1 3 7 8 9 11 14 16 17 18 22 24
  

2 4 5 6 10 12 13 15 19 20 21 23
Ua

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a





           

           

 
  
 

 

則 (1) k＝2t； t N → (3) 17,(3) 16 15,(3) (3)

2 8 2 8 2 8 2 8U | U | .... | U PBt

t



   
    

(2) k＝2t＋1； t N → (3) 25,(3) 41,(3) 16 7,(3) (3)

2 12 2 8 2 8 2 8 2 (8 4)U | U | U | .... | U PBt

t



     
    

3. 可以將連續整數 1~N 的 2 階完美平分法直接套用到連續 N 個整數上， 

同時可知 
,(3) (3)

2 2PB PB 4a

p p p k       ；其中 k≧2 

 

討論 3：  

1. 我們藉由觀察【定理四】裡『從 1 階到 2 階完美平分矩陣之間的變化關係』，猜想這樣的

規則也可以適用於 2 階到 3 階，於是，在這個小節裡我們很快的找出了連續整數 8k 個整

數的 3 階的完美平分，其中 k ≧ 2。再經由【定理五】證明了我們的猜想是正確的，因此

我們認為，這樣的規則可以適用於任何階數，於下一章節分析。 

 



 

12 
 

五、找出連續(2
n
×k)個整數的 n 階完美平分的方法；其中 n ≧4 , k≧2  

討論到這裡我們大致可以確定兩個關係。整理如下： 

1. 由 1~N 的完美平分矩陣轉化成 a ~ (a＋N－1)的完美平分矩陣： 

(1) (1) (1)

2 2 2 2

1 4
U   PB

2 3
 

 
  
 

  → ,(1) (1) ,(1)

2 2 2 2 2 2 2 2U U ( 1) PB1a aa         

(2) (2) (2)

2 4 2 4

1 4 6 7
U PB

2 3 5 8
 

 
  
 

 
→ 

,(2) (2) ,(2)

2 4 2 4 2 4 2 4U U ( 1) PB1a aa         

    (3) (2) (2)

2 6 2 6

1 3 7 8 9 11
U PB

2 4 5 6 10 12
 

 
  
 

 → 
,(2) (2) ,(2)

2 6 2 6 2 6 2 6U U ( 1) PB1a aa         

 (4) (3) (3)

2 8 2 8

1 4 6 7 10 11 13 16
U PB

2 3 5 8 9 12 14 15
 

 
  
 

 → 
,(3) (3) ,(3)

2 8 2 8 2 8 2 8U U ( 1) PB1a aa         

因此，由(1),(2),(3),(4) 歸納出： 

若 ( ) ( )

2 2U PBn n

p p  則
,( ) ( ) ,( )

2 2 2 2U U ( 1) PB1a n n a n

p p p pa        ，我們稱之為『平移關係』。 

 

2. 由 n 階的完美平分矩陣轉化到 n＋1 階的完美平分矩陣： 

   (1) (1)

2 2 2 2

1 4
U   PB

2 3
 

 
  
 

 → (2) (1) (1) (2)

2 4 2 2 12 2 2 2 2 2 4U U | U 4 PB1E    
     
 

  

                        → (3) (2) (2) (3)

2 8 2 4 12 2 4 2 4 2 8U U | U 8 PB1E    
     
 

 

   ( 2 ) ( 2 )

2 6 2 6

1 3 7 8 9 1 1
U        P B

2 4 5 6 1 0 1 2
 

 
  
 

 → (3) (2) (2) (3)

2 12 2 6 12 2 6 2 6 2 12U U | U 12 PB1E    
     
 

 

因此歸納出： 

若 ( ) ( )

2 2U PBn n

p p  則
( 1) ( ) ( ) ( 1)

2 2 2 12 2 2 2 2U U | U 2 PB1n n n n

p p p p pE p 

    
     
  ，我們稱之為『生成關係』。 

 

然後，我們在【定理六】給出完整的敘述與證明。 
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 【定理六】 

   已知  ;   ,a Z n p N  ， 12

2 2

0 1

1 0
E



 
  
 

， 2

2

1 1

1 1
1 n

n





 
  
 

， 

   若 ( ) ( )

2 2U PBn n

p p    ，為 1 ~2p 的 n 階完美平分矩陣，則 

   1. 平移關係： ( )

2 2U ( 1) 1n

p pa    為 a ~ ( a＋2p－1) 的 n 階完美平分矩陣， 

                 即 ,( ) ( ) ,( )

2 2 2 2U U ( 1) PB1a n n a n

p p p pa         

   2. 生成關係： ( ) ( )

2 12 2 2U | U (2 ) 1n n

p p pE p  
   
 

 為 1 ~ 4p 的 n＋1 階完美平分矩陣， 

                即 ( 1) ( ) ( ) ( 1)

2 2 2 12 2 2 2 2U U | U (2 ) PB1n n n n

p p p p pE p 

    
     
 

 

【證明】： 

令 ( )

2 , 2U ( )n

p i j pu  ， ( ) ( )

2 2 U PBn n

p p    
1 , 2 ,

1 1

   ;  1,2,...,
p p

k k

j j

j j

u u k n
 

     

然而 0 0

1, 2,

1 1

p p

j j

j j

u p u
 

     因此 
1, 2, 1, 2,

1 1 1

( ) 0  ;   0,1,2,...,
p p p

k k k k

j j j j

j j j

u u u u k n
  

        

(1)  ( )

2 2 , 2
U ( 1) 11n

p p i j p
a u a  

      ， 

(a) 因為 ( )

2 , 2U ( )n

p i j pu  是由連續整數 1~2p 所組成的矩陣， 

所以 1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2,, ,..., , , ,...,p pu u u u u u 是連續整數的 1~2p 的一種排列。 

因此 1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2,( 1) ,  ( 1) ,..., ( + 1) ,  ( 1) ,  ( 1) ,..., ( + 1)p pu a u a u a u a u a u a         

是連續整數的 a ~ (a＋2p－1)的一種排列。 

所以，  ( )

2 2 , 2
U ( 1) 11n

p p i j p
a u a  

      是由連續整數 a ~ (a＋2p－1)所組成的矩陣。 

(b) 對於 ,1t N t n    

 1, 2, 1, 2,

1 1 1

1, 2,

1 0 0

( ( 1)) ( ( 1)) ( ( 1)) ( ( 1))

                                                            ( 1)  ( 1)

              

p p p
t t t t

j j j j

j j j

p t t
t k t k t k t k

k j k j

j k k

u a u a u a u a

C u a C u a

  

 

  

          

 
    

 

  

  

 1, 2,

1 0

                                             ( 1) ( 1)
p t

t k t k t k t k

k j k j

j k

C u a C u a 
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1, 2,

0 1

1, 2,

0 1

                                                           ( 1) ( 1)

                                                           ( 1)  

pt
t k t k t k t k

k j k j

k j

p
t t k k k

k j j

k j

C u a C u a

C a u u

 

 



 

   

 
   

 





0

                                                           ( 1) 0

                                                           0

t

t
t t k

k

k

C a 



  







 

 由(a)(b)得證 ( )

2 2U ( 1) 1n

p pa    為 a ~ ( a＋2p－1) 的 n 階完美平分矩陣，   

(2) 令 ( ) ( )

2 12 2 2 , 2 2U | U (2 ) ( )1n n

p p p i j pE p    
    
 

， 

 

而 
2,1 2,2 2,( )

12 2 2 , 2

1,1 1,2 1,

2 2 ... 2
U (2 ) ( ' )

2 2 ... 2
1 pn

p p i j p

p

u p u p u p
E p u

u p u p u p  

   
     

   
                           

因此，
1,1 1, 1,1 1,

, 2 2

2,1 2, 2,1 1,

... ' ... '
( )

... ' ... '

p p

i j p

p p

u u u u

u u u u
 

 
  
 

 

                    其中 1, 2,' 2j ju u p   且 2, 1,' 2j ju u p   1,2,...,j p  

(a) 因為  ( ) ( )

, 2 12 2 2 12 2 2( ' ) U (2 ) U (2 )1 1n n

i j p p p p pu E p E p            ， 

   所以由(1)可知 ( )

12 2 2U (2 ) 1n

p pE p    是由連續整數(2p＋1) ~ 4p 所組成的矩陣， 

   從而 ( ) ( )

2 12 2 2 , 2 2U | U (2 ) ( )1n n

p p p i j pE p    
    
   

是由連續整數 1 ~ 4p 所組成的矩陣。 

(b) 接著，我們必須證明出
2 2

1, 2,

1 1

  ;  1,2,..., 1
p p

k k

j j

j j

k n 
 

     

    ○1 首先我們證明 k＝1,2,…,n 會成立， 

因為 ( )

2 , 2U ( )n

p i j pu  為 n 階完美平分矩陣；所以，
1, 2,

1 1

  ;  1,2,...,
p p

k k

j j

j j

u u k n
 

    

而交換順序並不影響完美平分的特性，所以 ( )

12 2U n

pE  亦為 1~ 2p 的 n 階完美平分矩

陣，所以，由(1)可知 ( )

12 2 2 , 2U (2 ) ( ' )1n

p p i j pE p u       為 2p＋1~ 4p 的 n 階完美平分

矩陣，於是
1, 2,

1 1

' '   ;  1,2,...,
p p

k k

j j

j j

u u k n
 

    

故， 
2 2

1, 1, 1, 2, 2, 2,

1 1 1 1 1 1

' '
p p p p p p

k k k k k k

j j j j j j

j j j j j j

u u u u 
     

          ； 1,2,...,k n   
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○2 然後我們證明 k＝n＋1 也會成立 

 

2 2
1 1

1, 2,

1 1

1 1 1 1

1, 1, 2, 2,

1 1 1 1

1 1 1 1

1, 2, 2, 1,

1 1 1 1

1 1

1, 2, 2,

1

' '

( 2 ) ( 2 )

( 2 )

p p
n n

j j

j j

p p p p
n n n n

j j j j

j j j j

p p p p
n n n n

j j j j

j j j j

p
n n n

j j j

j

u u u u

u u p u u p

u u u p

  

 

   

   

   

   

  





   
      
   

   
        
   

   

 

   

   

  

 

   

 

1 1

1,

1

1 1
1 1 1 1 1 1

1, 2, 2, 1,

1 1 0 0

1
1 1 1 1

1, 2, 2, 1,

1 1 0

1 1 1 1

1, 2,

1

( 2 )

(2 ) (2 )

(2 )

(2 )

p
n

j

j

p p n n
n n n k n k n k n k

j j k j k j

j j k k

p p n
n n n n k k k

j j k j j

j j k

p
n n n n k

j j k

j

u p

u u C u p C u p

u u C p u u

u u C p





 
       

   


    

  

    



 

 
    

 

   

  



   

 

  

     

   

1

2, 1,

0 1

1 1 1 1 1 1 ( 1) 1 1

1, 2, 2, 1, 1 2, 1,

1 0 1 1

1 1 1 1 1 1

1, 2, 2, 1,

1 0 1

1

1, 2,

(2 ) (2 )

(2 ) 0

pn
k k

j j

k j

p p pn
n n n n k k k n n n n n

j j k j j n j j

j k j j

p pn
n n n n k n n

j j k j j

j k j

n n

j j

u u

u u C p u u C p u u

u u C p u u

u u



 

          



   

      

  

 



     

     

 

 

   

  

   1 1 1

2, 1,

1 1

0

p p
n n

j j

j j

u u 

 

 



 

因此，
2 2

1 1

1, 2,

1 1

p p
n n

j j

j j

  

 

  ； 

由(a)、(b)得證 
( ) ( )

2 12 2 2U | U (2 ) 1n n

p p pE p  
   
 

 為 1 ~ 4p 的 n＋1 階完美平分矩陣 

最後，根據(1)(2)，我們證明出【定理六】。 

 

 

有了【定理六】，我們便能夠以 1~4 的 1 階完美平分矩陣為基礎，透過『生成關係』，而得到

1~8 的 2 階完美平分矩陣；再透過『生成關係』，便能得到 1~16 的 3 階完美平分矩陣，…..，

依此類推下去，我們便可得到 1~2
n
×2 的 n 階完美平分矩陣。接著再利用『平移關係』，辦到

a ~( a＋2
n
×2－1)的 n 階完美平分矩陣，從而完成了連續 2

n
×2 個整數的 n 階完美平分。 

同理，我們也可以由 1~12 的 2 階完美平分矩陣，透過生成關係與平移關係，來完成連續 2
n
×3

個整數的 n 階完美平分。最後，結合連續 2
n
×2 個整數的 n 階完美平分與連續 2

n
×3 個整數的

n 階完美平分。便能完成連續 2
n
×k 個整數的 n 階完美平分，其中 k ≧ 2，n ≧ 4。 
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【舉例說明】：找出 7~38 的 4 階完美平分。 

分析：7~38 有 32 個數字，而 32＝2
5＝2

4
×2，因此我們可以做到 4 階的完美平分。 

做法：先使用生成關係建構 1~32 的 4 階完美平分，再透過平移關係來完成所求。 

  由 1~4 的 1 階完美平分矩陣 
(1) (1)

2 2 2 2

1 4
U =   PB

2 3
 

 
 

 
 

透過生成關係得出 1~8 的 2 階完美平分矩陣為 

(2) (1) (1) (2)

2 4 2 2 12 2 2 2 2 2 4

1 4 6 7
U U | U 4      PB

2 3 5 8
1E    

 
        

 
 

再透過生成關係得出 1~16 的 3 階完美平分為 

(3) (2) (2) (3)

2 8 2 4 12 2 4 2 4 2 8

1 4 6 7 10 11 13 16
U U | U 8          PB

2 3 5 8 9 12 14 15
1E    

 
        

   

再透過生成關係得出 1~32 的 4 階完美平分為 (4) (3) (3)

2 16 2 8 12 2 8 2 8U U | U 16 1E   
    
 

 

(4) (4)

2 16 2 16

1 4 6 7 10 11 13 16 18 19 21 24 25 28 30 31
U                  PB

2 3 5 8 9 12 14 15 17 20 22 23 26 27 29 32
 

 
  
 

 

最後，透過平移關係可得 7,(4) (4)

2 16 2 16 2 16U U 6 1      

7,(4)

2 16

7 10 12 13 16 17 19 22 24 25 27 30 31 34 36 37
                 PB
8 9 11 14 15 18 20 21 23 26 28 29 32 33 35 38



 
  
   

接著我們驗算一下這樣的分組方式是否滿足 4 階完美平分 

(1) 兩組的和=360        ；   (2)兩組的平方和=9464      ； 

(3) 兩組的立方和=274320 ；   (4)兩組的 4 次方和=8452808 ； 

由(1)(2)(3)(4)可知， 7,(4)

2 16U  為 7~38 的 4 階完美平分矩陣。 
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伍、研究結果 

我們將全文主要的結果做了底下的整理： 

已知 ,  ,  ,  ,  ,  ,a m n p h k t N ， 12

2 2

0 1

1 0
E



 
  
 

， 2

2

1 1

1 1
1 n

n





 
  
 

， 

令 
(1) (1)

2 2 2 2

1 4
U =   PB

2 3
 

 
 

 
， (2) (2)

2 6 2 6

1 3 7 8 9 11
U        PB

2 4 5 6 10 12
 

 
  
 

 ，  

一、兩個主要的關係： 

(一). 生成關係： ( 1) ( ) ( ) ( 1)

2 2 2 12 2 2 2 2U U | U (2 ) PB1n n n n

p p p p pE p 

    
     
   

(二). 平移關係： ,( ) ( ) ,( )

2 2 2 2U U ( 1) PB1a n n a n

p p p pa         

1. 由 (1) (1)

2 2 2 2U PB  透過生成關係可得 

1 1 1

( ) ( 1) ( 1) ( )

122 2 2 2 2 2 2 2 2 2
U U | U (2 )  PB  ; 21n n n n n

n n n n nE n  

 

    
      
 

 

再將 ( )

2 2
U n

n


透過平移關係可得 ,( ) ( ) ,( )

2 2 2 2 2 2 2 2
U U ( 1) PB  ; 11n n n n

a n n a na n
   

       

2. 由 (2) (2)

2 6 2 6U PB  透過生成關係 

1 2 2 2 1

( ) ( 1) ( 1) 1 ( )

122 (3 2 ) 2 (3 2 ) 2 (3 2 ) 2 (3 2 ) 2 (3 2 )
U U | U (3 2 )  PB  ; 31n n n n n

n n n n nE n    

  

         
       
 

 

再將 1

( )

2 (3 2 )
U n

n
 
透過平移關係可得 1 1 1 1

,( ) ( ) ,( )

2 (3 2 ) 2 (3 2 ) 2 (3 2 ) 2 (3 2 )
U U ( 1) PB  ,  21n n n n

a n n a na n          
       

二、連續 N 個整數的 1 階完美平分
 

(一). N＝4k，否則無解  

(二) 從 a 開始的連續 4k 個整數的 1 階完美平分為 ,(1) 4,(1) 4 4(1) (1)

2 2 2 2 2 2 2 2U  U  ... U PBa a a k

k

  

   
  

 

 

三、連續 N 個整數的 2 階完美平分 

(一). N＝4k；其中 k≧2，否則無解。 

(二) 已知 k≧2，從 a 開始的連續 4k 個整數的 2 階完美平分為 

1. 當 k＝2h 時 → 
,(2) 8,(2) 8 8,(2) (2)

2 4 2 4 2 4 2 4U | U | .... | U PBa a a h

h

  

   
    

2. 當 k＝2h＋1 時 →
,(2) 12,(2) 20,(2) 8 4,(2) (2)

2 6 2 4 2 4 2 4 2 (4 2)[U | U | U | .... | U ] PBa a a a h

h

   

       

四、連續 N 個整數的 3 階完美平分 

(一) .N＝8k；其中 k≧2，否則無解。 



 

18 
 

(二) 已知 k≧2，從 a 開始的連續 8k 個整數的 3 階完美平分為 

1. 當 k＝2h 時 → 
,(3) 16,(3) 16 16,(3) (3)

2 8 2 8 2 8 2 8U | U | .... | U PBa a a h

h

  

   
    

2. 當 k＝2h＋1 時 → ,(3) 24,(3) 40,(3) 16 8,(3) (3)

2 12 2 8 2 8 2 8 2 (8 4)U | U | U | .... | U PBa a a a h

h

   

     
     

五、連續(2
n
 × k)個整數的 n 階完美平分；其中 n ≧ 4 , k ≧ 2 

(一) 當 k 為偶數，令 k＝2h，連續 2
n
 ×2 h 個整數的 n 階完美平分做法： 

將連續 2
n
 ×2h 個整數從頭開始區分為 h 組，每一組均含有連續 2

n+1個整數， 

可利用 ,( )

2 2
U n

a n


來完成每一組的 n 階完美平分。 

(二) 當 k 為奇數，令 k＝2h＋1，連續 2
n
 ×(2h＋1)個整數的 n 階完美平分做法： 

將連續 2
n
 ×(2h＋1)個整數從頭開始區分為 h 組，其中有一組含有連續 3×2

n個整數，

可利用 1

,( )

2 (3 2 )
U n

a n
 
來完成 n 階完美平分；剩下的(h－1)組，每一組均含有連續 2

n+1個整

數，可利用 ,( )

2 2
U n

a n


來完成 n 階完美平分。 

 

 

陸、未來展望
 

一、我們利用程式一一嘗試後發現，當 n＝1,2,3,4 的時候，連續 2
n+1個整數的 n 階完美平分

是唯一的，但這方面我們尚無法證明，期盼能研究出來。 

二、對於 4 階以上的完美平分，我們只有找出連續(2
n
 × k)個整數可以做到的 n 階完美平分，

但是否有其他情況我們尚無定論，期盼未來能更進一步研究出來。 

三、找出 1~N 的 n 階完美 m 分的限制與方法。 
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捌、附錄 

一、我們放上 1~24 的 3 階完美平分程式的程式碼與輸出結果，來驗證我們的程式碼是可行

的 

  (1)程式碼 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sub PB() 
Const m = 24 
Const p = 3  
Dim s(p), t, u, v, k As Integer 
Dim n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7, n8, n9, n10, n11, n12, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11, x12  As Integer 
Open "D:\24 的 3 階完美平分.txt" For Output As #1   
 
For t = 1 To p 
  For k = 1 To m 
      s(t) = k ^ t + s(t) 
  Next k 
Next t 
 
u = 1 
v = 1 
 
For n1 = 1 To m / 2 
    x1 = n1 
For n2 = n1 + 1 To m 
    x2 = n2 
For n3 = n2 + 1 To m 
    x3 = n3 
For n4 = n3 + 1 To m 
    x4 = n4 
For n5 = n4 + 1 To m 
    x5 = n5 
For n6 = n5 + 1 To m 
    x6 = n6 
For n7 = n6 + 1 To m 
    x7 = n7 
For n8 = n7 + 1 To m 
    x8 = n8 
For n9 = n8 + 1 To m 
    x9 = n9 
For n10 = n9 + 1 To m 
    x10 = n10 
For n11 = n10 + 1 To m 
   x11 = n11 
For n12 = n11 + 1 To m 
    x12 = n12 
     
    If x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x9 + x10 + x11 + x12 = s(1) / 2 Then 
    If x1 ^ 2 + x2 ^ 2 + x3 ^ 2 + x4 ^ 2 + x5 ^ 2 + x6 ^ 2 + x7 ^ 2 + x8 ^ 2 + x9 ^ 2 + x10 ^ 2 + x11 ^ 2 + x12 ^ 2 = s(2) / 2 Then 
    If x1 ^ 3 + x2 ^ 3 + x3 ^ 3 + x4 ^ 3 + x5 ^ 3 + x6 ^ 3 + x7 ^ 3 + x8 ^ 3 + x9 ^ 3 + x10 ^ 3 + x11 ^ 3 + x12 ^ 3 = s(3) / 2 Then 
    If x1 = 1 Then                 
    Print #1, "第一組_("; u; ")"; " "; x1; " "; x2; " "; x3; " "; x4; " "; x5; " "; x6; " "; x7; " "; x8; " "; x9; " "; x10; " "; x11; " "; x12; " "; 
"</n>" 
    u = u + 1 
    Else 
    Print #1, "第二組_("; u - v; ")"; " "; x1; " "; x2; " "; x3; " "; x4; " "; x5; " "; x6; " "; x7; " "; x8; " "; x9; " "; x10; " "; x11; " "; x12; " "; 
"</n>" 
    v = v + 1 
    End If 
    End If 
    End If 
    End If 
 
Next n12 
Next n11 
Next n10 
Next n9 
Next n8 
Next n7 
Next n6 
Next n5 
Next n4 
Next n3 
Next n2 
Next n1 
     
Close #1 
End Sub 
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� (2)輸出結果  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

第一組_( 1 )  1   2   7   9   11   12   13   14   16   18   23   24  </n> 

第一組_( 2 )  1   3   5   10   11   12   13   14   15   20   22   24  </n> 

第一組_( 3 )  1   3   6   8   11   12   13   14   17   19   22   24  </n> 

第一組_( 4 )  1   3   7   8   9   11   14   16   17   18   22   24  </n> 

第一組_( 5 )  1   4   5   8   10   12   13   15   17   20   21   24  </n> 

第一組_( 6 )  1   4   5   9   10   11   12   15   18   20   22   23  </n> 

第一組_( 7 )  1   4   6   8   9   11   12   17   18   19   22   23  </n> 

第一組_( 8 )  1   5   6   7   8   10   15   17   18   19   20   24  </n> 

第二組_( 8 )  2   3   4   9   11   12   13   14   16   21   22   23  </n> 

第二組_( 7 )  2   3   5   7   10   13   14   15   16   20   21   24  </n> 

第二組_( 6 )  2   3   6   7   8   13   14   16   17   19   21   24  </n> 

第二組_( 5 )  2   3   6   7   9   11   14   16   18   19   22   23  </n> 

第二組_( 4 )  2   4   5   6   10   12   13   15   19   20   21   23  </n> 

第二組_( 3 )  2   4   5   7   9   10   15   16   18   20   21   23  </n> 

第二組_( 2 )  2   4   6   7   8   9   16   17   18   19   21   23  </n> 

第二組_( 1 )  3   4   5   6   8   10   15   17   19   20   21   22  </n> 



【評語】040419 

本作品探討能否將連續整數等分為兩組，使得其 k 次方

和相等。作者雖已充分展現其處理相關問題之能力，這實值

得讚許，然而所得到僅一些局部結果，因此未來宜再強化結

果之完整性。 
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