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你泥中有我，我泥中有你 

摘要 

本文主要探索平面上任三點不共線的 n個點是否存在 n條線，使其各恰經過一個點，並交出一

正 n邊形。另則探究其對偶命題，任兩條不平行，且任三線不共點的 n條直線在其所圍成的凸

n邊形中是否存在各邊恰有一點，並使其成正 n邊形。 

壹、 研究動機 

在學習複數的單元中，我們發現圓上三等分點，可形成正三角形；五等分點，可形成正五邊

形。那麼，若給定的三個點是平面上不共線相異三點，可否通過一個正三角形呢？（如圖一）

不共線相異四點，可否通過一個正方形呢？（如圖二）這個想法引發了我們一連串的探索。 

 

 

圖一 

 

 

 

 

 

圖二 

 

 

 

貳、 研究目的 

一、探討通過平面上不共線相異三點，可否存在使之每邊恰經過一點的正三角形。 

二、探討通過平面上任三點不共線的相異四點，可否存在使之每邊恰經過一點的正方形。 

三、探討通過平面上任三點不共線的相異五點，可否存在使之每邊恰經過一點的正五邊形。 

四、探討通過平面上任三點不共線的相異 n點，可否存在使之每邊恰經過一點的正n邊形。 

五、探討平面上三線不共點，任兩條不平行的相異三線圍成三角形，可否存在每邊上恰取一

點使之成為一正三角形。 

六、探討平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異四線圍成四邊形，可否存在每邊上恰

取一點使之成為一正方形。 

七、探討平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異五線圍成五邊形，可否存在每邊上恰

取一點使之成為一正五邊形。 

八、探討平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異 n條線圍成 n邊形，可否存在每邊上恰

取一點使之成為一正 n邊形。 

九、探討放寬限制，點可在凸多邊形邊的延長線上，其無限多解的外心軌跡 

 

參、 研究設備及器材 

Cabri 軟體、GSP 軟體、Geogebra 軟體 
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肆、 研究過程及方法 

一、通過平面上不共線相異三點，可存在使之每邊恰經過一點的正三角形： 

（一）作法： 

1.在平面上取相異不共線的三點
1A 、

2A 、 3A ，分別以 21AA 、 32 AA 、 13 AA 為邊長，

向內作正三角形並求其外心
1O 、

2O 、
3O 。 

2.求出其外心
1O 、

2O 、
3O 後，並分別作

211 AOA 、 322 AOA 、 133 AOA 、的外接圓

1P 、
2P 、

3P 。則
1P 、

2P 、
3P 同交於一點Q  

3.由於
1P 、

2P 、
3P 共點，故於

1P 上任取一點
1B 作 21AB 交

2P 於
2B 再作 32 AB 交

3P 於

3B 。則連 21BB 、 32BB 、 13BB ，則 321 BBB 即為所求之正三角形。則此三角形外

心會落在由 321 OOO 的外接圓上。 

   

（二）證明： 

1.正三角形的頂點
1B 會落在

211 AOA 的外接圓上 

假設
1B 不落在

1P 上 

已知  120211 AOA  

又知道  60211 ABA  

矛盾 

故得知
1B 落在

1P 上，得證。 

而 2B 、
3B 同理可得 

 

２. iP 上的點必能通過 iA 構造出正三角形 

我們發現在不失一般性下，有些東西可以被固定住，所以只要證明會變動的東西

是對的，即可完成此證明，於是我們決定用同一法。 

1 2 3 
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在
1P 上 任 取 一 點

1K ， 取
22 PK  使 得

221 A KK －－ ；同理，作出
3K 。 

而
4K 則為 11AK 交於 3P 的點。 

由證明１得知： )3,2,1(601   iAKA iii
 

又     602603133 AKA  14360 AKA  

得到 43 KK  。 

 

3.三角形
1P 、

2P 、 3P 有共同交點 

假設
1P 、

2P 所交異於
2A 的點為Q  

則  1203221 QAAQAA  

則  12013QAA ， 

故 3PQ 即
1P 、

2P 、
3P 共點。 

 

由１、２、３可得：過平面上任意三點，必可作出無限多個正三角形。 

（三）存在性探討： 

由於
1P 、

2P 、 3P 三圓共點，故三角形任意三點必可作出無限多個正三角形通過。 

而在此我們要證明有無限多個正三角形通過之，需要兩個正三角形當生成元。 

當我們畫出兩個正三角形之後，於
11 ''' BB 弧

上取一點
1B ，則作 21AB 必交

22 ''' BB 弧於

2B ，因為直線 21BB 的斜率必介於 21 '' BB 和

21 '''' BB 之間，同理可在 33 ''' BB 弧上找到

3B ，而此 321 BBB 三內角又為六十度，故必

為正三角形，則得知在 11 ''' BB 弧上，有無限

多點可以構造出正三角形，即「只要可以作

出兩個正三角形通過，就可以確定存在無限

多個正三角形通過」。 
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二、 通過平面上任三點不共線的相異四點，可存在使之每邊恰經過一點的正方形： 

（一）作法： 

1.給定平面上相異不共線四個點
1A 、

2A 、 3A 、
4A ，分別以 21AA 、 32 AA 、 43 AA 、

14 AA 為邊長，向內作正方形。 

2.求出其外心
1O 、

2O 、 3O 、
4O ，並分別過

211 AOA 、 322 AOA 、 433 AOA 、
144 AOA

作外接圓
1P 、

2P 、 3P 、
4P 。 

3.連接 31OO 、 42OO ，其交點為O。 

4.而 31OO 分別交
1P 、 3P 、於

1B 、
3B ，且 42OO 分別交

2P 、
4P 於

2B 、
4B 。 

5.連 21BB 、 32BB 、 43BB 、 14BB ，則四邊形 4321 BBBB 即為所求之正方形。 

 
 

 

  

（二）證明 

１.正方形的頂點 iB 會落在 1 iii AOA 的外接圓上 

假設 1B 不落在 1P 上 

已知  90211 AOA 又知道  90211 ABA 矛盾 

故得知 1B 落在 1P 上，得證。 

而 2B 、
3B 、 4B 同理可得 

 

1 2 3 

4 5 
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２. iP 上的點必能通過 iA 構造出矩形 

我們發現在不失一般性下，有些東西可以被固定住，所以只要證明會變動的東

西是對的，即可完成此證明，於是我們決定用同一法。 

在
1P 上任取一點

1K ，取
22 PK  使得

221 A KK －－ ；同理，作出
3K 、

4K 。 

而
5K 則為 11AK 交於

4P 的點。 

由證明１得知：

)4,,2,1(901   iAKA iii
 

又知道     903904144 AKA
 

15490 AKA 。得到 54 KK  。  

３.證明 4231 OOOO   

'1232 SAASAA  )(SAS  

 31 ' SASA  且 '232 SAAA   '13 SASA   

又
31

2

1
SAMO  、

12 '
2

1
ASMO   

 '13 SASA  且 '13 SASA   

再連 31OO 、 42OO ， 3124 MOOMOO 
 

 )(1324 SASMOOMOO   

故 43 MOMO  ，得知 4231 OOOO  。 

 

所以由１、２、３可得：四邊形 4321 KKKK 必為矩形，又因為 4231 KKKK  ， 

故四邊形 4321 KKKK 必為正方形。 

（三）存在性探討 

 

作圖 

O1=O3且O2=O4 

無限多解 

O1≠O3或O2≠O4 

直線O1O3與線段A1A2和A3A4 

直線O2O4與線段A2A3和A4A1 

皆有交點 

恰有一組在線段上的解 

至少其一沒有交點 

非全在線段上的解 
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1. 4231 OOOO  ： 

因為 31 OO  、 42 OO  ，所

以 31OO 、 42OO 有無限多

條，即可作出無限多個正方

形。 

 

2. 31OO 與 21AA 和 43AA 是否有交點， 42OO

與 32 AA 和 14 AA 是否有交點： 

(1)皆有交點： iB 都會落在原四邊形的外

面，作出線段上的解。 

 

(2)至少其一無交點： iB 會有落在原

四邊形內部，作出非全在線段上的

解。 
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三、通過平面上任三點不共線的相異五點，可存在使之每邊恰經過一點的正五邊形： 

（一）作法： 

1.在平面上取相異不共線的五點
1A 、

2A 、

3A 、
4A 、

5A  

 

 

 

2.分別以 21AA 、 32 AA 、 43 AA 、 54 AA 、 15 AA

為邊長，向內作正五邊形。 

 

 

 

 

 

 

3.求出其外心
1O 、

2O 、
3O 、

4O 、
5O ，並

分別作 211 AOA 、 322 AOA 、 433 AOA 、

544 AOA 、 155 AOA 的外接圓
1P 、

2P 、

3P 、
4P 、

5P 。 

 

 

 

4.進而求出相鄰圓P 的交點 1Q 、 2Q 、
3Q 、

4Q 、
5Q 。 
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5.分別作
211 OQO 、 322 OQO 、 433 OQO 、

544 OQO 、 155 OQO 的外接圓
1R 、

2R 、

3R 、
4R 、

5R 。 

 

6.求出
1R 、

2R 、
3R 、

4R 、
5R 的共同交點O。 

 

7.分別作 1OO 、 2OO 、 3OO 、 4OO 、 5OO

交圓
1P、

2P 、
3P、

4P 、
5P 於

1B 、
2B 、

3B 、

4B 、
5B ，則五邊形

1B 2B 3B 4B 5B 即為所

求之正五邊形。 

 

（二）證明： 

1.正五邊形的頂點
1B 會落在

211 AOA 的外接圓上 

假設 1B 不落在 1P 上 

已知  108211 AOA  

又知道  72211 ABA  

矛盾 

故得知 1B 落在 1P 上，得證。 

而 2B 、 3B 、 4B 、 5B 同理可得 
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2. iP 上的點必能通過 iA 構造出等角五邊形 

在
1P 上任取一點

1K ，取
22 PK  使得

221 A KK －－ ； 

同理，作出
3K 、

4K 、
5K 。 

而
6K 則為 11AK 交於

5P 的點。 

由證明１得知： )4,,2,1(721   iAKA iii
 

又知道     724725155 AKA
 

16572 AKA 得到 65 KK  。 

 

3. O、 iO 、 iB 共線 

取 '1O ＝O為縮放中心， 

以 21AA 為邊作出的正五邊形放大至其頂點

皆在 54321 BBBBB 上 

得到 '''~ 111111 OHAOHA   

，則 ''~ 111111 OBAOBA   

即 1111 //' BOBO  

即可得知O、 1O 、 1B 共線。 

而同理可得O、 2O 、 2B ，O、 3O 、 3B ，O、

4O 、 4B ，O、 5O 、 5B  共線 

 

４. O必落在 iR 上 

(1)O、 iQ 在 1iiOO 異側 

設O不在圓 iR 上，但

 7221OBB ，即  10821OOO
 

又 









108

)180( 232211

212211

211

AAOAAO

AQOAQO

OQO

 

矛盾，故得知O在圓 iR 上。 
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(2)O、 iQ 在 1iiOO 同側 

設O不在圓 iR 上，但  7221OBB  

又 









108

)180( 232211

212211

211

AAOAAO

AQOAQO

OQO

 

矛盾，故得知O在圓 iR 上。 

 

由１、２、３、４得知：有無限個等角五邊形 54321 KKKKK ，而當找出O之後，

以O為外心的等角五邊形即為正五邊形。 

（三）存在性探討 

 

1. 圓 iP 共點： 

此時， )5,4,3,2,1( iRi 重合，所以此時

的O有無限多個，必存在無限多個正

五邊形。 

 

作圖 

圓Ｐｉ共點 

無限多解 

圓Ｐｉ不共點 

找出交點Ｑｉ並作出圓Ｒｉ 

圓Ｒｉ共點 

恰有一組在直線上的解 

全在線段上 非全在線段上 

圓Ｒｉ不共點 

無解 
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2. 圓 iR 不共點： 

此時不存在O，即不存在正五邊形。 

 

3.圓 iR 共點 

(1)交點全在線段上： 

iB 都會落在原五邊形的外面，作出

線段上的解。 

 

(2)交點不全在線段上： 

iB 會有落在原五邊形內部，作出

非全在線段上的解。 

 

 

探討在作圖的過程中，我們發現好像多一個點，作圖方法就有所改變；而當我們進

一步摸索後，似乎發現奇邊形要透過外心O來求得頂點，而偶邊形卻不是，故我們

便猜測奇邊形和偶邊形的作圖方法相異。 

（四）無限多解時，正五邊形外心軌跡為圓的部分集合 

1.找端點的作圖方法 

令 iC 為圓 iP 的圓心 

(1)比較 11AQC 、 22 AQC 、 33 AQC 、

44 AQC 、 55 AQC 的大小 
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(2) 

最大者連 iiOA 與外心軌跡圓R 的交點 

(3) 

最小者連 ii OA 1 與外心軌跡圓R 的交點 

即可得到所求的端點範圍 

 

2.證明 

當外心O從Q轉到O時 

圓心角  OQC0  

iii BQCOQOOQC  20  

所以當 iiBQC 越大時代表越晚成立 

連 iiOA 與外心軌跡圓R 的交點 

所以越小時代表越早不成立 

連 ii OA 1 與外心軌跡圓R 的交點 

 

四、通過平面上任三點不共線的相異奇數個點，可存在使之每邊恰經過一點的正奇邊形： 

（一）作法： 

1.給定平面上 n個點
1A 、

2A 、 3A 、、 1nA 、 nA 。 

2.分別以 21AA 、 32 AA 、、 nn AA 1 、 1AAn 為邊長，向內作正 n邊形，其外心分別

為 1O 、 2O 、
3O 、、

1nO 、
nO 。 

3.作
211 AOA 、 322 AOA 、、 nnn AOA 11  、 1AOA nn 的外接圓

1P 、
2P 、 3P 、、

1nP 、 nP 。 

4.兩兩相鄰圓Ｐ異於Ａ的交點為 1Q 、 2Q 、
3Q 、、

1nQ 、
nQ 。 

5.作
211 OQO 、 322 OQO 、...、 nnn OQO 11  、 1OQO nn 的外接圓

1R 、
2R 、

3R 、、

1nR 、
nR 。 

6.求出 1R 、 2R 、
3R 、、

1nR 、
nR 的共同交點O 。 

7.分別作 1OO 、 2OO 、、 1nOO 、 nOO 交圓 1P 、 2P 、
3P 、、

1nP 、
nP 於 1B 、

2B 、
3B 、、

1nB 、
nB 。則 n邊形 1B 2B 3B 

1nB nB 即為所求之正n邊形。 
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恰有一組解的情形 

無限多解的情形 
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（二）證明 

1.正 n邊形的頂點 iB 會落在 1 iii AOA 的外接圓上 

假設 iB 不落在 iP 上 

已知
n

AOA iii


 

360
1

又知道
n

ABA iii


 

360
1801

 

與假設矛盾 

故得知 iB 落在 iP 上，得證。 

2. iP 上的點必能通過 iA 構造出等角 n邊形 

在
1P 上任取一點

1K ，取
22 PK  使得

221 A KK －－ ；同理作出 ),,3,2,1( niK i  。 

而 1nK 則為 11AK 交於 nP 的點。 

由證明１得知： )1,,3,2,1(
360

1801 


  ni
n

AKA iii   

又 






 








 


n
n

n
nAKA nn

360
180)1(

360
1801
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360
180 AKA

n
nn 


  

得到 1 nn KK ，即 iP 上的任意點必通過 iA 構造出等角n邊形。 

3.證明O、 1O 、 1B 共線 

取 OOi ' 為縮放中心，將 1ii AA 以為邊作出的正 n邊形放大至其頂點皆在

nBBB ...21 上得到 '''~ iiiiii OHAOHA  ，則 ''~ iiiiii OBAOBA  即 iiii BOBO //'  

即可得知O、 1O 、 1B 共線 

4. O必落在 iR 上 

(1)O、 iO 在 1iiOO 異側 

設O不在 iR 上，但
n

OBB ii


 

360
1

，即
n

OOO ii


 

360
1801

 

又 1111   iiiiiiiii AQOAQOOQO
 

n
AAOAAO iiiiii


 

360
)180( 1211

 

矛盾，故得知O在 iR 上 

(2)O、 iO 在 1iiOO 同側 

設O不在 iR 上，但
n

OBB ii


 

360
1

 

又 1111   iiiiiiiii AQOAQOOQO
 

n
AAOAAO iiiiii


 

360
)180( 1211  

矛盾，故得知O在 iR 上。 
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（三）存在性探討 

 

（四）無限多解時，正 n邊形外心軌跡為圓的部分集合 

作法及證明同五邊形，故在此省略 

五、通過平面上任三點不共線的相異偶數個點，可存在使之每邊恰經過一點的正偶邊形： 

 (一)作法(令 kn 2 )： 

1.給定平面上 n個點 1A 、 2A 、
3A 、、

nA  

2.分別以 21AA 、 32 AA 、 43 AA 、、 1AAn 為邊長，向內作正 n邊形。 

3.求出其外心 1O 、 2O 、
3O 、、

nO 。 

4.連接
11 kOO 、 22 kOO 、、

nkOO  

5.
11 kOO 、 22 kOO 、、

nkOO 的共同交點為O  

6.
11 kOO 、 22 kOO 、、

nkOO 分別交圓
1P 、 1kP 、

2P 、 2kP 、、 nP 於
1B 、 1kB 、

2B 、 2kB 、、 nB 。 

7.連 21BB 、 32BB 、 43BB 、、 1BBn ，則 n邊形 nBBBB 321 即為所求之正 n邊形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

作圖 

圓Ｐｉ共點 

無限多解 

圓Ｐｉ不共點 

找出交點Ｑｉ並作出圓Ｒｉ 

圓Ｒｉ共點 

恰有一組在直線上的解 

全在線段上 非全在線段上 

圓Ｒｉ不共點 

無解 

恰有一組解的情形 無限多解的情形 
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（二）證明： iO 、O、 ikO  共線 

設 ),,2,1( niOBL ii   

iL 和 1iL 的夾角為
n

360
 

而 iL 與 ikL  的夾角為 






 

n

n 360

2
， 

亦即 iO 、O、 ilO  共線

 

 
由以上得知偶數邊形對邊外心連線交 iP 即可得到 iB  

（三）存在性探討 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（四）無限多解時，正 n邊形外心軌跡為圓的部分集合 

作法及證明同五邊形，故在此省略 

六、平面上三線不共點，任兩條不平行的相異三線圍成三角形，可存在每邊上恰取一點使之

成為一正三角形： 

（一）作法： 

1.在平面上取相異三線，圍成的三角形頂點為 1A 、 2A 、 3A ，在 21AA 上取一點 1'B ，在 31AA

上取一點 3'B ，以 31 '' BB 為邊向內作正三角形 321 ''' BBB 。 

2. 21AA 上取一點 1'B ，取 31AA 上一點 3'B 使得 //'''' 31 BB 31 '' BB ，並以 31 '''' BB 為邊向內作

正三角形 321 '''''' BBB 。 

3.連 22 ''' BB 交 32 AA 於 2B ，則 2B 即為所求的一個頂點，而可以作出正三角形 321 BBB 。 

 

 

 

 

  

作圖(令n=2k) 

Oi＝Ok+i 

無限多解 

Oi≠Ok+i 

作出直線OｉOk+i 

直線OｉOk+i共點 

恰有一組在直線上的解 

全在線段上 非全在線段上 

直線OｉOk+i不共點 

無解 

1 2 3 
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（二）證明： 

2121 ''// BBBB 、 3232 ''// BBBB  

)('''~ 321321 AABBBBBB   

故 321 BBB 為正三角形 

 

七、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異四線圍成四邊形，可存在每邊上恰取一點

使之成為一正方形： 

（一）作法： 

1. 以 21AA 、 43 AA 為邊長向內作正方形的外心 1O 、 3O ，連 11OA 、 34OA 。 

2. 過 1A 作 34OA 的垂直線交 43 AA 於 1K ，過 4A 作 11OA 的垂直線交 21AA 於 4K 。 

3. 過 1K 作 34OA 的平行線交 11OA 於 1I ，過 4K 作 11OA 的平行線交 34OA 於 4I 。 

4. 連 41II 交 32 AA 於 2B 。 

5. 過 2B 平行 11OA 交 21AA 於一點 A，過其交點作 2AB 的垂直線交 14 AA 於 4B ，作 42BB 中

垂線交 21AA 、 43 AA 於 1B 、 3B 。 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

1 2 3 

4 5 
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（二）證明 

以 42BB 為直徑畫圓交 43AA 得 3B 、T  

2TB // 34OA  4532TAB 得知 

 4544TBA  

故  9034OBB 故
42BB 的中垂線會交

43 AA 於 3B  

同理可得 42BB 的中垂線亦交 21AA 於 1B  

故四邊形 4321 BBBB 為正方形 

 

（三）存在性探討 

 

 

 

 

 

 

 

八、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異五線圍成五邊形，可存在每邊上恰取一點

使之成為一正五邊形： 

（一）作法 

 

1.以 21AA 、 43 AA 為邊長的向內作正

五邊形外心 1O 、 3O ，連 12OA 、

33OA 。 

 

 

 

2.過 2A 作 33OA 垂直線交 43 AA 於

2K ，過 3A 作 12OA 垂直線交 21AA

於 3K  

 

作圖(n=2k) 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1重合 

無限多解 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1不重合 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1交一點 

恰有一組在直線上的解 

全在線段上 非全在線段上 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1平行 

無解 
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3.過 2K 作 33OA 平行線交 12OA 於

2I ，過 3K 作 12OA 平行線交 33OA 於

3I  

 

4.作 22 IA 、 33IA 中點 2M 、 3M ，連

32MM  

 

依此作法依序作完，共同交點O 即

為正五邊形的外心 

 

5.取一適當半徑，以O為圓心作圓，

交 21AA 於 1N 、 2N ，交 32 AA 於 3N  
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6.以 3N 為旋轉中心，將 13NN 、

23NN 順時針轉正五邊形的內角，

與圓的交點相連，與 43 AA 交點即

為 3B  

 

7.再以O為中心將 3B 旋轉，得其他頂

點，將各個頂點連接即為正五邊形 

 

（二）證明 

1. QS 中點為三頂點在三線上的正五邊形的外心 

Q 為 51II 上的動點 

QR // 55 AI   541QRK 得知

 365SRA ，  72SRA2SMR' 5  

同理可得  72'SMP  

故 M 為正五邊形三頂點在三線上的外

心 
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2.該外心軌跡為 1iiMM  

(1) 

Q 為 51II 上的動點 

設 QI5 ： 1QI = m： n  

 55 AI //QR // 11KI  

 1RK ： 5RK = n：m  

又 11KA // RS  SA5 ： 1SA = m ： n  

 

(2) 一開始 15 II // 1CA  

且 QI5 : 1QI =CF : FA1 = m ： n  

CI5 中點 '

5M ， 11AI 中點 1M  

則QF 的中點 'M 1

'

5MM  

今作 15 AA 且 5A CI5  

使得 SA1 : 5SA = n ：m  

且 55 AI 中點為 5M ，QS 中點M  

則得知 'MM // SF  

即 'MM // 55 AI  

故 'MM 為 5

'

51 MMM 的中線 

即M 必落在 51MM 上 

 

3. 頂點的軌跡為一直線 

 RNR1 = 108 ONR1 = 144  

又 OR1 = NO  

OR1 逆時針旋轉 144 可得 NO  

且 1R 的軌跡為一直線 

N 的軌跡為一直線 

 

 

故由 1、2、3 得知，利用軌跡的方法

可作出正五邊形 54321 BBBBB   
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（三）存在性探討 

 

 

 

 

 

 

 

 

（四）無限多解時，正五邊形外心軌跡為線段 

1.找端點的作圖方法 

(1) 

連 11OA 、 22OA 、 33OA 、 44OA 、 55OA 與

外心軌跡的交點 

(2) 

連 51OA 、 12OA 、 23OA 、 34OA 、 45OA 與

外心軌跡的交點 

(3) 

在(1)及(2)中所作出來的五個點中各取一

點，並使此兩點的距離為最小值，則此兩點

即為端點，而得以求出端點範圍。 

 

2.證明 

當 iB 順時針移動時，與 iA 重合 

iii AAB 11    

1 ii BB 跟 1AA ii 重合 

所以 

11111 AABBBB   iiiiiiii OOO  

 

 iB 順時針移動時，O最先碰到 1OA ii 與外心軌跡交點即為一端點 

逆時針同理。 

 iB 逆時針移動時，O最先碰到 iiOA 與外心軌跡交點即為另一端點 

所以端點範圍為兩者各取一點，並使兩點間的距離為最小值。 

 

 

作圖 

直線MiMi+1共線 

無限多解 

直線MiMi+1不共線 

直線MiMi+1共點 

恰有一組在直線上的解 

全在線段上 非全在線段上 

直線MiMi+1不共點 

無解 
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九、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異奇數條線圍成奇邊形，可存在每邊上恰取

一點使之成為一正奇邊形： 

（一）作法 

1.以 ii AA 1 、 21  ii AA 為邊長向內作正 n邊形外心 1iO 、 1iO ，連 1iiOA 、 11  ii OA 。 

2.過 iA 作 11  ii OA 垂直線交 21  ii AA 於 iK ，過 1iA 作 1iiOA 垂直線交 ii AA 1 於 1iK  

3.過 iK 作 11  ii OA 平行線交 1iiOA 於 iI ，過 1iK 作 1iiOA 平行線交 11  ii OA 於 1iI  

4.作 ii IA 、 11  ii IA 中點 iM 、 1iM ，連 1iiMM  

依此作法依序作完，所共同交點為O即為正 n邊形的外心 

5.取一適當半徑，以O為圓心作圓，交 ii AA 1 於 1iN 、 iN ，交 1ii AA 於 1iN  

6.以 1iN 為旋轉中心，將 11  ii NN 、 ii NN 1 順時針轉正 n邊形的內角，與圓的交點，

相連，與 21  ii AA 交點即為 1iB  

7.再以O為中心將 1iB 旋轉，得其他頂點，將各個頂點連接即為正 n邊形 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）證明 

1. QS 中點為正 n邊形的三頂點在三線上的外心 

Q 為 1ii II 上的動點，QR // ii AI    )
180

90(1
n

QRK i 得知
n

SRAi




180
 

n




360
SRA2SMR' i 。同理可得

n
SMP




360
'  

故M 為正五邊形三頂點在三線上的外心 

2.該外心軌跡為 1iiMM  

(1)Q 為 1ii II 上的動點，設 QI i ： 1iQI = m ： n  

 ii AI //QR // 11  ii KI  1iRK ： iRA = n：m  

又 11  ii KA // RS  SAi ： 1iSA = m ： n  

恰有一組解的情形 無限多解的情形 
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(2)一開始 1ii II // 1iCA  

且 QI i : 1iQI =CF : FAi 1 = m ： n  

CI i 中點 '

iM ， 11  ii AI 中點 1iM  

則QF 的中點 'M 1

'

 ii MM  

今作 1ii AA 且 iA CI i ，使得 SAi 1 : iSA = n：m  

且 ii AI 中點為 iM ，QS 中點M  

則得知 'MM // SF ，即 'MM // ii AI  

故 'MM 為 iii MMM '

1 的中線，即M 必落在 ii MM 1 上 

3. 頂點的軌跡為一直線 

 RNR1 =  )
360

180(
n

ONR1 =
n

360
又 OR1 = NO  

OR1 逆時針旋轉
n

360
可得 NO且 1R 的軌跡為一直線 

N 的軌跡為一直線 

（三）存在性探討 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（四）無限多解時，正 n邊形外心軌跡為線段 

作法及證明同五邊形，故在此省略 

十、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異偶數條線圍成偶邊形，可存在每邊上恰取

一點使之成為一正偶邊形： 

（一）作法(令 kn 2 ) 

1.以 ii AA 1 、 21  ii AA 為邊長向內作正 n邊形外心 1iO 、 1iO ，連 1iiOA 、 11  ii OA 。 

2.過 iA 作 11  ii OA 垂直線交 21  ii AA 於 iK ，過 1iA 作 1iiOA 垂直線交 ii AA 1 於 1iK  

3.過 iK 作 11  ii OA 平行線交 1iiOA 於 iI ，過 1iK 作 1iiOA 平行線交 11  ii OA 於 1iI  

4.連 1ii II 交 1 ikik AA 於 ikB 

 5.過 ikB  平行 1iiOA 交 ii AA 1 一點，過其交點作 1iiOA 垂直線交 1ii AA 於 iB
 

6.以 ikB  、 iB 的中點O為中心將 ikB  、 iB 旋轉得其他頂點，將頂點連接即為正 n邊形 

作圖 

直線MiMi+1共線 

無限多解 

直線MiMi+1不共線 

直線MiMi+1共點 

恰有一組在直線上的解 

全在線段上 非全在線段上 

直線MiMi+1不共點 

無解 
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（二）證明 

1ii II 交 1 ikik AA 為頂點 

iB 、 ikB  對稱於O  

又 ii IA 、 11  ii IA 中點 iM 、 1iM  

又 iB 的軌跡是 1ii AA ，O的軌跡是 1iiMM ， 

ikB  的軌跡是 1iiII 又在 1 ikik AA  

故 1ii II 交 1 ikik AA 為端點 

（三）存在性探討 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

（四）無限多解時，正 n邊形外心軌跡為線段 

作法及證明同五邊形，故在此省略 

 

 

 

 

 

 

 

作圖(令n=2k) 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1重合 

無限多解 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1不重合 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1交一點 

恰有一組在直線上的解 

全在線段上 非全在線段上 

直線IiIi+1與直線Ak+iAk+i+1平行 

無解 

恰有一組解的情形 無限多解的情形 
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十一、若放寬限制：點 iA 可以在 1ii BB 上，對於無限多解的探討： 

（一） 無限多解時，外心軌跡為一圓： 

１. 四個點： 

 

證明 

１.四個點： 

已知 4231 OOOO   

又  9090 341144 BBBABA  

同理可得

 90412123234 BBBBBBBBB  

 

故四邊形 4321 BBBB 為正方形。 

 

２. 五個點： 

 

２.五個點： 

已知五邊形 54321 BBBBB 的外心O落在 iR 上 

又  10872 451155 BBBABA  

同理可得 

 108512123234345 BBBBBBBBBBBB

故五邊形 54321 BBBBB 為正五邊形。 

３. n個點（舉十邊形為例）： 

 

３. n個點： 

已知 n邊形 nBBBBBB 54321 的外心O落在 iR

上 

又
n

BBB
n

ABA nnnn





 

360
180

360
111  

同理可得 

),,2,1(
360

18012 ni
n

BBB iii 


  故n邊

形 nBBBBBB 54321 為正n邊形。 
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（二）無限多解時，外心軌跡為一直線 

１.四條線： 

 

３. n條線（舉十邊形為例）： 

 

２.五條線： 

 

而其證明可以直接參照 p.22 

伍、 研究結果 

一、通過平面上不共線相異三點，必存在使之每邊恰經過一點的正三角形，但此三角形有無

限多個，作法及證明詳見ｐ.2。 

 

 

 

 

 

二、通過平面上任三點不共線的相異四點，不一定存在使之每邊恰經過一點的正方形，可分

為恰有一解、無解、無限多解三種情形，作法和證明詳見ｐ.4。 
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三、通過平面上任三點不共線的相異五點，不一定存在使之每邊恰經過一點的正五邊形，可

分為恰有一解、無解、無限多解三種情形，作法和證明詳見ｐ.7。其中無限多解的外心軌

跡為圓的部分集合，作圖方法及證明詳見 p.11 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、通過平面上任三點不共線的相異奇數個點，不一定存在使之每邊恰經過一點的正奇邊形，

可分為恰有一解、無解、無限多解三種情形，作法和證明詳見ｐ.12。 

 

五、通過平面上任三點不共線的相異偶數個點，不一定存在使之每邊恰經過一點的正偶邊形，

可分為恰有一解、無解、無限多解三種情形，作法和證明詳見ｐ.15。 
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六、平面上三線不共點，任兩條不平行的相異三線圍成三角形，必存

在每邊上恰取一點使之成為一正三角形，但此三角形有無限多個，

作法及證明詳見ｐ.16。 

 

 

 

 

七、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異四線圍成四邊形，不一定存在每邊上恰取

一點使之成為一正方形，可分為無解、無限多解、恰有一解，作法及證明詳見ｐ.17。 

 

 

 

 

 

 

八、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異五線圍成五邊形，不一定存在每邊上恰取

一點使之成為一正五邊形，可分為無解、無限多解、恰有一解，作法及證明詳見ｐ.18。

其無限多解的外心軌跡為一線段，其作圖方法及證明詳見 p.22 

 

 

 

 

 

 

九、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異奇數條線圍成奇邊形，不一定存在每邊上

恰取一點使之成為一正奇邊形，分為無解、無限多解、恰有一解，作法及證明詳見ｐ.23。 
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十、平面上無三線以上共點，任兩條不平行的相異偶數條線圍成偶邊形，不一定存在每邊上

恰取一點使之成為一正偶邊形，分為無解、無限多解、恰有一解，作法及證明詳見ｐ.24。 

 

 

 

 

 

 

 

 

十一、若放寬限制，即點可在邊的延長線上，則無限多解的外心軌跡分別為一圓即一直線，

詳見 p.26 

 

 

 

 

 

 

 

陸、 未來研究方向 

未來可以把 n個點從平面上推廣到立體空間，看是否存在任意不共面四點，可以構造出

一個正四面體通過之；是否存在任意不共面六點，可以構造出一個正六面體通過之，並找出

其通解。 
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【評語】040405 

在平面上給定不共線三點，是否存在正三角形，使得每

邊各恰過一點？又存在個這樣的正三角形？作者利用綜合

幾何與調整法證明此問題，並進一步推廣到過 N 點作正 N

邊形，更再推廣到對偶命題“平面上 N 條線，是否存在正 N

邊形，使得每條線上各有一頂點？”結構完整且充分展現作

者對於綜合幾何的掌握，誠為上等之作。 
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