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摘要 

       首先定義：對任意自然數 k ，
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       並證明對任意的多項式 )(xf ， 

     若它對所有整數 m 取整數值 )(mf ，則 
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其中 nAAAA ,,,, 210  都是特定的整數值。 

       接著證明：若 kxxf )( ，則 kx ＝ 
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                 其中 k
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     在此公式中依次取 nx ,,3,2,1  ， 

     得 kkkk

k nnS  321)(  
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，其中 )0(fm ，表示 )(xf 的第m 次差分 

     在 0x 的值。 

 

  若將其化成多項式的形式，可得 
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其中  nB 為伯努利數列，滿足遞迴式： 0
1
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  進一步將 iB 的下標改成上標，可得 
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，滿足 0)1( 11   kk BB ， 

但必須將每個 iB 視為相對獨立的數。 

 

壹、研究動機 

  在高一下數學 1-2 有介紹：級數和公式「
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歸納法證明，並沒有提到它的直接證明方法，而且我曾懷疑這些公式，果真是先從實驗

猜測得來的嗎？於是我很困惑地去請教老師，老師回答說：「數學傳播有些關於連續整數

冪次和 kkk

k nnS  21)( 之公式解探討，你可以試著直接去證明這些公式，或許你

會有不同的想法。」，後來我決定在這次科展裡研究這個主題，於是我召集幾位好友一起

展開這趟研究之旅！ 

 

貳、研究目的 

求出連續整數冪次和 kkk

k nnS  21)( 公式解之簡潔表示法。 

 

參、研究設備及器材 

紙、筆、Excel、網路 

 

肆、研究過程或方法 

一、預備引理 

(一) 1

1
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    【證明】 

            比較恆等式 nmmmm xxxx   )1()1()1()1( 21   
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       兩邊 mx 項的係數可得 1

1
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     (二)（多項式恆等定理）設 )(xf 與 )(xg 為多項式，其次數均不大於 n ， 

         若存在有 1n 個相異數 121 ,,,, nn   ，使 )()( ii gf   ， 1,,,2,1  nni  ， 

         則 )(xf 與 )(xg 恆等。 

    【證明】 

           1. 設 )()()( xgxfxh  ，            

             ∵ )()( ii gf   ， 1,,,2,1  nni  ， 

             ∴ 0)()(  ii gf  ， 1,,,2,1  nni  ，即 0)( ih  ， 1,,,2,1  nni  。 

 

           2. 又 )(deg xf 和 )(deg xf 均不大於 n ，∴ )(deg xh 不大於 n 。 

             不妨設 )())(()( 21 nxxxpxh    ， 

             由 0)( 1 nh  0)())(( 12111   nnnnp    
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             ∵ 121 ,,,, nn   均相異， 

             ∴ 011  n ， 021  n ，…， 01  nn  ，推得 0p ， 

             故 0)()()(  xgxfxh 恆成立，即 )(xf 與 )(xg 恆等。 

 

(三)設對任意自然數 k ，
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     【證明】 

           1. 當 kx  時，
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      2. 當 10  kx 時，
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           3. 當 0x 時，
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     (四)對任意的多項式 )(xf ，若它對所有整數 m 取整數值 )(mf ， 

        則 
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     【證明】 
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             nBBBB ,,,, 210  都是待定係數。 

             假如這種表達式可能，則在表達式兩邊依次取 nx ,,2,1,0  ， 

        得 0)0( Bf  ， 10)1( BBf  ， 210
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 將求得的 nBBBB ,,,, 210  代入表達式 

        
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       則這個表達式，當 x 取 n,,2,1,0  等 1n 個不同的值時都是等式， 

       而表達式兩邊的多項式的次數均不大於 n ，由恆等定理知它應為恆等式。 

 

     3. 若 x 取整數值 m 時， )(mf 的值都是整數，則 )(,),2(),1(),0( nffff  也都是 

        整數，由它們算出的係數 nBBBB ,,,, 210  也都是整數， 

        這就證明了符合本題要求的多項式 )(xf ，可表示成                                                  

             

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
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
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             其中 00 BA  ， 11 BA  ， 22 BA  ，…， nn BA  ，都是特定的整數值。 

 

(五)考慮一個對於所有實數 x 都有定義的函數 )(xf ， 

   定義 )()1()( xfxfxf  ，叫做 )(xf 的第一次差分。 

)()1())(()(2 xfxfxfxf   

 ＝  )()1()1()2( xfxfxfxf   

 ＝ )()1(2)2( xfxfxf  ，叫做 )(xf 的第二次差分。  

        )()1())(()( 111 xfxfxfxf kkkk   ，叫做 )(xf 的第 k 次差分。 

其中 )()(0 xfxf  ， ,3,2,1k  

 

   則 
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
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         即 )()1()(
0
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
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 
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     【證明】 

           1. 1n 時， )(
0

1
)1(

1

1
)()1()( xfxfxfxfxf 

















 ，原式成立。 

 

             2n 時， )()1(2)2()(2 xfxfxfxf              

                           )(
0

2
)1(

1

2
)2(

2

2
xfxfxf 


























 ，原式成立。 

 

     2. 設 kn  時，原式成立， 

        即 





























 )2(

2
)1(

1
)()( kxf

k

k
kxf

k

k
kxf

k

k
xfk  

                           )(
0

)1()()1( xf
k

mkxf
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k
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


















  。 

            則 1 kn 時， 

            )()1())(()(1 xfxfxfxf kkkk    

              ＝ 














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













)1(

2
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1
)1( kxf

k

k
kxf

k

k
kxf

k

k
 

                            )1(
0

)1()1()1( 


















 xf

k
mkxf
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k
km   

                




















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






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2
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1
)([ kxf

k

k
kxf

k

k
kxf

k

k
 

                           )](
0

)1()()1( xf
k

mkxf
mk

k
km




















   

 

              ＝ )(]
1

[)1(
1

1
kxf

k

k

k

k
kxf

k

k

































  






















 )1(]

12
[ kxf

k

k

k

k
                      

                          




















 )1(]

1
[)1( mkxf

mk

k

mk

k
m  

)(
0

1
)1()1(]

10
[)1( 1 xf

k
xf

kk
kk








 


















   

 

 ∴ 



















 













  )1(

1

1
)(

1
)1(

1

1
)(1 kxf

k

k
kxf

k

k
kxf

k

k
xfk  

                 

      )(
0

1
)1()1(

1

1
)1()1(

1

1
)1( 1 xf

k
xf

k
mkxf

mk

k
kkm








 








 













   

 

 故原式也成立。 
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 由數學歸納法可知：對任意自然數 n  

 





























 )2(

2
)1(

1
)()( nxf

n

n
nxf

n

n
nxf

n

n
xfn  

                   )(
0

)1()()1( xf
n

mnxf
mn

n
nm




















  恆成立。  

 

二、探索過程 

接著利用上述的引理，我們試著去求下列的級數和。 

 

(一)求 nnS  321)(1 ＝？ 

【解】先將 x 表示成 









1
10

x
AAx 的形式。 

      取 0x ，得 00 A ； 

      取 1x ，得 11 A ，於是得 









1

x
x 。 

      在此公式中依次取 nx ,,3,2,1  ， 

      得 n 321 ＝ 






 





































2

1

11

3

1

2

1

1 nn
 ＝

2

)1( nn
。 

 

(二) 求 2222

2 321)( nnS   ＝？ 

【解】先將 2x 表示成 


















21
210

2
x

A
x

AAx 的形式。 

      取 0x ，得 00 A ； 

      取 1x ，得 11 A ； 

取 2x ，得 2
1

2
4 A








 ， 2242 A ，於是得 



















2
2

1

2
xx

x 。 

      在此公式中依次取 nx ,,3,2,1  ， 

      得 2222 321 n   

            ＝ )
2

2
1

()
2

3
2

1

3
()

2

2
2

1

2
(

1

1





























































 nn
   

            ＝ )
22

3

2

2
(2)

11

3

1

2

1

1
( 





























































 nn
  

            ＝ 






 








 

3

1
2

2

1 nn
 

            ＝
6

)1()1(
2

2

)1( 


 nnnnn
 

            ＝
 

6

)1(23)1(  nnn
＝

6

)12)(1(  nnn
。 
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(三)求 3333

3 321)( nnS   ＝？ 

【解】先將 3x 表示成 



























321
3210

3
x

A
x

A
x

AAx 的形式。 

      取 0x ，得 00 A ； 

      取 1x ，得 11 A ； 

取 2x ，得 2
1

2
8 A








 ， 6282 A ； 

取 3x ，得 3
2

3
6

1

3
27 A

















 ， 6183273 A ， 

於是得 



























3
6

2
6

1

3
xxx

x 。 

      在此公式中依次取 nx ,,3,2,1  ， 

      得 3333 321 n   

＝ )
3

6
2

6
1

()
3

3
6

2

3
6

1

3
()

2

2
6

1

2
(

1

1















































































 nnn
        

＝ )
33

4

3

3
(6)

22

3

2

2
(6)

11

3

1

2

1

1
( 
























































































 nnn
  

＝ 






 








 








 

4

1
6

3

1
6

2

1 nnn
 

＝
24

)2)(1()1(
6

6

)1()1(
6

2

)1( 





 nnnnnnnnn
 

＝
 

4

)2(4)1()1(

2

)1( 


 nnnnnn
 

＝
4

)2)(1()1(

2

)1( 


 nnnnnn
 

＝
 

4

)2)(1(2)1(  nnnn
 

＝
4

))(1( 2 nnnn 
＝

4

)1( 22 nn
。 

 

     (四)求 4444

4 321)( nnS   ＝？ 

【解】先將 4x 表示成 




































4321
43210

4
x

A
x

A
x

A
x

AAx 的形式。 

      取 0x ，得 00 A ； 

      取 1x ，得 11 A ； 

取 2x ，得 2
1

2
16 A








 ， 142162 A ； 

取 3x ，得 3
2

3
14

1

3
81 A

















 ， 36423813 A ； 
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取 4x ，得 4
3

4
36

2

4
14

1

4
256 A


























 ， 241448442564 A ， 

於是得 




































4
24

3
36

2
14

1

4
xxxx

x 。 

      在此公式中依次取 nx ,,3,2,1  ，同理可得 

   4444 321 n   

＝ 






 








 








 








 

5

1
24

4

1
36

3

1
14

2

1 nnnn
 

＝
24

)2)(1()1(
36

6

)1()1(
14

2

)1( 





 nnnnnnnnn
 

120

)3)(2)(1()1(
24




nnnnn
 

＝
3

)1()1(7

2

)1( 


 nnnnn  
10

)3(215)2)(1()1( 


nnnnn
 

＝
3

)1()1(7

2

)1( 


 nnnnn

10

)92)(2)(1()1( 


nnnnn
 

＝
 

30

)92)(2(370)1()1(

2

)1( 


 nnnnnnn
 

＝
30

)16156)(1()1(

2

)1( 2 


 nnnnnnn
 

＝
 

30

)16156)(1(15)1( 2  nnnnn
 

＝
30

)196)(1( 23  nnnnn
 

＝
30

)133)(12)(1( 2  nnnnn
。 

 

          仿照上述求 )(),(),(),( 4321 nSnSnSnS 公式之推導過程，我們似乎找到求 )(nSk  

        公式的方向。 

     (五) 求 kkkk

k nnS  321)( ＝？ 

【解】先將 kx 表示成 

            kx ＝ 































































k

x
A

m

x
A

x
A

x
A

x
A

x
A

x
AA km 

54321
543210  

的形式。 

           1. 取 0x ，得 k0 ＝ 0A ，即 0A ＝0。 

           2. 取 1x ，得 k1 ＝ 1A ，即 1A ＝1＝ k1
1

1








。 
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           3. 取 2x ，得 k2 ＝ 2
1

2
A








，即 2A ＝ 










1

2
2k ＝ kk 1

1

2
2

2

2

















。 

 

           4. 取 3x ，得 k3 ＝ 3
2

3
)

1

2
2(

1

3
Ak 

























 3A ＝ 




































1

3

2

3

1

2
2

2

3
3 kk  

 

                      即 3A ＝ 


















1

3
2

2

3
3 kk ＝ kkk 1

1

3
2

2

3
3

3

3


























。 

 

           5. 取 4x ，得 k4 ＝ 4
3

4
)

1

3
2

2

3
3(

2

4
)

1

2
2(

1

4
Akkk 



















































，  

 

                       4A ＝ 














































































1

4

3

4

1

3

2

4

1

2
2)

2

4

3

4

2

3
(3

3

4
4 kkk  

 

                      即 4A ＝ 



























1

4
2

2

4
3

3

4
4 kkk ＝ kkkk 1

1

4
2

2

4
3

3

4
4

4

4



































。 

 

           6. 取 5x ， 

             得 k5 ＝ 



















































3

5
)

1

3
2

2

3
3(

2

5
)

1

2
2(

1

5
kkk   

                       4
4

5
)

1

4
2

2

4
3

3

4
4( Akkk 


































 ， 

 

              5A ＝ kkkk 2)
2

5

4

5

2

4

3

5

2

3
(3)

3

5

4

5

3

4
(4

4

5
5 













































































  

                                         




























































1

5

4

5

1

4

3

5

1

3

2

5

1

2
， 

 

             即 5A ＝ 




































1

5
2

2

5
3

3

5
4

4

5
5 kkkk  

                 ＝ kkkkk 1
1

5
2

2

5
3

3

5
4

4

5
5

5

5












































。 

 

    由上述的推導過程，我們發現了下列現象： 

            對任意自然數 m ， 

            (1) 











































2212

1

m

m

m

m

m

m

m

m
)3( m 。 

            (2) 

































































3313

1

23

2

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
)4( m 。 
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            (3) 























































































4414

1

24

2

34

3

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
)5( m 。 

 

我們試著證明如下： 

            (1) 3m 時， 

              















































































222
2

2)!2(

!

212

1

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
。 

 

            (2) 4m 時， 

              






















































313

1

23

2

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
  

              




























33)!3(!2

!

)!3(!2

!

m

m

m

m

m

m

m

m
。 

 

            (3) 5m 時， 

              












































































414

1

24

2

34

3

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
 

             




















4)!4(!3

!

)!4(!2!2

!

)!4(!3!1

!

m

m

m

m

m

m

m

m
 

             































4!1!3

!4

!2!2

!4

!3!1

!4

4 m

m

m

m
 

               






















44

4

3

4

2

4

1
m

m
CCC

m

m
 

               






















44

4

4

4

0
m

m
CC

m

m


































444
2

m

m

m

m

m

m
。 

          

      接著我們試著證明下列的式子也是對的： 

    

            (4) 

































 


















































 

1
)1(

111

1
)1(

41

4

31

3

21

2
11

mm

m

mmmmm
mm 。 

 

            (5) 

































 


















































 

2
)1(

212

1
)1(

52

5

42

4

32

3
22

mm

m

mmmmm
mm 。 

 

     (6) 

































 


















































 

3
)1(

313

1
)1(

63

6

53

5

43

4
33

mm

m

mmmmm
mm 。 

 

       我們證明如下： 
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     (4) 
























 


















































 

111

1
)1(

41

4

31

3

21

2
1

m

m

mmmmm
m  

       



















 

1!1)!2(

!
)1(

)!4(!3

!

)!3(!2

!

)!2(!1

! 1
m

m

m

m

m

m

m

m

m m  

       











































 

1!1)!2(

)!1(
)1(

)!4(!3

)!1(

)!3(!2

)!1(

)!2(!1

)!1(

1

1
m

m

m

m

m

m

m

m

mm
m  

         
















 





1
)1(

1

1

2

11

3

1

2

1

1

m
CCCC

m
m

m

mmmm   

         
















 





1
)1(

1

1

1

11

0

m
CC

m
m

m

mm  

         

























 

1
)1(

1
)1(1

1

11
mmm

mm 。 

 

     (5) 
























 


















































 

212

1
)1(

52

5

42

4

32

3
2

m

m

mmmmm
m  

       



















 

2!1)!3(!2

!
)1(

)!5(!3!2

!

)!4(!2!2

!

)!3(!1!2

! 2
m

m

m

m

m

m

m

m

m m  

       











































 

2!1)!3(

)!2(
)1(

)!5(!3

)!2(

)!4(!2

)!2(

)!3(!1

)!2(

2

2
m

m

m

m

m

m

m

m

mm
m  

         
















 





2
)1(

2

2

3

22

3

2

2

2

1

m
CCCC

m
m

m

mmmm   

         
















 





2
)1(

2

2

2

22

0

m
CC

m
m

m

mm  

         

























 

2
)1(

2
)1(1

2

22
mmm

mm 。 

 

     (6) 
























 


















































 

313

1
)1(

63

6

53

5

43

4
3

m

m

mmmmm
m  

       



















 

3!1)!4(!3

!
)1(

)!6(!3!3

!

)!5(!2!3

!

)!4(!1!3

! 3
m

m

m

m

m

m

m

m

m m  

       











































 

3!1)!4(

)!3(
)1(

)!6(!3

)!3(

)!5(!2

)!3(

)!4(!1

)!3(

3

3
m

m

m

m

m

m

m

m

mm
m  

         
















 





3
)1(

3

3

4

33

3

3

2

3

1

m
CCCC

m
m

m

mmmm   

         
















 





3
)1(

3

3

3

33

0

m
CC

m
m

m

mm  

         

























 

3
)1(

3
)1(1

3

33
mmm

mm 。 
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       最後證明下列的式子恆真： 

 

     若 2,,3,2,1  mj  ， 

     則 















 

















 

















 

3

3

2

2

1

1

j

m

j

j

j

m

j

j

j

m

j

j
 

  

































 
 

j

m

j

m

m

m

j

m
jmjm )1(

1

1
)1( 。 

     【證明】 

    
























 

















 

















 

















 


j

m

m

m

j

m

j

m

j

j

j

m

j

j

j

m

j

j
jm

1

1
)1(

3

3

2

2

1

1
 

  



















 

j

m

jmj

m

jmj

m

jmj

m

jmj

m jm

!1)!1(!

!
)1(

)!3(!3!

!

)!2(!2!

!

)!1(!1!

!
  

  











































 

j

m

jm

jm

jm

jm

jm

jm

jm

jm

j

m
jm

!1)!1(

)!(
)1(

)!3(!3

)!(

)!2(!2

)!(

)!1(!1

)!(
  

    
















 





j

m
CCCC

j

m
jm

jm

jmjmjmjm

1321 )1(  

    
















 





j

m
CC

j

m
jm

jm

jmjm )1(0  

    

























 

j

m

j

m

j

m
jmjm )1()1(1 。 

 

    7. 同理，取 mx  ， 

              得 mA ＝ kkk m
m

m

m

m

m

m
m

m

m
m )2(

212

1
)1(

1




















































  

                     km
m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
)3(

313

1

23

2































































  

                     km
m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m

m
)4(

414

1

24

2

34

3





















































































  

                       

                     km
m

m

mmmmm
3

313

1
)1(

63

6

53

5

43

4
3


































 



















































   

        km
m

m

mmmmm
2

212

1
)1(

52

5

42

4

32

3
2


































 



















































   
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                    km
m

m

mmmmm
1

111

1
)1(

41

4

31

3

21

2
1


































 



















































  。     

 










































 kkkk

m m
m

m
m

m

m
m

m

m
m

m

m
A )3(

3
)2(

2
)1(

1
  

                           kmkmkm
mmm

1
1

)1(2
2

)1(3
3

)1( 123



























  。 

            即 k
m

j

j

m jm
jm

m
A )()1(

1

0

















。 

 

            故 kx ＝ 






























































k

x
A

m

x
A

x
A

x
A

x
A

x
A

x
A km 

54321
54321 ， 

 

            在此公式中依次取 nx ,,3,2,1  ，同理可得 

            kkkk

k nnS  321)(  

        






 








 








 








 








 


6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
54321

n
A

n
A

n
A

n
A

n
A    

                                              


























1

1

1

1

k

n
A

m

n
A km   

        其中 k
m

j

j

m jm
jm

m
A )()1(

1

0

















， km ,,2,1  。 

 

            又 )()1()(
0

jmxf
jm

m
xf

m

j

jm 









 



， 

            令 kxxf )( ， 

則 )()1()0(
0

jmf
jm

m
f

m

j

jm 









 



m

k
m

j

j Ajm
jm

m

















)()1(
1

0

。                                  

 

              因此我們可以利用以下的差分表，快速地算出 mA 值， 

   並求出 kkkk

k nnS  321)( 的公式，以 10,,2,1 k 為例說明之。                                            

            (1) 


















11
10

xx
AAx ，∴ nnS  321)(1 ＝ 







 

2

1n
。 

 

 

 

 

            

 xxf )(  0x  1x  2x  3x  

0A  )0(f  0 1 2 3 

1A  )0(f  1 1 1  

2A  )0(2 f  0 0   
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(2) 




































2
2

121
210

2
xxx

A
x

AAx ， 

∴ 2222

2 321)( nnS   ＝ 






 








 

3

1
2

2

1 nn
。      

 

 

 

 

 

 

(3) 






















































3
6

2
6

1321
3210

3
xxxx

A
x

A
x

AAx ， 

∴ 3333

3 321)( nnS   ＝ 






 








 








 

4

1
6

3

1
6

2

1 nnn
。      

 

 

 

 

 

 

 

 

(4) 








































































4
24

3
36

2
14

14321
43210

4
xxxxx

A
x

A
x

A
x

AAx ， 

∴ 4444

4 321)( nnS   ＝ 






 








 








 








 

5

1
24

4

1
36

3

1
14

2

1 nnnn
。      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 













































54321
543210

5
x

A
x

A
x

A
x

A
x

AAx  

                 













































5
120

4
240

3
150

2
30

1

xxxxx
， 

 
2)( xxf   0x  1x  2x  3x  4x  

0A  )0(f  0 1 4 9 16 

1A  )0(f  1 3 5 7  

2A  )0(2 f  2 2 2   

3A  )0(3 f  0 0    

 
3)( xxf   0x  1x  2x  3x  4x  5x  

0A  )0(f  0 1 8 27 64 125 

1A  )0(f  1 7 19 37 61  

2A  )0(2 f  6 12 18 24   

3A  )0(3 f  6 6 6    

4A  )0(4 f  0 0     

 
4)( xxf   0x  1x  2x  3x  4x  5x  6x  

0A  )0(f  0 1 16 81 256 625 1296 

1A  )0(f  1 15 65 175 369 671  

2A  )0(2 f  14 50 110 194 302   

3A  )0(3 f  36 60 84 108    

4A  )0(4 f  24 24 24     

5A  )0(5 f  0 0      
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             ∴ 5555

5 321)( nnS    

                    






 








 








 








 








 


6

1
120

5

1
240

4

1
150

3

1
30

2

1 nnnnn
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

(6) 






















































654321
6543210

6
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

AAx  

                 






















































6
720

5
1800

4
1560

3
540

2
62

1

xxxxxx
， 

            ∴ 6666

6 321)( nnS    

                   






 








 








 








 








 








 


7

1
720

6

1
1800

5

1
1560

4

1
540

3

1
62

2

1 nnnnnn
。 

 

(7) 































































7654321
76543210

7
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

AAx  

                 































































7
5040

6
15120

5
16800

4
8400

3
1806

2
126

1

xxxxxxx
， 

             

 

 
5)( xxf   0x  1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  

0A  )0(f  0 1 32 243 1024 3125 7776 16807 

1A  )0(f  1 31 211 781 2101 4651 9031  

2A  )0(2 f  30 180 570 1320 2550 4380   

3A  )0(3 f  150 390 750 1230 1830    

4A  )0(4 f  240 360 480 600     

5A  )0(5 f  120 120 120      

6A  )0(6 f  0 0       

 
6)( xxf   0x  1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  8x  

0A  )0(f  0 1 64 729 4096 15625 46656 117649 262144 

1A  )0(f  1 63 665 3367 11529 31031 70993 144495  

2A  )0(2 f  62 602 2702 8162 19502 39962 73502   

3A  )0(3 f  540 2100 5460 11340 20460 33540    

4A  )0(4 f  1560 3360 5880 9120 13080     

5A  )0(5 f  1800 2520 3240 3960      

6A  )0(6 f  720 720 720       

7A  )0(7 f  0 0        
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∴ 7777

7 321)( nnS    

                    






 








 








 








 








 


6

1
16800

5

1
8400

4

1
1806

3

1
126

2

1 nnnnn
 

                                                 






 








 


8

1
5040

7

1
15120

nn
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(8) 








































































87654321
876543210

8
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

AAx  

                 






















































6
191520

5
126000

4
40824

3
5796

2
254

1

xxxxxx
 

                                                 


















8
40320

7
141120

xx
， 

             ∴ 8888

8 321)( nnS    

                    






 








 








 








 








 


6

1
126000

5

1
40824

4

1
5796

3

1
254

2

1 nnnnn
 

                                                          

                                      






 








 








 


9

1
40320

8

1
141120

7

1
191520

nnn
。 

 7)( xxf   0x  1x  2x  3x  4x  5x  

0A  )0(f  0 1 128 2187 16384 78125 

1A  )0(f  1 127 2059 14197 61741 201811 

2A  )0(2 f  126 1932 12138 47544 140070 341796 

3A  )0(3 f  1806 10206 35406 92526 201726 388206 

4A  )0(4 f  8400 25200 57120 109200 186480  

5A  )0(5 f  16800 31920 52080 77280   

6A  )0(6 f  15120 20160 25200    

7A  )0(7 f  5040 5040     

8A  )0(8 f  0      

6x  7x  8x  

279936 823543 2097152 

543607 1273609  

730002   
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(9) 

















































































987654321
9876543210

9
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

A
x

AAx  

             






















































6
1905120

5
834120

4
186480

3
18150

2
510

1

xxxxxx
 

                                                      

                                   



























9
362880

8
1451520

7
2328480

xxx
， 

         ∴ 9999

9 321)( nnS    

                






 








 





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伍、研究結果 
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9A  )0(9 f  16329600 19958400 23587200    

10A  )0(10 f  3628800 3628800     

11A  )0(11 f  0      

6x  7x  8x  9x  10x  11x  

60466176 282475249 1073741824 3486784401 10000000000 25937424601 

222009073 791266575 2413042577 6513215599 15937424601  

569257502 1621776002 4100173022 9424209002   

1052518500 2478397020 5324035980    

1425878520 2845638960     

1419760440      

      

      

      

      

      

      



 20 

     5555

5 321)( nnS    

 






 








 








 








 








 


6

1
120

5

1
240

4

1
150

3

1
30

2

1 nnnnn
。       

     6666

6 321)( nnS    

          






 








 








 








 








 








 


7

1
720

6

1
1800

5

1
1560

4

1
540

3

1
62

2

1 nnnnnn
。               

     7777

7 321)( nnS    

          






 








 








 








 








 


6

1
16800

5

1
8400

4

1
1806

3

1
126

2

1 nnnnn
 

                                       






 








 


8

1
5040

7

1
15120

nn
。   

 

     8888

8 321)( nnS    

          






 








 








 








 








 


6

1
126000

5

1
40824

4

1
5796

3

1
254

2

1 nnnnn
 

                                                          

                            






 








 








 


9

1
40320

8

1
141120

7

1
191520

nnn
。 

 

     9999

9 321)( nnS    

          






 








 








 








 








 


6

1
834120

5

1
186480

4

1
18150

3

1
510

2

1 nnnnn
                                                          

                                 

                 






 








 








 








 


10

1
362880

9

1
1451520

8

1
2328480

7

1
1905120

nnnn
。 

 

     10101010

10 321)( nnS    

           






 








 








 








 








 


6

1
5103000

5

1
818520

4

1
55980

3

1
1022

2

1 nnnnn
                                                          

                                                       

                   






 








 








 


9

1
30240000

8

1
29635200

7

1
16435440

nnn
 

                         






 








 


11

1
3628800

10

1
16329600

nn
。 



 21 

陸、討論 
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   一、以下我們試著將其化成課本級數和公式的形式，得到 
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       隨著級數和次方的加大，我們發現計算量也越來越大，為了節省篇幅，我們只寫 

     出最後的式子如下： 
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二、以下我們試著將其化成多項式的形式，得到 
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
  

]
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11
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5

9
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0

8
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1

7
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0

6

11
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1

5

11
0 23456 nnnnnn 





















































 。 

 

  由上可猜測 )(nSk ＝ kkkk n 321 ＝ ik

i

k

i

nP
i

k

k





 






 



1

0

1

1

1
， 

        其中 10 P ，
2

1
1 P ，

6

1
2 P ， 03 P ，

30

1
4 P ， 05 P ，

42

1
6 P ， 

            07 P ，
30

1
8 P ， 09 P ，

66

5
10 P ，…         

 

          後來，我們上維基百科搜尋發現：此數列和伯努利數列比較，僅有 1P 不同， 

        伯努利數列  nB ： 10 B ，
2

1
1 B ，

6

1
2 B ， 03 B ，

30

1
4 B ， 05 B ，

42

1
6 B ， 

                         07 B ，
30

1
8 B ， 09 B ，

66

5
10 B ，… 

        其中 0
1

0








 



i

n

i

B
i

n
且 10 B 。 
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          數學上，伯努利數 nB 的第一次發現是與下列級數和的公式有關：  

        )1( nSk ＝ kkkk n )1(321   ，其中 n 為固定的任意正整數。 

        這級數和的公式必定是變數為 n ，次數為 1k 的多項式，稱為伯努利多項式。 

        伯努利多項式的係數與伯努利數有密切關係如下：        

    )1( nSk ＝ kkkk n )1(321   ＝ ik

i

k

i

nB
i

k

k





 






 



1

0

1

1

1
。 

          而兩者不同的原因在於：  

        )(nSk ＝ k
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1

1

1
[

1
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0
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i
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i
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i

k
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k

k





 






 





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

 


 

              ＝ ]
1

1

1

0

1

1

1
[

1

1 1

2

1

1

0
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i

k

i
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i

k
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k
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k
n

k

k







 






 








 








 








 


 

             ＝ ]
1
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1

1

0

1
[

1

1 1

2

1

1

0
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i

k

i

kk nB
i

k
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k
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k

k







 



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

 








 








 


， 

        故 )(nSk ＝ ik

i

k

i
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i

k

k





 






 



1

0

1

1

1
，其中 )1(  iBP ii ， 111  BP 。 

 

         若設 i

i PP  ，且將每個 iP 視為相對獨立的數， 

        又 )1(  iBP ii ， 111  BP ，∴ )1(  iBP ii ， 111  BP ， 

        故 )(nSk ＝ kkkk n 321  

             ＝ ik

i

k

i

nP
i

k

k





 




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 


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

 


 

             ＝ kiki
k

i
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i

k

k








 




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             ＝ kkik
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k

k



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


 








 ]
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             ＝ kkk nBBn
k




 ])[(
1

1 11  

        因此 )1( nSk ＝ ])[(
1

1 11  


kk BBn
k

  

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B8%E5%AD%B8
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%9A%E9%A0%85%E5%BC%8F
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BC%AF%E5%8A%AA%E5%88%A9%E5%A4%9A%E9%A0%85%E5%BC%8F
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BF%82%E6%95%B8
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 )(nSk ＝ ])1[(
1

1 11  


kk BBn
k

。         

但 )(nSk 為 n 的 1k 次多項式且沒有常數項， 

        ∴ 0)1( 11   kk BB 0
1

0








 




i
k

i

B
i

k
，且每個 iB 也是相對獨立的數， 

        反設 i

i BB  ，則 0
1

0








 



i

k

i

B
i

k
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0  BB 。 

        故 )(nSk ＝ ])1[(
1

1 11  


kk BBn
k

 

               ＝ iki
k

i
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i

k

k
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








 




1

0

)1(
1

1

1
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i

k

i
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i

k

k












 




1

0

)1(
1

1

1
。 

 

        即 )(nSk ＝ ik

i

k

i

nB
i

k

k












 




1

0

)1(
1

1

1
，其中 0

1

0








 



i

k

i

B
i

k
且 10 B 。     

 

          以下我們就 3,2,1k 為例，說明如下： 

        )(nSk ＝ kkkk n 321 ＝ ])1[(
1

1 11  


kk BBn
k

 

   滿足 0)1( 11   kk BB ，且將每個 iB 視為相對獨立的數。 

        (一) 1k 時， 0)1( 22  BB 021  B ，
2

1
B 。 

           2k 時， 0)1( 33  BB 0331 2  BB 03
2

3
1 2  B  

                                  
2

1
3 2  B ，

6

12 B 。 

           3k 時， 0)1( 44  BB 04641 32  BBB 04121 3  B  

                                  04 3  B ， 03 B 。 

(二) )(1 nS ＝ n 321  

＝ ])1[(
2

1 22 BBn  ＝ )]1(2)1[(
2

1 2  nBn  

                ＝ )]1()1[(
2

1 2  nn  ＝ )1(
2

1
nn 。 

 

           )(2 nS ＝ 2222 321 n   

＝ ])1[(
3

1 33 BBn  ＝ )]1(3)1(3)1[(
3

1 223  nBnBn  

＝ )]1(
2

1
)1(

2

3
)1[(

3

1 23  nnn ＝ ]1)1(3)1(2[
6

)1( 2 


nn
n

 

＝ )2(
6

)1( 2 nn
n




＝
6

)12)(1(  nnn
。 
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)(3 nS ＝ 3333 321 n   

＝ ])1[(
4

1 44 BBn  ＝ )]1(4)1(6)1(4)1[(
4

1 32234  nBnBnBn  

＝ ])1()1(2)1[(
4

1 234  nnn  

＝ ]1)1(2)1[(
4

)1( 2
2
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

nn
n

＝
4

)1( 22 nn
。 

 

柒、結論 

一、若 2,,3,2,1  mj  ， 
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
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
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
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




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
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
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 
 
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m

j

m

m

m

j

m
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1

1
)1( 。 

 

二、 kkkk

k nnS  321)(  





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









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A
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A km  為 n 的 1k 次多項式。 
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m

j

j

m jm
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3
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1
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
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






  。 

 

三、令 kxxf )( ， 

          則 















k
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j
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m jm
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m
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j

j 









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

。 

 

四、 kkkk

k nnS  321)( ik
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k
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



 






 


 1
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1

1

1
， )1(  iBP ii ， 111  BP 。 

    或 )(nSk ＝ ik

i

k

i

nB
i

k

k












 




1

0

)1(
1

1

1
， 

    其中  nB 為伯努利數列，滿足遞迴式： 0
1

0








 

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i
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 五、 kkkk

k nnS  321)( ＝ ])1[(
1

1 11  


kk BBn
k

，滿足 0)1( 11   kk BB ， 

且將每個 iB 視為相對獨立的數。 

 

      六、 )(1 nS ＝ n 321 ＝
2

)1( nn
＝ nn

2

1

2

1 2  。 

 

          )(2 nS ＝ 2222 321 n  ＝
6

)12)(1(  nnn
＝ nnn

6

1

2

1

3

1 23  。 

 

          )(3 nS ＝ 3333 321 n  ＝
4

)1( 22 nn
＝ 234

4

1

2

1

4

1
nnn  。 

 

          )(4 nS ＝ 4444 321 n  ＝
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                                  ＝ nnnn
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1
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1

2
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1
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1
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          )(9 nS ＝ 9999 321 n   

               ＝
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【評語】040404 

1. 數學科展重視實驗探討。本文所出現的數字圖案可以利

用(如 Excel)試算表進行數學實驗。 

2. 作品主要是探討 S_k(n) = 1^k + 2^k + ... + n^k 之簡潔

表示法，惟在數學上此公式之表示法非常多，類似的題

材出現頗為頻繁。 
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