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摘要 

本研究主要目的是探討給定三角形邊長的等分點數（equal division points）後，形成在此三角

形中所含三角形個數的計算方法。為達成此目的，我們參考過去科展優勝作品專輯，以尋找

破題靈感。在指導老師的提點與組員腦力激盪下，我們先探討三角形中內含三角形個數的規

律性，再以共頂點分層計算法找出其規律性，經觀察後發現每一層與層之間的和會形公差為

（-2）的等差數列，最後利用等差級數求和的公式，推導出「共頂點三角形」的計算方式

（Co-apex triangle formula）。由我們的研究結果發現，給定三角形邊長的等分點數後，此三角

形中所含三角形的個數總和存在一般計算式。此方法在應用上既快速又不易出錯，對更複雜

的多邊形所內含圖形數目的計算上亦有其參考的價值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



壹、研究動機 

    在二年級數學課程中學到了圖形的樣式與規律，同時老師也介紹了一些歷屆科展中有關

於圖形樣式與規律的作品，其中最讓我們感到興趣的是一篇探討多邊形數的作品，從中我們

學到了多邊形數是可以排成正多邊形的整數，雖然在這些例子中也有提到三角形中內含三角

形數目規律的算法，但卻沒有談到關於在三角形中又內含三角形的總數，因此我們開始思考

這個問題，在經過和老師討論後我們決定開始著手探討如何求得三角形中又內含三角形的總

數的方法，並進而能結合在圖形的樣式與規律中所學到的知識來推導出一個計算式。  

 

貳、研究目的 

    一、探討三角形中內含三角形的規律。 

    二、探討三角形中內含三角形的表示方法。 

    三、探討計算三角形中內含三角形的方法。 

    四、探討給定任意三角形邊長的等分點數所形成的三角形內含三角形的總數計算式。 

 

參、研究設備及器材 

    一、電腦 

    二、紙 

    三、筆 

    四、Geogebra、PhotoImpact、Word 

 

肆、研究過程或方法 

一、定義三角形各邊等分點的分割方式： 

        將一正三角形各邊取相同數量的等分點後，把這些等分點連接起來後與底邊平行的

連線即形成一個完成分割的三角形，如（圖 1），為將正三角形的每邊取 1 個等分點（即

每邊作二等分）所形成的分割圖；（圖 2）為每邊取 2 個等分點所形成的分割圖。 

             

圖 1 每邊取 1 個等分點            圖 2 每邊取 2 個等分點 

 

依此類推，若每邊取 n 個等分點則可得 點分割圖，因此在本研究中將以 表示每邊

的等分點數。 

n n
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http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E5%A4%9A%E8%BE%B9%E5%BD%A2
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B4%E6%95%B8


 二、研究過程： 

  步驟一 

  以分解的方式計算分割圖中的三角形總數： 

1. 1n 時所形成的分割圖中的三角形總數： 

如（圖 3），可以知道我們可將它拆解成 3 個邊長為 1 的小正三角形（黃色）、1

個邊長為 1 的倒立小正三角形（藍色）及 1 個邊長為 2 的大三角形（綠色），所

以可得當 時三角形的總數為1n 5113  個。 

 

 

= + +

 
圖 3 1n 分解圖 

2. 2n 時所形成的分割圖中的三角形總數： 

如（圖 4），當 時所形成的分割圖可拆成 6 個邊長為 1 的小正三角形（黃

色）、3 個邊長為 1 的倒立的小正三角形（藍色）、3 個邊長為 2 的三角形（綠色）

以及 1 個邊長為 3 的正三角形（紫色），所以可得當

2n

2n 時三角形的總數為

 個。  1336 13

 

 

= 

 

+ +

 

 

 

+ 

圖 4 2n 分解圖 

 

3. 3n 時所形成的分割圖中的三角形總數： 

如（圖 5），當 時所形成的分割圖可拆成 10 個邊長為 1 的小正三角形（黃

色）、6 個邊長為 1 的倒立的小正三角形（藍色）、6 個邊長為 2 的三角形（綠色）、

1 個邊長為 2 的倒三角形（紫色）、3 個邊長為 3 的正三角形（紅色），及 1 個邊

長為 4 的三角形（橙色），所以可得當

3n

3n 時三角形的總數為

2716610  13  個。 
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圖 5 3n 分解圖 

 

  步驟二 

  利用步驟一的方式將 所得到的正三角形總數整理成（表 1）： 10~1n

表 1 正三角形總數 10~1n

邊長 
 
 
 

n  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 合計

1 4 1          5 
2 9 3 1         13 
3 16 7 3 1        27 
4 25 13 6 3 1       48 
5 36 21 11 6 3 1      78 
6 49 31 18 10 6 3 1     118 
7 64 43 27 16 10 6 3 1    170 
8 81 57 38 24 15 10 6 3 1   235 
9 100 73 51 34 22 15 10 6 3 1  315 
10 121 91 66 46 31 21 15 10 6 3 1 411 

  由上表可知當邊的等分點數增加時，則所分割的三角形總數也會快速的增加。 

 

  步驟三 

  由步驟一、二的過程中我們發現以分解的方式計算分割圖中的三角形總數是件冗長 

且容易出錯的事，因為隨著 的增加其計算的過程就越不容易，所以在此步驟中我

們要找出一種更快又更可靠的計算方法。 

n

在重新觀察（圖 3）、（圖 4）、（圖 5）後發現，要計算分割圖中的三角形總數我們可
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以採用共頂點三角形的計算方式，其計算方式分為二個部分，第一部分為正立三角

形，第二部分為倒立三角形二者都是採由上而下由左而右的計算方式，說明如下： 

 

1. （圖 3） 1n ： 

圖形 頂點 共頂點的三角形 三角形個數

 

A ABC 、 ADF  2 

 

B BDE  1 

 

C CEF  1 

 

E EBC  1 

由上面的結果可以整理成如下的格式： 
 

 
 
我們發現將各點所代表的數加起來後可得 51112  ，恰好與步驟 2 中的

（表 1）結果相同。 
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2. （圖 4） 2n ： 

圖形 頂點 共頂點的三角形 三角形個數

 

A ABC 、 ADF 、  AGJ 3 

 

B BDE 、 BGI  2 

 

C CEF 、 CHJ  2 

 

D DGH  1 

 

E EBC 、 EHI  2 

 

F FIJ  1 
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H HDE  1 

 

I IEF  1 

由上面的結果可以整理成如下的格式： 
 

 
 
我們發現將各點所代表的數加起來後可得 1311121223  。 

 

3. （圖 5） 3n  

圖形 頂點 共頂點的三角形 三角形個數

 

A 
ABC 、 ADF 、  AGJ

AKO  
4 

 

B BDE 、 BGI 、 BKN  3 
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C CEF 、 CHJ 、  CLO 3 

 

D DGH 、 DKM  2 

 

E EBC 、 EHI 、 ELN  3 

 

F FIJ 、 FMO  2 

 

G GKL  1 

 

H HDE 、 HLM  2 

 

I IEF 、 IMN  2 
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J JNO  1 

 

L LGH  1 

 

M MHI 、 MDF  2 

 

N NIJ  1 

由上面的結果可以整理成如下的格式： 
 

 
 
我們發現將各點所代表的數加起來後可得

271211221232334  。 

 

4. 為了再一次確認本研究所提的方法之正確性，因此我們再利用共頂點的計算方

法計算 ,104,5,n 的結果。 
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等分點數 共頂點計算圖 計算結果 

4n  

 

48 

5n  

 

78 

6n  

 

118 

7n  

 

170 
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8n  

 

235 

9n  

 

315 

10n  

 

411 

 

  步驟四 

由步驟三可知本研究所提的共頂點計算方法是正確的，但還是存在計算冗長的問題 

，不過我們可以發現在共頂點計算圖中每一個共頂點的數字排列具有其規律性，因

此在本步驟中我們要找出這些數字排列的規律性質。 

在經過分析後發現這些數字的排列在層與層之間具有等差的性質，如下所示： 
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1. 1n ： 

如下圖所示，我們將最外圍的數字稱為第 1 層，並以 1a 表示，而內部所剩下的 

數稱為第 2 層，以 2a 表示，因此可得： 

401 21 01 a

a

 

12  

以數列的方式表示：

其公差為  

1,4  

-34-1   

 

2. 2n ： 

901232101 a

41212 
 

a

4,9  

-59-4 

 

以數列的方式表示：

其公差為  

 
 

3. 3n ： 

160123432101 
1232 

a

12

 

9

61  

216-9 

a  

23 a  

以數列的方式表示： 2,9,

其公差為 -79-  

 
 

4. 以此方式，將 10~1 各層數字和所形成的數列整理成（表 2）： 

表 2 10~1 各層數字和的數列 

n

n

n  數列 項數 公差 

1 1,4  2 -3 
2 4,9  2 -5 
3 2,9,16  3 -7 
4 7,16,25  3 -9 
5 3,14,25,36  4 -11 
6 10,23,36,49  4 -13 
7 4,19,34,49,64  5 -15 
8 13,30,47,64,81  5 -17 
9 5,24,43,62,81,100  6 -19 
10 16,37,58,79,100,121  6 -21 

由（表 2）我們發現每一個數列的第一項都是完全平方數，且恰好是為  21n  

而在項數的部分則形成具有二項循環規律的等差數列，另外我們發現每一個數

列的公差也是一個公差為  2 等差數列，因此我們推測可以利用這些數列推導

出一個一般式。 
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  步驟五 

  利用（表 2）的結果進行下一步的探討。 

1. 首先假設給定任一等分點數 n ，則所形成的等差數列之首項  2
，其公

差為

1 1 na

 12  。 

 

 nd

2. 數列的項數部分我們發現當 9,7,5,3,1n 與 10,8,6,4,2n 時其所對應的項數是相

等的，因此若假設 m 為 n 對應數列的項數，則項數 m 可定義成： 

     
2

3


n
， n 為奇數 -------（1） 

     

m

2

2


n
m ， n 為偶數 -------（2） 

 

3. 將數列的每一項進行相加即可形成一個等差級數，而由等差級數和的公式可知 

                   
 

2
1 m

m

aam
S


  --------（3） 

1 m

                   

在（3）式中 為等差級數的項數其值由（1）、（2）式決定； 為首項， 為 

末項，若其公差為 ，則由等差公式可得： 

m a a

d

 dmaam 11   

                         121  n  1 2  mnam

                       11  m  21 2  nnam

將 、 代入第（3）式： 1a ma

                   
       

2

11211 22 


m
Sm

                   

mnnn
 

     
2

11212 2 


mnnm
Sm  

由於第（4）式中需要二個變數，因此我們將第（4）式改寫成如下格式： 

--------（4） 

                   
     

2, S mn  --------（5） 

 

11212 2  mnnm

 

  步驟六

 檢驗步驟五中所推導出的計算式（5） 

時： 1. n 1

    

n 為奇數，代入（1）式可得 

2
2

1 3



m
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（5）式可得 

     
2

121121122 2

2,1 S

    

    

    

2. 2n


 

）式可得 

1322 2
2,1 S  

382,1 S  

52,1 S  

時： 

為偶數，代入（2n

    2
2

2 2

5）式可得 




m  

由（

    
     

2

121221



2 
 

222


32 2
2,2 S

182,2 

2,2S

    

    5

15  

S

32,2

 

    1S  

為奇數，代入（

3. 3n 時： 

n

    

1）式可得 

3
2

3
 

 

3



m

由（

    
 

5）式可得

   
2

13132132  2 
 

3
3,3S

    
 

2

42 23
3,3 S

27
 

    
 

2

32 3
3,3 S

14
 

    27

4. 4n

n 為偶數，代入（ ）式可得

2

18
 

3
3,3 S

時： 

2  

    3
2

4 2

 




m  
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5）式可得 

   

由（

 
     

2

131421423 2

3,4


S  

    
 

2

29523 
S

2

3,4


 

    
 

2

18503
3,4


S  

    48
2

323
3,4 


S  

5. 5n

n 為奇數，代入（1

時： 

）式可得 

4
2

35



m      

由（5）式可得 

    
     

2

141521524
4,5




2 
 S

    
 

2

62

4,5

311
 

24 
S

    
 

2

724
4,5




33
 S

    78
2

394
4,5 


  S

6. 6n

n 為偶數，代入（2

時： 

）式可得 

    4
2

26



m

由

 

（5）式可得 

    
     

2

14162162 4 2

4,6


  S

    
 

2

313724 
S

2

4,6


 

    
 

2

39984
4,6


S

    

 

118
2

394
4,6 


S  

時： 

1  

7. 7n

n 為奇數，代入（ ）式可得

    5
2

37



m  
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5）式可得 

   

由（

 
     

2

151721725 2

5,7


S  

    
 

2

415825 
S

2

5,7


 

    
 

2

601285
5,7


S  

    170
2

685
5,7 


S  

8. 8n

n 為偶數，代入（

時： 

2）式可得 

5
2

28



m      

由（5）式可得 

    
     

2

151821825
5,8




2 
 S

    
 

2

92

5,8

417
 

25 
S

    
 

2

1625
5,8




68
 S

    235
2

945
5,8 


  S

9. 9n

n 為奇數，代入（ ）式可得

時： 

1  

    6
2

39



m

由

 

（5）式可得 

    
     

2

16192192 6 2

6,9


  S

    
 

2

5191029 
S

2

6,9


 

    
 

2

952006
6,9


S

    

 

315
2

1056
6,9 


S  

時： 

）式可得 

10. 10n

n 為偶數，代入（2

    6
2

210



m  
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5）式可得

   

由（  

 
     

2

16110211026 2

6,10


S  

    
 

2

5211126 
S

2

6,10


 

    
 

2

1052426
6,10


S  

    411
2

1376
6,10 


S  

 

伍、研究結果 

個等分點所形成的三角形總數之計算式 

： 

 

由研究的過程我們得到了一個計算給定任意每邊有 n

     
2

11212 2  mnnm
, S mn

值必須取決於所給定的等分點數

 --------（5） 

式中的變數 ： 

 

m n算

3n 
m

2
 ， 為奇數 n

2

2

n 
m  ， 為偶數 

恰好符合高斯函數。由高斯符號的定義可知，形式為

n

由研究的過程中，我們發現算式中的 m

x   ，表示不大於（即小於等於） x x 1 x x    的最大「整數」，即 。因此可以將 重新定m

義成： 

3

2

n    m
 

） 

由（6）式可知： 

 --------（6

 

當 1n  時，
1 3

2
m



當 2n  時，

2 2
       

 

2 3
m



當 3n  時，

5
2.5 2

2 2
              

 

3 3

2
m



當 4n  時，

3 3
       

 

4 3
m

 7
3.5 3

2 2
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利用（6）式可將（5）式整理成如下的結果： 

 

   23 3
2 1 2 1 1

2 2

2n

n n
n n

S

                   --------（7） 

陸、討論 

一、在本研究的過程中，一開始最令我們困擾的是如何計算出所有的正三角形總數，尤其是

當所給定的等分點數越大時則越容易數錯，為了克服這個難題，我們找到了一個快速且

又不易出錯的計算方法，這個方法我們把它稱之為「共頂點計算法」。 

二、

三角形的性質，

因此不能以計算巴斯卡三角形的方式來計算。在經過多次的嚐試後我們有了突破性的發

三、

般式（5），算式中

的 決定於所給定的等分點數 是為奇數還是偶數，如此在計算上較為麻煩。在研究

的過程中我們發現 為小於等於



 

在使用「共頂點計算法」整理後，我們進一步發現這些「共頂點數」其實是有規律的排

列方式，乍看之下會誤以為是巴斯卡三角形，但其實它並不具有巴斯卡

現，那就是如果把這些有規律性排列的共頂點數以蓋蓋子的方式，把它一層一層的分開

加總後，則每一層與層之間的總和會形成一個負公差的等差數列。 

 

因每一層與層之間是為等差數列，所以把每一層的「共頂點數」相加後即形成一個等差

級數，利用等差級數求和的公式，我們得到了一個計算這些總和的一

m n

值可用高斯函數來表示，即m m
3

2

n 

值

的最大整數如（6）

入式中即可算出結果。 

 

柒、結論

在本篇「三角形中的三角形－探討三角形的總數」的研究中，我們發現若要求任意 等 

分點所形成的全部三角形總數並不難，最困難的是在剛開始要找出規律的地方，以及要如何 

找出一個最簡便的計算方式。經由利用「共頂點三角形」的計算方式後，進一步發現這些圖 

形的

奧妙」。在這次科展中，的確讓我們瞭解到在我們的日常生活中，

確實

式，利用（6）式可以將（5）式整理成（7）式，這樣我們的計算式只需將等分點數 n 代

 

n

排列律，然後循序漸進的找出其規則並順利推導出算式，而這個過程也讓我們深刻體會 

出數與形的精神所在。 

回想起在研究過程中遭遇困難時的那種心情真是令人難忘，但卻總是在和老師討論後又

重新燃起鬥志，繼續探索下去。總記得老師常提起的一句話「只要用心去觀察、去體會、去

思考，就不難發現其中的

有很多東西值得我們去觀察、去思考，只要能像老師講的，仔細去觀察然後思考自然就

會有很多的收穫，相信這就是這次科展中讓我們覺得最有樂趣也最值得驕傲的地方。 
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【評語】030417 

本研究探討在三角形邊上設等分點的情況下，計算三角

形的個數，研究應用兩種不同的方法進行，並發展推廣公

式，本研究發展出一個方便記錄成果的表示方式，值得肯定。 
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