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愛愛愛愛『『『『拼拼拼拼』』』』才會才會才會才會『『『『轉轉轉轉』』』』    

摘要摘要摘要摘要    

    智慧拼圖現在已是一種處處可見的益智遊戲。在本研究中我們利用矩陣去定義智慧拼圖

的位置，實際去操作a��與其他位置互換的狀況。我們將矩陣分成長方形與正方形兩部分來討

論，並且在兩種不同形狀的矩陣中找出基本變換型，並且定義出一些固定走法，讓我們推導

出不管是m � n矩陣或是 n 階方陣我們一樣可按照固定走法配合基本變換型進行a��與a��的最

短路徑的位置互換。最後我們嘗試點對稱的倒轉，也就是將矩陣內所有a��與a�	
�����

����對
調，去找出倒轉的可行性及步法規則，並且利用遞迴數列推導出在我們的固定走法下的步

數通式。 

 

壹壹壹壹、、、、    研究動機研究動機研究動機研究動機    

只要把握住一些簡單要領，大部分的人玩智慧拼圖時都可輕易上手。在玩的過程中，我 

們突然想到有沒有更快的方法，類似魔術方塊一樣透過一些基本公式，能讓我們更迅速的把

圖片放到正確的位置。於是我們開始了我們的研究之路，我們先從最小的2 � 3開始找尋最快

速的路徑，然後2 � 4，2 � 5， �。結果我們在玩的過程中發現如果透過一些固定的走法，我

們所走出來的步數剛剛好是數學第四冊所學到的『等差』。之後我們開始增大我們的矩陣，去

觀察增加行數與列數時會發生什麼變化，並且設計更多的走法讓步法可以呈現規律性，就這

樣，智慧拼圖就成了我們的研究對象了。 

 

貳貳貳貳、、、、    研究目的研究目的研究目的研究目的    

一、探討m � n矩陣的�a���↔�a	
� 

二、探討 n 階方陣的�a���↔�a

� 

三、探討m � n矩陣的點對稱倒轉 

四、探討 n 階方陣點對稱倒轉 

 

參參參參、、、、    研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材    

智慧拼圖、小積木、紙、筆、電腦 
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肆肆肆肆、、、、    研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法    

一一一一、、、、 探討探討探討探討� � �矩陣的矩陣的矩陣的矩陣的�����↔�����    

        研究過程中我們都是以最有規律且最短路徑為目標來操作並研究，但到目前為止還是無 

        法具體證明我們的走法是否為最短路徑。 

    在所有研究過程中我們定義  左下角左下角左下角左下角�����為唯一空格為唯一空格為唯一空格為唯一空格，ＰＰＰＰ代表步數代表步數代表步數代表步數。 

 

(一) � � �的的的的矩矩矩矩陣陣陣陣［［［［����� � �����］］］］ 

   2 � n矩陣，n 恆�3，2 代表列數，n 代表行數。 

   首先我們先操作2 � 3矩陣［�a��� � �a���］如下：                                                                

 

 

 

 

 

 

 

 

          但此走法步數過多，且此走法無法適用到m � n矩陣最短路徑步法上。 

1. 定義定義定義定義： 

(1) � � �基本變換型基本變換型基本變換型基本變換型○○○○1  —— 變換規則：�○1 2 ○34 5 �→�○3 4 ○12 5 � 

說明： 

A. 2 � 3基本變換型○1 為使1 � 3。 

B. Ｐ � 14。 

 

 

 

 

 

 

(2) 右移右移右移右移 —— 變換規則：�○1 23�  �3 ○12 � 

說明： 

A. 右移為 1 右移 1 格，空格保持在下方。 

B. Ｐ � 5。 

 

    " 1 2 34 5# 

 "1 2 34 5#  "1 34 2 5#  " 1 34 2 5#  " 4 1 32 5#  "4 1 32 5#  "4 1 32 5 #  "4 12 5 3 # 

 "4 12 5 3#  " 4 12 5 3#  " 2 4 15 3#  "2 4 15 3#  "2 15 4 3#   "2 15 4 3 #  "2 1 35 4 # 

 "2 1 35 4#  " 2 1 35 4# 

 "3 52 1 4#  "3 1 52 4#  "3 1 52 4 #  "3 12 4 5 #  "3 12 4 5#  "3 4 12 5#  " 3 4 12 5# 

  " 1 2 34 5#  

→ " 2 31 4 5#  "2 31 4 5#  "2 31 4 5 #  "2 3 51 4 #  "2 3 51 4#  " 2 3 51 4#  " 3 52 1 4# 

" 1 23# →"1 23 #  "13 2 #  " 13 2#  " 3 12#  "3 12 # 
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(3) 左移左移左移左移 —— 變換規則：�2 ○13 �  �○1 32� 

說明： 

A. 左移為 1 往左移 1 格，空格保持在下方。 

B. Ｐ � 5。 

 

 

  

           可得可得可得可得� � �矩陣矩陣矩陣矩陣最短路徑走法最短路徑走法最短路徑走法最短路徑走法 如下： 

     

 

2. 舉例： 

      � � $矩陣走法（步數）分解： 

          原始型： " 1 26 3 4 57 8 9# 

  目標：�a��� � �a�)� 

  走法： 

(1) 第一次右移： 

   "   1 26 3 4 57 8 9#  "16 2 3 4 57 8 9#  " 16 2 3 4 57 8 9#→" 6 12 3 4 57 8 9#  "  6 12 3 4 57 8 9# 

(2) 第二次右移： 

   "6 12 7 3 4 58 9#  "6 12 7 4 53 8 9#  "62 7 1 4 53 8 9#  "6 72 1 4 53 8 9#  " 6 72 3 1 4 58 9# 

(3) 2 � 3基本變換型○1 ： 

   "6 72 3 4 51 8 9 #  "6 72 3 4 51 8 9#→"6 72 3 4 51 8 9 #  "6 72 3 4 5 91 8 #  "6 72 3 4 5 91 8# 

 →"6 72 3 4 5 91 8#  "6 72 3 5 94 1 8#  "6 72 3 5 94 1 8#→"6 72 3 5 1 94 8#  "6 72 3 5 1 94 8 # 

  "6 72 3 5 14 8 9 #→"6 72 3 5 14 8 9#  "6 72 3 5 8 14 9#  "6 72 3 5 8 14 9  # 

(4) 第一次左移： 

   " 6 72 5 8 13 4 9#  "62 7 5 8 13 4 9#  "6 52 7 8 13 4 9#  "6 52 7 3 8 14 9#  "6 52 3 8 17 4 9# 

(5) 第二次左移： 

   "  6 52 3 8 17 4 9#  " 56 2 3 8 17 4 9#  "56 2 3 8 17 4 9#  "5 26 3 8 17 4 9#  "  5 26 3 8 17 4 9# 

 

 

 

"2 13 # →" 2 13#  " 12 3#   "12 3 #  "1 32 #  " 1 32# 

最短路徑走法：右移 → 2 � 3基本變換型○1  → 左移。 
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3. 表格統整表格統整表格統整表格統整    ——  � � �、、、、� � *、、、、� � $矩陣的比較矩陣的比較矩陣的比較矩陣的比較：：：： 

       
右移 

次數 

2 � 3基本

變換型○1  

次數 

左移 

次數 
Ｐ

總
 

跟著變換的位置a�,�
���↔a�,�
���(n�3) 

2 � 3 

矩陣 
0 1 0 0 - 14 - 0 � 14 �○3 □4 ○1

□2 5 � 

2 � 4 

矩陣 
1 1 1 5 - 14 - 5 � 24 �○4 2 □6 ○15 □3 7 � 

2 � 5 

矩陣 
2 1 2 10 - 14 - 10 � 34 �○5 26 3 □8 ○17 □4 9 � 

        由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得：：：：    

        � � �� - ��矩陣矩陣矩陣矩陣會比會比會比會比� � �矩矩矩矩陣陣陣陣多多多多一一一一個右移個右移個右移個右移、、、、左移左移左移左移，，，，皆有皆有皆有皆有一一一一個個個個� � �基本變換型基本變換型基本變換型基本變換型○○○○1 。。。。 

        之後若之後若之後若之後若固定固定固定固定� � �矩陣的列數矩陣的列數矩陣的列數矩陣的列數，，，，每當行數每當行數每當行數每當行數-�，，，，則會多一個右移及左移則會多一個右移及左移則會多一個右移及左移則會多一個右移及左移，，，，但皆有一個但皆有一個但皆有一個但皆有一個    

                                � � �基本變換型基本變換型基本變換型基本變換型○○○○1 。。。。  

        [公式推導公式推導公式推導公式推導]：：：：  

            假設有一個2 � n�n � 3�矩陣，則有�n . 3�個右移與左移。 

        Ｐ
總

＝ �n . 3�右移＋2 � 3基本變換型○1 ＋�n . 3�左移 

            ＝ 5 � �n . 3� - 14 - 5 � �n . 3� 

            ＝ 10n . 16。 

4. 結論結論結論結論 

 

 

 

 

 

   在此提出說明：�a���與�a�
�兩數對調步法也不適用於到之後要推廣的ｍ×ｎ矩陣。 

(二) � � �的矩陣的矩陣的矩陣的矩陣［［［［����� � �����］］］］ 

        我們觀察若只是把�a��� � �a���，變成前述的�a��� � �a�
�，則步數須增加 1 步， 

但我們找出另一種走法，可使步數不增加，如下： 

1. 定義定義定義定義：：：： 

(1) � � �基基基基本本本本變換型變換型變換型變換型○○○○2  —— 變換規則：�○1 2 34 ○5 �→�○5 4 32 ○1 � 

說明： 

A. 2 � 3基本變換型○2 為使 1� 5。 

B. Ｐ � 14。 

一個 2 � n 矩陣，若�a���與�a�
�兩數對調，則 

(1) 最短路徑走法為右移 →  2 � 3基本變換型○1  → 左移。 

(2) 最短路徑走法的移動步數為 10n . 16。 

(3) 跟著變換的位置為a��
���↔a��
���(n�3)。 
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(2) 右移右移右移右移 —— 沿用2 � n矩陣［�a��� � �a�
�］的右移 

(3) 左移左移左移左移 —— 沿用2 � n矩陣［�a��� � �a�
�］的左移 

           

可得可得可得可得� � �矩陣矩陣矩陣矩陣最短路徑走法最短路徑走法最短路徑走法最短路徑走法 如下： 

 

 

2. 舉例舉例舉例舉例：：：： 

      � � $矩陣走法（步數）分解： 

          原始型： " 1 26 3 4 57 8 9# 

          目標：�a��� � �a�)� 

          走法： 

(1) 第一次右移： 

   " 1 26 3 4 57 8 9#  "16 2 3 4 57 8 9#  " 16 2 3 4 57 8 9#→" 6 12 3 4 57 8 9#  "   6 12 3 4 57 8 9# 

(2) 第二次右移： 

   "6 12 7 3 4 58 9#  "6 12 7 4 53 8 9#  "62 7 1 4 53 8 9#  "6 72 1 4 53 8 9#  " 6 72 3 1 4 58 9# 

(3) ２×３基本變換型○2 ： 

     "6 72 3 4 51 8 9 #  "6 72 3 4 51 8 9#→"6 72 3 4 8 51 9#  "6 72 3 4 8 51 9 #  "6 72 3 4 81 9 5 # 

→"6 72 3 4 81 9 5#  "6 72 3 4 9 81 5#  "6 72 3 4 9 81 5#→"6 72 3 9 84 1 5#  "6 72 3 9 84 1 5# 

 "6 72 3 9 84 1 5 #→"6 72 3 9 8 54 1 #  "6 72 3 9 8 54 1#  " 6 72 3 9 8 54 1  # 

(4) 第一次左移： 

   " 6 72 9 8 53 4 1#  "62 7 9 8 53 4 1#  "6 92 7 8 53 4 1#→"6 92 7 3 8 54 1#  "  6 92 3 8 57 4 1# 

(5) 第二次左移： 

  "  6 92 3 8 57 4 9#  " 96 2 3 8 57 4 1#  "96 2 3 8 57 4 1#  "9 26 3 8 57 4 1#  "  9 26 3 8 57 4 1# 

 

最短路徑走法：右移→ 2 � 3變換基本型○2  →左移。 

     " 1 2 34 5# 

 " 2 31 4 5#  "2 31 4 5#  "2 4 31 5#  "2 4 31 5 #    "2 41 5 3 #  "2 41 5 3#  "2 5 41 3# 

 " 2 5 41 3#  " 5 42 1 3#  "5 42 1 3#  "5 42 1 3 #  "5 4 32 1 #    "5 4 32 1#  " 5 4 32 1# 
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3. 表格統整表格統整表格統整表格統整    ——  � � �、、、、� � *、、、、� � $矩陣的比較矩陣的比較矩陣的比較矩陣的比較： 

 
右移 

次數 

2 � 3基本 

變換型○2  

次數 

左移

次數 
Ｐ

總
 

跟著變換的位置 a��
���↔a��
���(n�3) 

2 � 3 

矩陣 
0 1 0 0 - 14 - 0 � 14 �○5 □4 3

□2 ○1 � 

2 � 4
矩陣 

1 1 1 5 - 14 - 5 � 24 �○7 2 □6 45 □3 ○1 � 

2 � 5 

矩陣 
2 1 2 10 - 14 - 10 � 34 �○9 26 3 □8 57 □4 ○1 � 

        由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得：：：：    

        � � �� - ��矩陣矩陣矩陣矩陣會比會比會比會比� � �矩陣矩陣矩陣矩陣多多多多一一一一個個個個右移右移右移右移、、、、左移左移左移左移，，，，皆有皆有皆有皆有一一一一個個個個� � �基本變換型基本變換型基本變換型基本變換型○○○○2 。。。。 

        之後固定之後固定之後固定之後固定� � �矩陣的列數矩陣的列數矩陣的列數矩陣的列數，，，，每當行數每當行數每當行數每當行數-�則會多一個則會多一個則會多一個則會多一個右移右移右移右移及及及及左移左移左移左移，，，，但都只有但都只有但都只有但都只有一一一一個個個個    

                                � � �基本變換型基本變換型基本變換型基本變換型○○○○2 。。。。 

        [公式推導公式推導公式推導公式推導]：：：：  

            假設有一個2 � n�n � 3�矩陣，則有�n . 3�個右移與左移。 

        Ｐ
總

＝ �n . 3�右移＋2 � 3基本變換型○2 ＋�n . 3�左移 

            ＝ 5 � �n . 3� - 14 - 5 � �n . 3� 

            ＝ 10n . 16。 

4. 結論結論結論結論：：：： 

 

 

 

 

 

(三) � � �矩陣矩陣矩陣矩陣［［［［����� � �����］］］］ 3 � n矩陣，n 恆� 4，3 代表列數，n 代表行數。 

1. 定義定義定義定義： 

(1) 起始步起始步起始步起始步 —— 變換規則：舉例 /  0 1 2 34 5 67 81  0 2 31 5 64 7 81 

說明： 

A. 起始步為將空格由a
�移到a��。 

B. Ｐ � n . 1。 

 

 

一個 2 � n 矩陣，若�a���與�a�
�兩數對調，則 

(1) 最短路徑走法為右移 → 2 � 3基本變換型○2  → 左移。 

(2) 最短走法的移動步數為 10n . 16。 

(3) 跟著變換的位置為a��
���↔a��
����n�3)。 

走法/ 0 1 2 34 5 67 81→0 1 2 35 64 7 81→0 2 31 5 64 7 81 
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(2) 返始步返始步返始步返始步 —— 變換規則：舉例 /  0 2 38 5 74 6 11→0 8 2 34 5 76 11 

說明： 

A. 返始步為將空格由a��移到a
�。 

B. Ｐ � n . 1。 

 

 

 

(3) � � �矩陣矩陣矩陣矩陣 —— 沿用2 � n矩陣［�a��� � �a�
�］的走法 

(4) 下樓梯下樓梯下樓梯下樓梯○○○○1  —— 變換規則：走法 /  0 a
○b cd e1  �a cd ○be � 

說明： 

A. 下樓梯○1 為 b 往右，空格由上方變到下方。 

B. Ｐ � 5。 

 

 

 

(5) 上樓梯上樓梯上樓梯上樓梯○○○○1  —— 變換規則：走法 / 6a bce ○d 7  6ba ○dc e 7 

說明： 

A. 上樓梯○1 為 d 往上，空格保持在上方。 

B. Ｐ � 5。 

 

 

 

    

可得可得可得可得� � �矩陣矩陣矩陣矩陣固定走法固定走法固定走法固定走法 如下： 

 

 

 

2. 舉例： � � 8矩陣走法（步數）分解： 

原始型：0 1 2 37 8 913 14
4 5 610 11 1215 16 171 

目標：�a��� � �a9:� 

走法： 

 

走法 / 0 ab cd e1  0ab cd e 1  �a cbd e �  � a cbd e�  � a cd be�  �a cd be � 

走法 / �a bce d �  �a bc de �  � a bc de�  � a bdc e�  0 ba dc e1  0ba dc e 1 

最短路徑走法：起始步→下樓梯○1 →2 � �n . 1�矩陣→上樓梯○1 →返始步 

走法/ � � 9; ) <= : � �  > ; � 9) <= : � ?  > ; � 9= ) <: �? 
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(1) 起始步： 

   0  1 2 38 97 13 14
4 5 610 11 1215 16 171→0 2 31 8 97 13 14

4 5 610 11 1215 16 171 

(2) 下樓梯○1 ： 

      0   2 31 8 97 13 14
4 5 610 11 1215 16 171→02 8 31 97 13 14

4 5 610 11 1215 16 171→0 2 8 31 97 13 14
4 5 610 11 1215 16 171 

 →0 2 8 37 1 913 14
4 5 610 11 1215 16 171→0  2 8 37 1 913 14

4 5 610 11 1215 16 171 

(3) 套用２×５矩陣： 

    0 2 8 37 1 913 14
4 5 610 11 1215 16 17 1 → … → 0 2 8 37 17 913 14

4 5 610 16 1215 11 1  1 

(4) 上樓梯○1 ： 

       0 2 8 37 17 913 14
4 5 610 16 1215 11 1 1  0 2 8 317 97 13 14

4 5 610 16 1215 11 1 1  0 2 8 317 97 13 14
4 5 610 16 1215 11 1 1 

   0 2 317 8 97 13 14
4 5 610 16 1215 11 1 1  0 2 317 8 97 13 14

4 5 610 16 1215 11 1 1 

(5) 返始步： 

   0 17 2 38 97 13 14
4 5 610 16 1215 11 1 1  0 17 2 37 8 913 14

4 5 610 16 1215 11 1 1 

 

3. 表格統整表格統整表格統整表格統整    ——  � � *、、、、� � $、、、、� � 8的比較的比較的比較的比較： 

                                    由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得：：：：    

         在在在在� � �矩陣中矩陣中矩陣中矩陣中，，，，有一個起始步有一個起始步有一個起始步有一個起始步、、、、返始步返始步返始步返始步、、、、上下樓梯上下樓梯上下樓梯上下樓梯○○○○1 、、、、有一個有一個有一個有一個� � �� . ��矩陣矩陣矩陣矩陣的的的的 

         形式形式形式形式。。。。又在前面又在前面又在前面又在前面� � �矩陣中矩陣中矩陣中矩陣中，，，，我們我們我們我們已找出公式已找出公式已找出公式已找出公式。。。。 

         [公式推導公式推導公式推導公式推導]：：：：  

             假設有一個3 � n�n � 4�矩陣，則有 1 個上、下樓梯○1 。 

 
起始步

次數 

下樓梯

次數○1  

2 � n
矩陣 

上樓梯

次數○1  

返始步

次數 
Ｐ

總
 

跟著變換的位置： a��
���↔a9�
��� 

(ｎ� 4� 

3 � 4 

矩陣 
1 1 2 � 3 1 1 

2 - 5 - 14 -5 - 2 � 28 @
A○11 2 35 6 □109 □7

48
○1 B

C 

3 � 5
矩陣 

1 1 2 � 4 1 1 
2 - 5 - 24 -5 - 2 � 38 

D○14 2 36 7 811 12
4 5

□13 10
□9 ○1 E 

3 � 6
矩陣 

1 1 2 � 5 1 1 
2 - 5 - 34 -5 - 2 � 48 @F

A○17 2 37 8 913 14
4 5 610 □16 12

15 □11 ○1 BG
C
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          Ｐ
總

＝起始步＋下樓梯○1 ＋2 � �n . 1�矩陣＋上樓梯○1 ＋返始步 

             ＝ 2 - 5 - H10�n . 1� . 16I - 5 - 2 

             ＝ 10n . 12 →→→→ 比比比比� � �矩陣多矩陣多矩陣多矩陣多 4 步步步步 

4. 結論結論結論結論：：：： 

 

 

 

 

 

(四)   * � �矩陣矩陣矩陣矩陣［［［［����� � ��*��］］］］ 

  4 � n矩陣，n 恆� 5，4 代表列數，n 代表行數。 

1. 定義定義定義定義： 

(1) 起始步起始步起始步起始步 —— 沿用3 � n矩陣［�a��� � �a9
�］的起始步 

(2) 返始步返始步返始步返始步 —— 沿用3 � n矩陣［�a��� � �a9
�］的返始步 

(3) 下樓梯下樓梯下樓梯下樓梯○○○○1  —— 沿用 3 � n矩陣［�a��� � �a9
�］的下樓梯○1  

(4) 上樓梯上樓梯上樓梯上樓梯○○○○1  —— 沿用 3 � n矩陣［�a��� � �a9
�］的下樓梯○1  

(5) 下樓梯下樓梯下樓梯下樓梯○○○○2  —— 變換規則：走法 / 6 a
○b cd e7  0a cde ○b 1 

說明： 

A. 下樓梯○2 為 b 往右再往下，空格保持在上方。 

B. Ｐ � 6。 

走法 / 0 ab cd e1  0ab cd e 1  �a cbd e �  � a cbd e�  � a cd be�  �a cd be �  �a cde b � 

(6) 上樓梯上樓梯上樓梯上樓梯○○○○2  —— 變換規則：走法 / 6a bce ○d 7  0 a
○d bc e1 

說明： 

A. 上樓梯○2 為 d 往上往左，空格保持在上方。 

B. Ｐ � 6。 

 

 

 

(7) � � �矩陣矩陣矩陣矩陣 —— 沿用2 � n矩陣［�a��� � �a�
�］的走法 

可得可得可得可得* � �矩陣矩陣矩陣矩陣固定走法固定走法固定走法固定走法 如下： 

最短路徑走法： 

起始步→下樓梯○2 →下樓梯○1 →2 � �n . 2�矩陣→上樓梯○1 →上樓梯○2 →返始步 

走法 / 0 ab cd e1  0ab cd e 1  �a cbd e �  � a cbd e�  � a cd be�  �a cd be �  �a cde b � 

走法 / �a bce d �  �a bc de �  � a bc de�  � a bdc e�  �a bdc e �  0ad bc e 1  0 ad bc e1 

         一個 3 � n 矩陣，若�a���與�a9
�兩數對調，則 

(1) 最短路徑走法為起始步→下樓梯○1 →2 � �n . 1�矩陣→上樓梯○1 →返始步。 

(2) 最短走法的移動步數為 10n . 12。 

(3) 跟著變換的位置為a��
���↔a9�
��� (ｎ� 4)。 



10 

 

 

 

 

 

 

 

2. 舉例舉例舉例舉例： * � 8矩陣走法（步數）分解： 

原始型： 6 1 2 37 8 913 1419 1520
4 5 610 11 121621 1722 18237 

目標：�a��� � �a=:� 

走法： 

(1) 起始步： 

   6  1 2 37 8 9
13 1419 1520

4 5 610 11 121621 1722 18237  6 1 2 38 9713 1419 1520
4 5 610 11 121621 1722 18237  D 2 31 8 9713 1419 1520

4 5 610 11 121621 1722 1823E 

(2) 下樓梯○2 ： 

     D 2 31 8 9713 1419 1520
4 5 610 11 121621 1722 1823E  6 2 8 31 9713 1419 1520

4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 31 9713 1419 1520
4 5 610 11 121621 1722 18237 

  6 2 8 37 1 9
13 1419 1520

4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 37 1 91413 19 1520
4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 37 91413 119 1520

4 5 610 11 121621 1722 18237 

(3) 下樓梯○1 ： 

     6 2 8 37 91413 119 1520
4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 37 9 151413 119 20

4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 37 9 151413 19 120
4 5 610 11 121621 1722 18237 

 6 2 8 37 9 151413 19 120
4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 37 9 151413 1920 1 4 5 610 11 121621 1722 18237 

(4) 套用2 � 4矩陣： 

  6 2 8 37 9 151413 1920 1
4 5 610 11 121621 1722 1823   7 → … → 6 2 8 37 9 151413 1920 23 4 5 610 11 121621 2217 181    7 

(5) 上樓梯○1 ： 

     6 2 8 37 9 151413 19 2320
4 5 610 11 121621 2217 181 7  6 2 8 37 9 151413 119 20

4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 37 9 151413 19 120
4 5 610 11 121621 1722 18237 

 6 2 8 37 9 151413 19 120
4 5 610 11 121621 1722 18237  6 2 8 37 91413 2319 1520

4 5 610 11 121621 2217 181 7 
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(6) 上樓梯○2 ： 

      6 2 8 37 23 91413 19 1520
4 5 610 11 121621 2217 181 7  6 2 8 37 23 9

13 1419 1520
4 5 610 11 121621 2217 181 7  6 2 8 323 9713 1419 1520

4 5 610 11 121621 2217 181 7 

  6 2 8 323 9713 1419 1520
4 5 610 11 121621 2217 181 7    D 2 323 8 9713 1419 1520

4 5 610 11 121621 2217 181 E  D 2 323 8 9713 1419 1520
4 5 610 11 121621 2217 181 E 

(7) 返始步： 

   6  23 2 38 9713 1419 1520
4 5 610 11 121621 2217 181 7  623 2 37 8 9

13 1419 1520
4 5 610 11 121621 2217 181 7  6  23 2 37 8 913 1419 1520

4 5 610 11 121621 2217 181 7 

3. 表格統整表格統整表格統整表格統整    —— * � $、、、、* � 8、、、、* � J矩陣比較矩陣比較矩陣比較矩陣比較： 

 

起

始

步

次

數 

下

樓

梯

○2

次

數 

下

樓

梯

○1

次

數 

2 � n 

矩陣 

上 

樓 

梯 

○1  

次 

數 

上 

樓 

梯 

○2  

次 

數 

返

始

步

次

數 

Ｐ
總

 

跟著變換的位置 a��↔a=
 a9�
���↔a=�
��� 
(ｎ� 5) 

4 � 5 

矩陣 
1 1 1 

2 � 3 

１→５ 
1 1 1 

3 - 6 - 5 - 14 

-5 - 6 - 3 � 42 @F
A○19611

2712
3813

49
□18

5101516 17 □14 ○1  BG
C

 

4 � 6 

矩陣 
1 1 1 

2 � 4 

１→７ 
1 1 1 

3 - 6 - 5 - 24 

-5 - 6 - 3 � 52 @
FA○23 2 37 8 913 1419 1520

4 5 610 11 121621 □22
□17

18
○1 B

GC 

4 � 7
矩陣 

1 1 1 
2 � 5 

１→９ 
1 1 1 

3 - 6 - 5 - 34 

-5 - 6 - 3 � 62 @F
A○27815

291622
3101723

4111824
5121925

613
□26
□20

71421
○1 BG

C
 

                                由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得：：：：    

        在在在在* � �矩陣矩陣矩陣矩陣中中中中，，，，有一個起始步有一個起始步有一個起始步有一個起始步、、、、返始步返始步返始步返始步、、、、下樓梯下樓梯下樓梯下樓梯○○○○1 和和和和○○○○2 、、、、上樓梯上樓梯上樓梯上樓梯○○○○1 和和和和○○○○2 、、、、� � �� . �� 

        矩陣矩陣矩陣矩陣。。。。又在前面又在前面又在前面又在前面� � �矩陣矩陣矩陣矩陣中中中中，，，，我們我們我們我們已找出公式已找出公式已找出公式已找出公式。。。。 

        [公式推導公式推導公式推導公式推導]：：：：  

            假設有一個4 � n�n � 5�矩陣，則有１個下樓梯○1 、○2 ，１個上樓梯○1 、○2 。 

     Ｐ
總

＝起始步＋下樓梯○2 ＋下樓梯○1 ＋2 � �n . 2�矩陣＋上樓梯○1 ＋上樓梯○2 ＋返始步 

         ＝  3 - 6 - 5 - H10�n . 2�16I - 6 - 5 - 3 

         ＝ 10n . 8 →→→→ 比比比比� � �矩陣多矩陣多矩陣多矩陣多 4 步步步步 
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4. 結論結論結論結論：：：： 

 

 

 

 

 

 

 

(五) � � �矩陣矩陣矩陣矩陣公式推導公式推導公式推導公式推導：：：： 

1. 固定行數固定行數固定行數固定行數，，，，增加列數增加列數增加列數增加列數：：：： 3 � 7、4 � 7、5 � 7、6 � 7矩陣的比較： 

 

起

始

步

次

數 

下

樓

梯

○2

次

數 

下

樓

梯

○1

次

數 

2 � n 

矩陣 

上 

樓 

梯 

○1  

次 

數 

上 

樓 

梯 

○2  

次 

數 

返

始

步

次

數 

 Ｐ
總

 

跟著變換的位置 a�	���:↔a	: �m � 3、4、5、6� 

3 � 7
矩陣 

1 0 1 
2 � 6 

（１→１１） 
1 0 1 

2 - 0 - 5 -44 - 5 -0 - 2 � 58 

6○208 2915
31016

41117
51218

6
□19
□13

714
○1 7 

 

4 � 7
矩陣 

1 1 1 
2 � 5 

（１→９） 
1 1 1 

3 - 6 - 5 -34 - 5 -6 - 3 � 62 

@
A○27815

291622
3101723

4111824
5121925

613
□26
□20

71421
○1 B

C 

5 � 7 

矩陣 
1 2 1 

2 � 4 

（１→７） 
1 2 1 

4 - 12 - 5 -24 - 5 -12 - 4 � 66 
@F
A○3481522

29162329
310172430

411182531
512192632

61320
□33
□27

7142128
○1 BG

C
 

6 � 7 

矩陣 
1 3 1 

2 � 3 

（１→５） 
1 3 1 

5 - 18 - 5 -14 - 5 -18 - 8 � 70    @
FFA

○418152229
2916233036

31017243137
41118253238

51219263339

6132027
□40
□34

714212835
○1 B

GGC 

                                        由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得：：：：    

          有一矩陣，當我們『『『『固定固定固定固定』』』』其行數其行數其行數其行數，『增加增加增加增加』』』』其列數其列數其列數其列數時：  

            每當列數加每當列數加每當列數加每當列數加K，則： 

(1)   L Ｐ起始步
也跟著加 K

Ｐ
返始步

也跟著加 KN 

          一個 4 � n矩陣，若［�a��� � �a=
�］兩數對調，則 

(1) 最短路徑走法為 

起始步→下樓梯○1 →下樓梯○2 →２×�n . 2�矩陣→上樓梯○2 →上樓梯○1 →返始步。 

(2) 最短走法的移動步數為 10n . 8。 

(3) 跟著變換的位置為a9�
���↔a=�
��� (ｎ� 5)。 
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(2)  O下樓梯○2 移動次數也跟著加 K，所以Ｐ要多加 6K
上樓梯○2 移動次數也跟著加 K，所以Ｐ要多加 6KN 

(3)  O下樓梯○1 不管是其移動次數不變，所以Ｐ不變

上樓梯○1 不管是其移動次數不變，所以Ｐ不變
N 

(4)  2 � n 矩陣的 n 行數會跟著減 K，所以Ｐ要多減 10K 

(5) 最後Ｐ增加 �K - K - 6K - 6K . 10K� � 4K 

 

 

 

2.  『『『『同時增加同時增加同時增加同時增加』』』』行數與列數行數與列數行數與列數行數與列數：：：： 3 � 4、4 � 5、5 � 6、6 � 7矩陣的比較： 

 

起

始

步

次

數 

下

樓

梯

○2

次

數 

下

樓

梯

○1

次

數 

2 � n
矩陣 

上 

樓 

梯 

○1  

次 

數 

上 

樓 

梯 

○2  

次 

數 

返

始

步

次

數 

Ｐ
總

 

跟著變換的位置 a�	���	↔a		 �m � 3、4、5、6) 

3 � 4
矩陣 

1 0 1 
2 � 3 

（１→３） 
1 0 1 

2 - 0 - 5 -14 - 5 -0 - 2 � 28 

D○11 2 35 6 □109 □7
48
○1 E 

4 � 5
矩陣 

1 1 1 
2 � 3 

（１→３） 
1 1 1 

3 - 6 - 5 -14 - 5 -6 - 3 � 42 @F
A○19611

2712
3813

49
□18

5101516 17 □14 ○1   BG
C

 

5 � 6
矩陣 

1 2 1 
2 � 3 

（１→３） 
1 2 1 

4 - 12 - 5 -14 - 5 -12 - 4 � 56 @
FFF
A○29 2 37 8 913 14 15

4 510 1116 17
6121819 20 2125 26 22 □2827 □23

24
○1 B

GGG
C

 

6 � 7
矩陣 

1 3 1 
2 � 3 

（１→３） 
1 3 1 

5 - 18 - 5 -14 - 5 -18 - 8 � 70 @
FFA

○418152229
2916233036

31017243137
41118253238

51219263339

6132027
□40
□34

714212835
○1 B

GGC 
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                                        由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得由表格可以推得：：：：    

          有一矩陣，當我們『『『『同時增加同時增加同時增加同時增加』』』』其行數與列數其行數與列數其行數與列數其行數與列數時：  

          當列數與行數同時增加當列數與行數同時增加當列數與行數同時增加當列數與行數同時增加K，則： 

(1)  LＰ
起始步

也跟著加 K
Ｐ

返始步
也跟著加 KN 

(2)  O 下樓梯○2 次數也跟著加 K，所以Ｐ要多加 6K
上樓梯○2 次數也跟著加 K，所以Ｐ要多加 6KN 

(3)  O 下樓梯○1 不管是其移動次數不變，所以Ｐ不變

上樓梯○1 不管是其移動次數不變，所以Ｐ不變
N 

(4)  2 � n 矩陣的邊長 n不變，Ｐ亦不變 

(5) 最後Ｐ增加�K - K - 6K - 6K� � 14K 

3.  得知得知得知得知： 

(1) 當列數與行數同時-K時，會有相同的2 � n矩形 

(2) Ｐ
起始步

與Ｐ
返始步

只與列數增加有關

(當列數加 K，Ｐ
起始步

與Ｐ
返始步

也跟著加 K� 

(3) 上下樓梯○2 只與列數增加有關  

［當列數加 K，則上下樓梯○2 次數會加 1，所以Ｐ要多加 6K］ 

(4) 上下樓梯○1 不受列數或行數增加而影響 

(5) 2 � n矩陣會受列數或行數增加而影響： 

A. 『固定』列數，『增加』行數：當行數-K，則ｎ也會-K 

B. 固定行數增加列數：當列數-K，則ｎ也會-K 

C. 同時增加列數與行數：列數與行數同時-K，2 � n矩形不受影響 

4. [公式推導公式推導公式推導公式推導]： 

            設 m 為列數，n 為行數，m � 2，n � 3，且n � m         Ｐ
總

＝起始步＋下樓梯○2 ＋下樓梯○1 ＋２×ｎ矩陣＋上樓梯○1 ＋上樓梯○2 ＋返始步 

           ＝�m . 1� - 6 � �m . 3� - 5 - 10Hn . �m . 2�I . 16 - 5 - 6�m . 3� - �m . 1� 

           ＝�m - 6m . 10m - 6m - m� - 10n - H�.1� - �.18� - 5 - 20 - �.16� - 5 

             -�.18� - �.1�I 
     ＝4m - 10n . 24。 

5. 結論結論結論結論：：：： 

 

 

 

1. m � n矩陣�m P Q且 m R n�的最短路徑走法為： 

   起始步→下樓梯○2 →下樓梯○1 →2 � n矩陣→上樓梯○1 →上樓梯○2 →返始步 

2. m � n矩陣�m P Q且 m R n�的最少步數公式為：4m - 10n . 24。 
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二二二二、、、、 探討探討探討探討 n 階方階方階方階方陣的陣的陣的陣的�����↔�����    

(一一一一) 定義定義定義定義：：：：  

1. � � �基本變換型基本變換型基本變換型基本變換型 —— 變換規則：6 2 3
○1 5 64 7 ○8 7 →6 2 3

○8 5 74 6 ○1 7 

說明： 

A. 這邊的3 � 3基本變換型與前述的m � n矩陣不同，1 的位置不在a��而在a��主要是因為要配合推廣到n階方陣時所需，後面的舉例可看出原因。 

B. 3 � 3基本變換型為1 � 8。 

C. Ｐ � 18。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 起始步起始步起始步起始步 ——沿用 3 � n 矩陣［�a��� � �a9
�］ 

3. 返始步返始步返始步返始步 ——沿用 3 � n 矩陣［�a��� � �a9
�］ 

4. 下樓梯下樓梯下樓梯下樓梯○○○○2  ——沿用 4 � n矩陣［�a��� � �a9
�］ 

5. 上樓梯上樓梯上樓梯上樓梯○○○○2  ——沿用 4 � n矩陣［�a��� � �a9
�］ 

   

可得可得可得可得ｎｎｎｎ � ｎｎｎｎ矩陣矩陣矩陣矩陣固定走法固定走法固定走法固定走法 如下： 

 

 

(二二二二) � � �矩陣矩陣矩陣矩陣H�a��� � �a

�I走法與探討走法與探討走法與探討走法與探討：：：： 

1. 舉例： 

        $ � $矩陣走法（步數）分解： 

         原始型： 
@F
A 1 2 36 7 811 12 13

4 59 1014 1516 17 1821 22 19 2023 24BG
C
 

     目標：�a��� � �a))� 

     走法： 

最短路徑走法：起始步 → 下樓梯○2  → 3 � 3基本變換型 → 上樓梯○2  → 返始步 

     6 2 31 5 64 7 8 7 

 62 31 5 64 7 8 7  6 2 5 31 64 7 87  6 2 5 31 64 7 87  0 2 5 34 1 67 81  0 2 5 34 1 67 81  0 2 5 34 1 67 8 1 

 6 2 5 34 17 8 6 7  6 2 5 34 17 8 67  0 2 5 34 8 17 61  0 2 5 34 8 17 61  6 2 5 38 14 7 67  6 2 5 38 14 7 67 

 0 2 5 38 7 14 61  0 2 5 38 7 14 6 1  6 2 5 38 74 6 1 7  6 2 5 38 74 6 17  62 38 5 74 6 1 7  6 2 38 5 74 6 1 7 
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(1) 起始步： 

   
@F
A 1 2 36 7 811 12 13

4 59 1014 1517 1816 21 22 19 2023 24BG
C  �   

@F
A 2 31 7 86 12 13

4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2023 24BG
C

 

 

(2) 第一次下樓梯○2 ： 

      
@F
A 2 31 7 86 12 13

4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2023 24BG
C  �   

@F
A 2 7 36 812 1 13

4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2023 24BG
C

 

 

(3) 第二次下樓梯○2 ： 

     
@F
A 2 7 36 812 1 13

4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2023 24BG
C  �   

@F
A 2 7 36 8 1312 17

4 59 1014 1511 18 116 21 22 19 2023 24BG
C
 

 

(4) 3 � 3基本變換型： 

    
@F
A 2 7 36 8 1312 17

4 59 1014 1511 18 116 21 22 19 2023 24
 
BG
C

 → … →

@F
A 2 7 36 8 1312 17

4 59 1014 1511 18 2416 21 22 19 2320 1
  

BG
C

 

 

(5) 第一次上樓梯○2 ： 

      
@F
A 2 7 36 8 1312 17 24

4 59 1014 1511 1816 21 22 19 2320 1 BG
C  �  

@F
A 2 7 36 812 24 13

4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2320 1 BG
C

 

 

(6) 第二次上樓梯○2 ： 

      
@F
A 2 7 36 24 812 13

4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2320 1 BG
C  �  

@F
A 2 324 7 86 12 13

4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2320 1 BG
C

 

 

(7) 返始步： 

    
@F
A  

24 2 37 86 12 13
4 59 1014 1511 17 1816 21 22 19 2320 1 BG

C  �  
@F
A  

24 2 36 7 811 12 13
4 59 1014 1516 17 1821 22 19 2320 1 BG

C
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2. 表格統整表格統整表格統整表格統整    —— � � �、、、、* � *、、、、$ � $矩陣矩陣矩陣矩陣的比較的比較的比較的比較： 

                                可可可可推得推得推得推得：：：：    

                      �� - �� � �� - ��矩陣矩陣矩陣矩陣會比會比會比會比� � �矩陣矩陣矩陣矩陣多一步起始步與返始步和一個下樓梯多一步起始步與返始步和一個下樓梯多一步起始步與返始步和一個下樓梯多一步起始步與返始步和一個下樓梯○2     

                                                                                            與與與與上樓梯上樓梯上樓梯上樓梯○2 ，，，，皆有皆有皆有皆有一一一一個個個個� � �基本變換型基本變換型基本變換型基本變換型。。。。 

        [公式推導公式推導公式推導公式推導]：：：：  

            假設有一個n � n�n � 3�矩陣，則有(ｎ.3)個上、下樓梯○2 。 

        Ｐ
總

＝起始步→下樓梯○2 →3 � 3基本變換型→上樓梯○2 →返始步 

            ＝ �n . 1� - 6 � �n . 3� - 18 - 6 � �n . 3� - �n . 1� 

            ＝ 14n . 20。 

 

(三) 結論結論結論結論 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

起 

始 

步 

次 

數 

下

樓

梯 

○2

次

數 

3 � 3 

基 

本 

型 

次 

數 

上 

樓 

梯 

○2  

次 

數 

返 

始 

步 

次 

數 

Ｐ
總

 
跟著變換的位置 a�
���
↔a
�
��� 

(ｎ� 3) 

3 � 3 

矩陣 
2 0 1 0 2 

2 - 0 - 18 - 0 - 2 � 22 @F
A ○8 2 34 5 □7

□6 ○1 BG
C

 

4 � 4 

矩陣 
3 1 1 1 3 

3 - 6 - 18 - 6 - 3 � 36 @F
A○1 2 35 6 79 1013 11

□14
48

□12
○15 BG

C
 

5 � 5 

矩陣 
4 2 1 2 4 

4 - 12 - 18 - 12 - 4 � 50 

@
FFF
FA
○24 2 36 7 811 12 13

4 59 1014 15
16 17 1821 22 19 □23

□20 ○1 B
GGG
GC
 

一個 n � n 矩陣，若�a���與�a

�兩數對調，則 

1. 最短路徑走法為：起始步→下樓梯○2 →3 � 3基本型→上樓梯○2 →返始步。 

2. 最短走法的移動步數為 14n . 20。 

3. 跟著變換的位置為a�
���
↔a
�
���(n � 3)。 
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三三三三、、、、 探討探討探討探討ｍｍｍｍ××××ｎｎｎｎ矩陣的矩陣的矩陣的矩陣的點對稱點對稱點對稱點對稱倒轉倒轉倒轉倒轉    

(一) 定義：利用固定規律將矩陣旋轉成點對稱點對稱點對稱點對稱。 

本研究中我們定義點對稱點對稱點對稱點對稱倒轉倒轉倒轉倒轉是將矩陣內所有將矩陣內所有將矩陣內所有將矩陣內所有�ST與與與與���
��S���
��T�對調對調對調對調， 

例如：在3 � 5 的矩陣中，一口氣將a��↔a9)、a��↔a9=、a�9↔a99、a�=↔a9�、 

      a�)↔a9�、a��↔a�)、a��↔a�=，a�9不變，如圖例： 

0a��a��a9�
a��a��a9�

a�9a�9a99
a�=a�=a9=

a�)a�)a9)1→0a9)a�)a�)
a9=a�=a�=

a99a�9a�9
a9�a��a��

a9�a��a��1 

我們只判斷m � n矩陣(m R n�倒轉的可行性可行性可行性可行性， 

倒轉走法及步數推導我們目前沒有研究結果。 

走法及步數推導在 n 階方陣的點對稱倒轉(下個探討主題)有詳細說明，在這邊只用： 

外圈外圈外圈外圈 �UV° 旋轉旋轉旋轉旋轉 —— 變換規則：0 � � �* $ 8J U1  0U J8 $ *� � � 1 

 

(二) 『可倒轉性』推導： 

1. 2 � n矩陣： 

(1) 2 � 3矩陣： 

       " 2 31 4 5#  " 2 31 4 5#  "2 31 4 5#  "2 31 4 5 #  "2 3 51 4 #  "2 3 51 4#  " 2 3 51 4# 

      " 3 52 1 4#  "3 52 1 4#  "3 52 1 4 #  "3 5 42 1 #  "3 5 42 1#  " 3 5 42 1#  " 5 43 2 1# 

      "5 43 2 1#  "5 43 2 1 # 

(2) 2 � 4矩陣： 

            " 1 2 3 45 6 7#  " 2 3 4 71 5 6#  "3 4 7 62 1 5#  … "7 6 54 3 2 1 # 

(3) 結論［由(1)、(2)可推出］：      2 � n矩陣皆可點對稱倒轉，且倒轉走法皆只運用到外圈外圈外圈外圈 �UV° 旋轉旋轉旋轉旋轉      2 � n矩陣點對稱倒轉的步數為：n�2n . 1�  

說明： 

A. n為先將 1 移到最下方再移至最右方所需步數。 

B. �2n . 1�為將最外圍的數字各移動一格所需步數 

 

2.  3 � n矩陣： 

(1) 3 � 4矩陣： 

 0 15 269
3710

48111  0215
36 479

811101  0321
46 875

11109 1→…→01184
1063

972 51 1 失敗 

(2) 3 � 5矩陣： 

 0 16 2711
3812

4913
510141  0216

37 4811
5912

1014131  0321
476

58 10911
1413121→…→014105

1374
1283

1192 61 1  失敗 
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(3) 從3 � 4矩陣、3 � 5矩陣可推出： 

外圈180° 旋轉完之後，內圈只剩下1 � 2 矩陣與 1 � 3 矩陣，從之前m � n矩陣的操作發現，

在矩陣中如果要兩個數字互換，就必定會互換另外兩個數字，所以3 � 4 矩陣、3 � 5 矩陣倒

轉時，內圈無法找到另外 2個數字一起互換，故無法完整倒轉。 

 

(4) 3 � 6矩陣： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5) 3 � 7矩陣： 

      0 18 2915
31016

41117
51218

61319
714201   �  020147

1996
18105

17114
16123 132

1581 1  �  020147
18196

16175
13
4

1293
11102

1581 1 
    020147

18196
16175 134

1293
11102

1581 1  020147
18196 175

16134
1293

11102
1581 1  020147

18196
17
5

16134
1293

11102
1581 1 

    020147
18196

17135
16
4

1293
11102

1581 1  020147
18196

17135
1694

12
3

11102
1581 1  020147

18196
17135

1694 123
11102

1581 1 

    020147
18196

17135 94
16123

11102
1581 1  020147

18196
17135

9
4

16123
11102

1581 1  020147
18196

17135
9124

16
3

11102
1581 1 

    020147
18196

17135
9124

16103
11
2

1581 1  020147
18196

17135
9124

16103 112
1581 1  020147

18196
17135

9124 103
16112

1581 1 

    020147
18196

17135
9124

10
3

16112
1581 1  020147

18196
17135

9124
10113

16
2

1581 1  �  020147
19136

18125
17114

9
3

10162
1581 1 

    020147
19136

18125
17114

9163
10
2

1581 1  020147
19136

18125
17114

9163 102
1581 1  020147

19136
18125

17114 163
9102

1581 1 

 017126
15165

1484 93
11102

1371 1  017126
15165

1484
1193 102

1371 1  017126
15165

1484
1193

10
2

1371 1  017126
15165

1484
11
3

1092
1371 1 

 017126
15165

8114
1493

10
2

1371 1  017126
15165

8114
1493 102

1371 1  017126
15165

8114 93
14102

1371 1  017126
15165

8114
9
3

14102
1371 1 

 017126
15165

8114
9103

14
2

1371 1  017126
15165

8114
9103 142

1371 1  017126
15165

8114 103
9142

1371 1  017126
15165 114

8103
9142

1371 1 

 017126 165
15114

8103
9142

1371 1  017126
16
5

15114
8103

9142
1371 1  017126

16115
15
4

8103
9142

1371 1  017126
16115

15104
8
3

9142
1371 1 

 017126
16115

15104
8143

9
2

1371 1  017126
16115

15104
8143 92

1371 1  017126
16115

15104 143
892

1371 1  017126
16115

15104
14
3

892
1371 1 

 017126
16115

15104
1493

8
2

1371 1  017126
16115

15104
1493 82

1371 1  017126
16115

15104
1493

1382 71 1 

0 17 2813
3914

41015
51116

612171   �  017126
1685

1594
14103 112

1371 1   017126
1685

1594
14103

11
2

1371 1  017126
1685

1594
14
3

11102
1371 1 

 017126
1685

15
4

1493
11102

1371 1  017126
16
5

1584
1493

11102
1371 1  017126 165

1584
1493

11102
1371 1  017126

15165 84
1493

11102
1371 1 

 017126
15165

1484 113
1092

1371 1  017126
15165 84

14113
1092

1371 1  017126
15165

8
4

14113
1092

1371 1  017126
15165

8114
14
3

1092
1371 1 
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    020147
19136

18125
17114

16
3

9102
1581 1  020147

19136
18125

17114
16103

9
2

1581 1  020147
19136

18125
17114

16103 92
1581 1 

    020147
19136

18125
17114

16103
1592 81 1 

 

(6) 結論［由(1)～(6)可推出］： 

 3 � n矩陣屬於可點對稱倒轉的矩陣時： 

則n � 4t - 2 或 4t - 3，t為正整數。 

說明： 3 � n矩陣內圈為1 � n矩陣，其內圈無法 �UV°    旋轉旋轉旋轉旋轉，故走法與其他矩陣及

正方形矩陣倒轉法不同。 

 

3. 4 � n矩陣： 

(1) 4 � 5矩陣： 4 � 5矩陣內圈為2 � 3矩陣，但2 � 3 矩陣這時已是第一內圈，有6個數字，也就是有3對，我

們由上述操作推知，當第一內圈倒轉時為奇數對時，將無法完整倒轉，故4 � 5矩陣無法倒轉。 

 

(2) ４×６矩陣： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3) 結論［由(1)、(2)可推出］：  4 � n矩陣屬於可點對稱倒轉的矩陣時，n必為偶數n � 2t - 4，且t 為正整數。 

 

 

 

 

 

 

    6 1713
281419

391520
4101621

5111722
61218237  �  62318126

228145
219154 10163

2011172
191371 7  62318126

228145
219154

10
163

2011172
191371 7  �  62318126

2214155
218164

109173
20
112

191371 7 

 62318126
2214155

218164
10
173

209112
191371 7  62318126

2214155
218164 10173

209112
191371 7  62318126

2214155
218164

2010173 9112
191371 7  62318126

2214155
218164

2010173
9

112
191371 7 

 62318126
2214155

218164
20
173

910112
191371 7  �  62318126

2215165
2114174

208113
9

102
191371 7  62318126

2215165
2114174

208113 9102
191371 7  62318126

2215165
2114174 8113

209102
191371 7 

 62318126
2215165

2114174
8

113
209102

191371 7  �  62318126
2216175

2115114
814103

20
92

191371 7  62318126
2216175

2115114
8

103
201492

191371 7  62318126
2216175

2115114 8103
201492

191371 7 

 62318126
2216175

2115114
208103 1492

191371 7  62318126
2216175

2115114
208103

14
92

191371 7  62318126
2216175

2115114
20
103

14892
191371 7  �  62318126

2217115
2116104

201593
14
82

191371 7 

 62318126
2217115

2116104
201593 1482

191371 7  62318126
2217115

2116104
201593

191482 1371 7 
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4. 5 � n矩陣： 

(1) 5 � 6矩陣： 5 � 6矩陣內圈為3 � 4矩陣，因為 3 � 4矩陣無法倒轉，故 5 � 6矩陣也無法倒轉。 

(2) 5 � 7矩陣： 5 � 7矩陣內圈為3 � 5矩陣，因為 3 � 5矩陣無法倒轉，故5 � 7矩陣也無法倒轉。 

(3) 5 � 8矩陣：  5 � 8矩陣內圈為3 � 6矩陣，但3 � 6矩陣這時已是第一內圈，有 14個數字，也就是有7對，

我們由上述操作推知，當第一內圈倒轉時為奇數對時，將無法完整倒轉，故5 � 8矩陣無法 

倒轉。 

(4) 5 � 9矩陣： 5 � 9矩陣內圈為3 � 7矩陣，但3 � 7矩陣這時已是第一內圈，有16個數字，也就是有8對，我

們由上述操作推知，當第一內圈倒轉時為偶數對時，即可完整倒轉，故5 � 9矩陣可完整倒轉。 

(5) 結論［由(1)～(4)可推出］： 5 � n矩陣屬於可點對稱倒轉的矩陣時：n為5 - 4t，t 為正整數。 

 

5. 推廣m � n矩陣： 

          從6 � n矩陣開始我們可以直接從矩陣的內圈判斷哪種矩陣可倒轉： 

          例： 

(1) 6 � 7矩陣的內圈為4 � 5矩陣，4 � 5矩陣內圈為2 � 3矩陣，2 � 3矩陣為3對(奇數對)， 

由此可知6 � 7矩陣無法無法無法無法倒轉。 

(2) 6 � 8矩陣的內圈為4 � 6矩陣，4 � 6矩陣內圈為2 � 4矩陣，2 � 4矩陣為4對(偶數對)， 

由此可知6 � 8矩陣可可可可倒轉。 

(3) 7 � 8矩陣的內圈為5 � 6矩陣，因此7 � 8矩陣無法無法無法無法倒轉。 

(4) 7 � 11矩陣的內圈為5 � 9矩陣，因此7 � 10矩陣可可可可倒轉。 

以此類推以此類推以此類推以此類推，，，，我們可從我們可從我們可從我們可從偶數偶數偶數偶數矩陣最內圈的矩陣最內圈的矩陣最內圈的矩陣最內圈的� � �矩陣或矩陣或矩陣或矩陣或奇數矩陣奇數矩陣奇數矩陣奇數矩陣倒數第三倒數第三倒數第三倒數第三圈的圈的圈的圈的$ � �矩陣判斷能矩陣判斷能矩陣判斷能矩陣判斷能

否倒轉否倒轉否倒轉否倒轉。。。。    

    

6. 結論： 

            當m � n矩陣屬於可點對稱倒轉矩陣時： 

(1) m為 2，則 n 為t - 2，t 為正整數。 

(2) m 為 3，則n為4t - 2或4t - 3，t 為正整數。 

(3) m � 4的偶數，則 n 為m - 2t，t 為正整數。 

(4) m � 5的奇數，n 為m - 4t，t 為正整數。 
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四四四四、、、、 探討探討探討探討 n 階方陣點對稱倒轉階方陣點對稱倒轉階方陣點對稱倒轉階方陣點對稱倒轉：：：：    

(一) 定義：利用固定規律將矩陣旋轉成點對稱點對稱點對稱點對稱，並找出步數。    

所謂點對稱倒轉是將矩陣內所有a��與a�

�����

����對調，如前述m � n矩陣所定義。 

定義定義定義定義：：：：    

1. 外圈外圈外圈外圈 �UV° 旋轉旋轉旋轉旋轉 —— 變換規則：舉例 / 0 1 2 34 5 67 81  08 76 5 43 2 1 1    

說明： 

(1) 外圈 180° 旋轉為將 n 階方陣外圈每一個數字由a�
����做逆時針持續移動 

，使得a��移動至a

。 

(2) Ｐ � 2�n . 1��4n . 5�。 

A. 2�n . 1�為先將a��移到a
�再移至a

。  

B. �4n . 5�為將最外圈的每一個數字移動一格所需的步數。 

            走法 /以3 � 3為例：0 1 2 34 5 67 81  08 76 5 43 2 1 1 

2. 左旋左旋左旋左旋 —— 變換規則：舉例 / "a bc #  " b ca#    

說明： 

(1) Ｐ � 5。 

(2) 將 a 以逆時針旋轉方式移至右下角。 

走法 / "a bc #  " a bc#  " ba c#  "ba c #  "b ca #  " b ca# 

3. 右旋右旋右旋右旋 —— 變換規則：舉例 / "a bc #  " c ab#    

說明： 

(1) Ｐ � 3。 

(2) 將ａ以順時針旋轉方式移至右上角。 

                     走法 / "a bc #  "ac b #  " ac b#  " c ab# 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

a�� a�
 

a
� a

 

外圈 

第一內圈 

第二內圈 

    Y 
a�� a��
���

a�
���� a�
����
��� 
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(二) 走法及步數推導：    

1. 2 � 2矩陣：    

            Ｐ � 6。 

          走法 / " 1 23#  " 21 3#  "21 3 #  "2 31 #  " 2 31#  " 32 1#  "32 1 # 

    

2. ３� ３矩陣：    

            Ｐ � 28。 

    走法 / 0 1 2 34 5 67 81  02 3 61 5 84 71  03 6 82 5 71 4 1  �  08 76 5 43 2 1 1 

        

3. 4 � 4矩陣：    

           走法：我們用分解步驟來解釋： 

(1) 將4 � 4 矩陣作外圈 180° 旋轉，如下圖： 

             6 1 25 6 3 47 89 1013 11 1214 157  �  D1512 6 14 137 98 104 3 11 52 1 E 

(2) 我們發現第一行及第四列皆已到所對應的位置，除了第一列及第四行為了調整

內圈的2 � 2 矩陣所以還未完成。 

(3) 接著我們把a��與上面空格互換，然後把中間2 � 2矩陣的外圈每一個數字做順

時針旋轉移動一格，如下圖： 

            615 612 14 137 98 104 3 11 52 1 7  �  615 612 10 14 1398 114 3 7 52 1 7 

(4) 然後把"a�� a�9a�� # 左旋Z[\ "a�9 a��a��#，也就是" 6 1410 # 左旋Z[\ "14 106 # 

(5) 重複步驟 3。615 1412 10 136 98 114 3 7 52 1 7  �  615 1412 11 10 1398 74 3 6 52 1 7 

(6) 將空格移到a�=，步驟完成。 

           分析： 

           從4 � 4矩陣中： 

            Ｐ
總

� 2�4 . 1��4 � 4 . 5� . 2 - 1 - □3 - ○5 - □3 - 1 - 1 

                � 66 - 2 � □3 - ○5 - 1 � 78 

           其中2 � □3 為2 � 2走法及步數。 

 

4.     5 � 5矩陣：    

走法：我們一樣用分解步驟來解釋： 



24 

 

(1) 將 5 � 5 矩陣作外圈 180° 旋轉，如下圖： 

             

@F
A 1611

2712
3813

4914
5101516 17 18 19 2021 22 23 24BG

C  �  
@F
A242015105

23712174
22 21  8   9 1613183
14192

1161 BG
C

 

(2) 我們發現第一行及第五列皆已到所對應的位置，除了第一列及第五行為了調整

內圈的3 � 3 矩陣所以還未完成。 

(3) 接著我們把a�9與上面空格互換，把中間3 � 3矩陣的外圈每一個數字做順時針

旋轉移動一格，如下圖： 

            

@F
A242015105

23712174
8 22 21    9 1613183

14192
1161 BG

C  �  
@F
A 

242015105
231217184

8 22 21  7 1613193
9142

1161 BG
C

 

(4) 然後把"a�9 a�=a�9 # 左旋Z[\ "a�= a�9a�9#，也就是"8 227 # 左旋Z[\ "22 78# 

(5) 重複步驟 3。

@F
A 

242015105
231217184

22 7 21  8 1613193
9142

1161 BG
C  �  

@F
A 

242015105
231718194

22 7 21  12 1613143
892

1161 BG
C

 

(6) 然後把"a�9 a�=a�9 # 右旋Z[\ "a�9 a�9a�=# ，也就是 "22 712 # 右旋Z[\ "12 227 # 

(7) 重複步驟 3。

@F
A242015105

231718194
12 22 21  7 1613143

892
1161 BG

C  �  
@F
A242015105

231819144
12 22 21  17 161393

782
1161 BG

C
 

(8) 重複步驟 4。"12 2217 # 左旋Z[\ "22 1712# 

(9) 重複步驟 3。

@F
A 

242015105
231819144

22 17 21  12 161393
782

1161 BG
C  �  

@F
A242015105

23191494
22 17 21  18 161383

1272
1161 BG

C
 

(10) 將空格將移到a�)，步驟完成。 

分析： 

             (1) 從5 � 5走法中發現， Ｐ
總

� 2�5 . 1��4 � 5 . 5� . 2 - 1 - □7 - ○5 - □7  

                                                                                             -◇3 - □7 - ○5 - □7 - 1 - 1 

                                       � 120 - 4 � □7 - 2 � ○5 - 1 � ◇3 - 1 

                                       � 162 

          (2) 其中4 � □7 為3 � 3走法及步數 

          (3) 由4 � 4及5 � 5的走法中發現 

                a

 � 2�n . 1��4n . 5� -5�n . 3� - 3�n . 4�-a�
����
���- 1 。其中當正 

                方形矩陣邊長大於 3 時，可將正方形矩陣分為外圈與內圈兩個正方形，此 

                時走完最外圈時，內圈的正方形的邊長為外圈邊長減 2，但在移動時，必 

                先移出一個數字，讓內圈正方形行矩陣移動一格，再移回去，由此發現 
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                5�n . 3� - 3�n . 4�，又因內圈的正方形的邊長為外圈邊長減 2 所以發現 

                a�
����
���，但計算結果4 � 4、5 � 5皆與實際值差 1，所以先-1(下段討論) 

 

5.     6 � 6矩陣：                              Ｐ � 292。 

(1) 走法：外圈為6 � 6矩陣，將外圈做 180° 旋轉後，內圈為4 � 4矩陣。 

這時就像5 � 5矩陣狀況一樣，內圈雖然是3 � 3矩陣，但所對應的位置不對 

，我們必須比4 � 4矩陣再多做 3 次左旋-2 次右旋才能完成點對稱倒轉。 

 

            分析： 

            從6 � 6走法中發現， Ｐ
總

� 190. 2 - 1 - 1 - 1- 3 - 5 - 3 - 1 - 11 - 5 

                                     -11 - 3 - 11 - 5 - 11 - 3 - 11 - 5 - 11- 1 - 1 
 

                       � 190 -2 � 3 - 1 � 5 - 1 - 6 � 11-3 � 5 - 2 � 3- 3 

                              � 292 

 

6.     7 � 7矩陣：                              Ｐ � 470。    

(1)  走法：外圈為7 � 7矩陣，將外圈做 180° 旋轉後，內圈為5 � 5矩陣。    

我們必須比5 � 5矩陣再多做 4 次左旋-3 次右旋才能完成點對稱倒轉。 

                                                分析： 

(1) 從7 � 7走法中發現，  Ｐ
總

� 276. 2 - 1 - 1 - 1- 7 - 5 - 7 - 3 - 7 - 5 - 7 - 1 - 15 - 5 - 15 

        -3 - 15 - 5 - 15 - 3 - 15 - 5 - 15 - 3 - 15 - 5 - 15- 1 - 1 

     � 276 -4 � 7 - 2 � 5 - 1 � 3 - 1 - 8 � 15-4 � 5 - 3 � 3- 3 
     � 470 

(2) 其中算式內的.2 - 1 - 1 - 1為先將空格移動到最內圈的正方形矩陣的右

上角的左邊一格，接下來與�n . 2��n . 2�矩陣相同，然後依照 �4 � 4��5 � 5�討論的方式走到最後兩步即+1+1，再將空格移動到指定位置。 

(3) 其中.2的理由是外圈的 180° 旋轉我們不需要將空格走到a�<，只需要走到a�)，所以少 2 步。 

(4) 由上推導後，得公式： 

A. 當 n 為偶數且n � 4， a

 � 2�n . 1��4n . 5� - 5�n . 3� - 3�n . 4� -n . 3- a�
����
��� 
B. 當 n 為奇數且n � 5， 

   a

 � 2�n . 1��4n . 5� - 5�n . 3� - 3�n . 4� -n . 4- a�
����
��� 
(三) 找出一般項公式：  
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1. 當 n 為偶數且n � 4， 

因為 a

 � 2�n . 1��4n . 5� - 5�n . 3� - 3�n . 4� - n . 3 - a�
����
��� 

令n � 2k代入 

則a

 � a��^���^�  

      � 2�2k . 1��8k . 5� - 5�2k . 3� - 3�2k . 4� - 2k . 3 - a��^�����^��� 

      � 32k� . 18k . 20 - a��^�����^��� 

 

        a�� � 6 

        a== � 32 � 2� . 18 � 2 . 20 - a�� 

   a:: � 32 � 3� . 18 � 3 . 20 - a== 

    Y           Y  

＋� a��^���^� � 32 � k� . 18 � k . 20 - a��^�����^��� /  a

 � a��^���^� 

      � 32_2� - 3�＋ � ＋k�` . 9_k＋2`�k . 1� . 20�k . 1�＋6 

      � 32 � "^�^
����^
��9 . 1# . 9�k� - k . 2� . 20k - 20 - 6 
      � �:^�^
����^
��9 . 9k� . 29k＋12 
      � 9�^a
��^b�<�^
9:9  

2. 當 n 為奇數且n � 5， 

因為a

 � 2�n . 1��4n . 5� - 5�n . 3� - 3�n . 4� - n . 4 - a�
����
��� 

    令n � 2t - 1代入 

    則a

 � a��c
����c
��  

          � 2 � 2t�8t . 1� - 5�2t . 2� - 3�2t . 3� - 2t . 3 - a��c�����c��� 
          � 32t� - 14t . 22 - a��c�����c��� 

 

             a99 � 28 

             a)) � 32 � 2�＋14 � 2 . 22＋a99 

             a<< � 32 � 3�＋14 � 3 . 22＋a)) 

             Y           Y      

  ＋� a��c
����c
�� � 32 � t�＋14 � t . 22＋a��c�����c��� 

    / a

 � a��c
����c
��  

          � 32_2� - 3�＋ � ＋t�`＋7�t - 2��t . 1� . 22�t . 1�＋28 

          � �:c�c
����c
��9 ＋7t� . 15t＋4 

          � 9�ca
:dcb��dc
��9     
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伍伍伍伍、、、、    研究結果研究結果研究結果研究結果    

一一一一、、、、    在探討ｍ×ｎ矩陣的�a��� � �a	
�過程中，我們得到下列結果：    

(一) 若�a��� � �a�
�，則可得到： 

1. 當n � 2時屬較特殊情況，有專屬走法，不具一般性。 

2. 最短路徑走法為�n . 3�次右移→2 � 3基本變換型○1 →�n . 3�次左移。 

3. 最短路徑走法的移動步數為 10n . 16。 

4. 跟著變換的位置為a��
��� � a��
����n � 3�。 

 

(二) �a��� � �a�
�與�a��� � �a�
�比較：    

1. 走法不變，但需換成2 � 3變換基本型○2 。    

2. 最短路徑走法的移動步數與跟著變換的位置相同。    

    

(三) 在�a��� � �a9
�，我們換掉「右移」、「左移」走法， 

改為「起始步」、「下樓梯○1 」、「上樓梯○1 」、「返始步」。 

1. 最短路徑走法為：起始步→下樓梯○1 → 2 � �n . 1�矩陣→上樓梯○1 →返始步。 

2. 最短路徑走法的移動步數為 10n . 12。 

3. 跟著變換的位置為a��
��� � a9�
��� �n � 4�。 

 

(四) 在�a��� � �a=
�中，我們最後增加「下樓梯○2 」、「上樓梯○2 」兩種步法，得到：    

1. 最短路徑走法為：起始步→下樓梯○1 →下樓梯○2 →２×�n . 2�矩陣→上樓梯○2  

                      →上樓梯○1 →返始步。 

2. 最短路徑走法的移動步數為 10n . 8。 

3. 跟著變換的位置為a9�
���↔a=�
����n � 5�。 

 

(五) 從上述可發現： 

1. 若我們固定列數，逐一增加行數，則步數為等差，公差是 10。 

2. 若我們固定行數，逐一增加列數，則步數為等差，公差是 4。 

 

(六) 結論： 

1. 當m � 3 且 n � 4 時，�a��� � �a	
�的最短路徑走法為： 

(1 次)起始步→�m . 3�次下樓梯○2 →(1 次)下樓梯○1 →2 � �.m - n - 2�矩陣 

→(1 次)上樓梯○1 →�m . 3�次上樓梯○2 →(1 次)返始步。 

2. 最短路徑走法的移動步數為 4m - 10n . 24。 

3. 跟著變換的位置為a	�
���↔a�	����
���。 

4. 若假設在ｍ×ｎ矩陣中，我們要互換的位置並非�a��� � �a	
�，例如我們只要 �a��� � _a�	����
���`，則我們只需要用�m . 1� � �n . 2�矩陣來去做走法移動

及步數計算，第 m 列和第 n . 1 行、第 n 行都不需要變動。 

5. 我們的探討都是以m P n，若需要m e n，只需要做簡單的行列互換來調整走法。 
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二、在探討 n 階方陣的�a��� � �a

�過程中，我們得到下列結果： 

(一) 最短路徑走法為：�n . 1�次起始步→�n . 3�次下樓梯○2 →3 � 3基本型 

                              →�n . 3�次上樓梯○2 →�n . 1�次返始步。 

 

(二) 最短路徑走法的移動步數為 14n . 20。 

 

(三) 跟著變換的位置為a�
����
���↔a
�
����n � 3�。(與m � n矩陣的變換位置不同)。 

 

三、在探討m � n矩陣的點對稱倒轉的可行性時，我們得到下列結果： 

可完整點對稱倒轉須滿足下列任一情況： 

(一) m為 2，則 n 為t - 2，t 為正整數。。 

(二) m 為 3，則n為4t - 2或4t - 3，t 為正整數。 

(三) m � 4的偶數，則 n 為m - 2t，t 為正整數。 

(四) m � 5的奇數，則 n 為m - 4t，且 t 為正整數。 

 

四、在探討 n 階方陣點對稱倒轉時，我們得到下列結果： 

(一) 走法： 

1. 先做外圈的 180° 旋轉。 

2. 但只將空格移到a��
���，與a��
���的數字對調。 

3. 開始利用【�n . 3�次的左旋】、【第一內圈的外圈每個數字做順時針旋轉移動一

格】、【�n . 4�次的右旋】來調整第一內圈。 

4. 再將空格移到a��
�9�，與a9�
�9�的數字對調。 

5. 再利用【�n . 5�次的左旋】、【第二內圈的外圈每個數字做順時針旋轉移動一 

格】、【�n . 6�次的右旋】來調整第二內圈。。 

6. 以此類推，直到所有內圈調整到所對應的位置，再將空格移到a�
。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

外圈 

第一內圈 

第二內圈 

    Y 

a�� a�
 

a
� a

 

a�� a��
���

a�
���� a�
����
��� 
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(二) 步數： 

對n � n矩陣： 

1. 當 n 為偶數且n � 4時，令 n=2k，k 為正整數。 

則步數� a��^���^� � 9�^a
��^b�<�^
9:9  

2. 當 n 為奇數且n � 5時，令 n � 2t - 1，t 為正整數。 

則步數� a��c
����c
�� � 9�ca
:dcb��dc
��9  

 

 

陸陸陸陸、、、、    討論討論討論討論    

一、研究過程中遇到的難題： 
(一) 雖然本研究的走法是我們經操作後得到的最快速走法，但到目前為止我們無法去證

明是否為最快速的走法。我們在網路上搜尋到的一些相關資料都是博碩士論文，太

過深奧，我們都還沒有具備足夠的知識。 
 

(二) m � n矩陣的最短走法步數為4m - 10n . 24，n階方陣的最短走法步數為14n . 20 
。而方形屬於矩形的一種，但為何在4m - 10n . 24代入m � n卻差了 4 步，難道是

走法設計不夠廣義嗎？還是兩種本身就是無法等同呢？ 

 

(三) 在探討m � n矩陣的點對稱倒轉時，我們雖然找出了『可行性』，但是還是找不到規

律走法來深入探討。 
 

(四) 在探討 n 階方陣點對稱倒轉時，我們有找出了步數的公式，但我們必須分成奇數階

的方陣跟偶數階的方陣，兩種走法其實都相同，但是步數公式卻無法統一。 

 

二、未來可繼續發展的動向： 
(一) 將走法精簡化： 

雖然我們找出了很多種不同的走法來因應不同位置的互換，但因為我們本研究強調

的是『規律性』，所以到目前為止我們還沒有辦法把某些步法調整成同種類。 

或許以後在把這研究當基礎之下，可以發展出更簡單也具規律性的走法。 

 

(二) 將互換「複數」化： 

我們在 1 對 1 的互換上面已經研究的很完整，原本是有想研究 2 對 2 的互換，但時

間上不夠充裕，有做一點嘗試，但是並沒有找出規律走法，不過這應該可留待將來

繼續發展。 
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(三) 一個隨機智慧拼圖判斷合理性： 

在本研究中我們觀察出只要一組數字對調，則必有另一組數字也必須對調， 

我們也應用了這個觀念去判斷了m � n矩陣點對稱倒轉的『可行性』。 

所以若是我們去寫一個簡單程式，讓矩陣內的數字由 1 開始不重複的隨機放入某個

位置(像”賓果遊戲”那樣，但須空出一個空格)，那麼能否不靠操作就判斷出這個矩

陣是否可將數字照順序排列呢？ 

 

(四) 如果互換能更「多數化」，那以後應該能發展出一套智慧拼圖法則： 

根據圖片的相關位置就能找出最短路徑走法。 

 

(五) 探討出規律走法來操作m � n矩陣的點對稱倒轉。 

 

(六) 將 n 階方陣點對稱倒轉的步數公式合併成一個公式。 

 

柒柒柒柒、、、、    結論結論結論結論    

拼圖已經是一種歷史悠久的東西了，很多相關性的討論也都被研究的差不多了，但我們

還是樂在其中，我們透過設計走法，來找尋「規律的美」、「等差的力」。我們從一對一互換的

單打獨鬥，到最後再來個「乾坤大挪移」，利用遞迴推導出大挪移秘笈。『『『『從小地方找到數學從小地方找到數學從小地方找到數學從小地方找到數學』』』』

是我們做完研究後的最大感想，希望我們以後可以一直抱著這種熱衷態度繼續「玩」數學。 

 

捌捌捌捌、、、、    參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他    

一、國中數學第四冊 

二、一個智慧拼圖小遊戲的網站：http://i-gameworld.com/games/gc408.php 



【評語】030415 

此作品探討益智拼盤遊戲中牌子調換所需的最少步

數，雖有策略分析，但具體研究成果稍顯不足。 
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