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摘要摘要摘要摘要    

 

「數字天平」常出現數學益智題目裡，或當作數學競賽訓練題，但本研究的數字天平是採用

新的條件，此題於 2011 年 1 月在某研討會被提出來，當日與會者沒有人解出，題目如下： 

 

一個天平支點的左右兩側，每隔一個單位長各設一個掛勾，今有n 個砝碼，其重量分別是

n,...,3,2,1 個單位重，設定條件如下： 

 

1.n 個砝碼都必須要被掛上 

2.每個掛勾下最多最多最多最多只能掛一個砝碼， 

3.不考慮掛天平本身、掛勾及掛勾下細繩的重量。 

 

在天平力矩平衡的情況下，設支點左側掛有砝碼的最長力臂為 L ， 

                          支點右側掛有砝碼的最長力臂為 R ，  

規定符號 },...,3,2,1{: nWn ，其 RL + 的最小值記作 )( nWR 。 

問 RL + 的最小值為何。 

 

本研究得到的結論有二個部份，第一部份為： 

1. 3)( 2 =WR ， 6)( 3 =WR ， 5)( 4 =WR 。 

2.當 5≥n ， nWR n =)( 。 

第二部份是研究重量一般化的情形，探索了任意 n 個相異整數重量的砝碼，得到 RL + 最小值

大於n 單位長的一些充份條件。 
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1111、、、、    前言前言前言前言    
1.1 問題的來源問題的來源問題的來源問題的來源    

    

2011 年 1 月 7 日，指導老師參加了「資優教育在職教師專業發展研習班」研習，與會的老

師們討論完授課講義第 44 頁的題目後(請見附錄 A)，授課教授另外出了題目給老師們挑戰：： 

問題問題問題問題 1111 一個天平支點的左右兩側，每隔一個單位長各設一個掛勾，今有n 個重量相異砝碼，

其重量分別是 n,...,3,2,1 個單位重，設定條件如下： 

        1.n 個砝碼都必須要被掛上 

        2.每個掛勾下最多最多最多最多只能掛一個砝碼， 

        3.不考慮掛天平本身、掛勾及掛勾下細繩的重量。 

    

補充說明補充說明補充說明補充說明 2222：上述條件也適用在砝碼重量為任意n 個相異正整數重量砝碼的情形。 

 

在天平力矩平衡的情況下，設 L 為砝碼掛在支點左側最長力臂， R 為砝碼中掛在支點右側最

長力臂，主要目的是求 RL + 的最小值。當日尚無老師解答出來，授課教授表示這題似乎不簡

單，他也很想知道答案是多少，之後本研究指導老師便將這題介紹給我，希望可以試著探索。 

 

 

1.2 符號 

    定義定義定義定義 3333：：：：天平力矩平衡的情況下，設 L 為砝碼掛在支點左側最長力臂。 

    定義定義定義定義 4444：：：：天平力矩平衡的情況下，設 R 為砝碼中掛在支點右側最長力臂， 

 定義定義定義定義 5555：：：：本研究用 12321 ,,,...,,, wwwwww nnn −− 代表 n 個砝碼的重量是相異正整數，並規定 

         12321 wwwwww nnn >>>>>> −− L

。 

    定義定義定義定義 6666：：：： { }niiwW in ≤≤== 1:: ，天平達到力矩平衡時的左右兩側砝碼吊掛處離支點最遠的

力臂長之和的最小值 )( nWR 。    

 

 

1.3 存在性 

命題命題命題命題 7777：：：：當砝碼數量當砝碼數量當砝碼數量當砝碼數量 2≥n ，，，，至少存在一種掛法能使天平平衡至少存在一種掛法能使天平平衡至少存在一種掛法能使天平平衡至少存在一種掛法能使天平平衡。。。。    

【證明】 

將 1w 單位重砝碼掛在天平右側 1
6

)12)(1( −++ nnn
單位長， 

將 jw 單位重砝碼掛在天平左側 jw 單位長，其中 nj ≤≤2 。 

=×−++
1)1

6

)12)(1(
(

nnn
右側力矩和=左側力矩和=∑

=

×
n

j

jj
2

 

□ 

由命題 7 得知： n
nnn

WRn n +−++≤≤ 1
6

)12)(1(
)( 。 

本研究將尋找 )( nWR 的最小上界，分別觀察 42 ≤≤ n 的 )( nWR 值。 
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1. 4 直觀觀察 

觀察觀察觀察觀察 2=n 的情形的情形的情形的情形，，，，試著找試著找試著找試著找 )( 2WR ((((如圖如圖如圖如圖 1111))))，，，，並且將圖並且將圖並且將圖並且將圖 1111 轉換成表轉換成表轉換成表轉換成表 1111 以方便計算左右側各自的以方便計算左右側各自的以方便計算左右側各自的以方便計算左右側各自的    

力矩力矩力矩力矩，，，，圖中的數字代表砝碼重量圖中的數字代表砝碼重量圖中的數字代表砝碼重量圖中的數字代表砝碼重量。。。。    

    

    

圖 1、 3)( 2 =WR  

表 1、 3)( 2 =WR  

 左側掛的砝碼重量 力臂 右側掛的砝碼重量  

 2 1   

  2 1  

  3   

  4   

  5   

1×2=左側力矩和=右側力矩和=2×1，當 2=n 則 3)( 2 =WR 。 

 

觀察 )( 3WR ，見圖 2 及表 2。 

 
    

圖 2、 6)( 3 =WR  

表 2、 6)( 3 =WR  

 左側掛的砝碼重量 力臂 右側掛的砝碼重量  

  1 2  

 3 2   

  3   

  4 1  

  5   

2×3=左側力矩和=右側力矩和=1×2＋4×1，當 3=n 則 6)( 3 =WR 。 

    

觀察觀察觀察觀察 )( 4WR ，，，，見圖見圖見圖見圖 3333 及表及表及表及表 3333    

    

    

圖 3、 5)( 4 =WR  

表 3、 5)( 4 =WR  

 左側掛的砝碼重量 力臂 右側掛的砝碼重量  

 1 1 3  

 4 2   

  3 2  

  4   

  5   

1×1+2×4=左側力矩和=右側力矩和=1×3+3×2，當 4=n 則 5)( 4 =WR 。 
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從上述觀察得到命題 8。 

命題命題命題命題 8888：：：： 3)( 2 =WR ，，，， 6)( 3 =WR ，，，， 5)( 4 =WR 。。。。    

    

    

1. 51. 51. 51. 5、天平示意表格天平示意表格天平示意表格天平示意表格    

    

承圖承圖承圖承圖 1111~~~~圖圖圖圖 3333、、、、表表表表 1111~~~~表表表表 3333，，，，本研究將會用表格來代替實際天平掛砝碼的情形本研究將會用表格來代替實際天平掛砝碼的情形本研究將會用表格來代替實際天平掛砝碼的情形本研究將會用表格來代替實際天平掛砝碼的情形。。。。    

舉例來說舉例來說舉例來說舉例來說，，，，圖圖圖圖 4444 表示重量是表示重量是表示重量是表示重量是 15~1 單位重的一種掛法單位重的一種掛法單位重的一種掛法單位重的一種掛法，，，，圖中的數字代圖中的數字代圖中的數字代圖中的數字代表砝碼重量表砝碼重量表砝碼重量表砝碼重量，，，，而而而而此掛法此掛法此掛法此掛法

未達到天平平衡未達到天平平衡未達到天平平衡未達到天平平衡。。。。    

本研究將繼續討論本研究將繼續討論本研究將繼續討論本研究將繼續討論天平的天平的天平的天平的砝碼掛法砝碼掛法砝碼掛法砝碼掛法、、、、平衡方法平衡方法平衡方法平衡方法及及及及尋找尋找尋找尋找 )( nWR 最小上界最小上界最小上界最小上界。。。。    

 

 

  

圖 4、15 個砝碼的掛法  

 

用表格來表示圖 4，以利接下來的研究，並可更清楚砝碼重與力臂的關係。 

表 4、圖 4 的 15 個砝碼的掛法 

 左側掛的砝碼重量 力臂 右側掛的砝碼重量  

 15 1 14  

 12 2 13  

 11 3 10  

 8 4 9  

 7 5 6  

 4 6 5  

 3 7 2  

  8 1  

  9   
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2.2.2.2.證明當證明當證明當證明當 5≥n ，，，， nWR n =)(     
2.12.12.12.1 研究策略研究策略研究策略研究策略    

    研究策略有二個。 

策略一策略一策略一策略一：：：：將重量將重量將重量將重量 1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,…………,13,14,15,13,14,15,13,14,15,13,14,15 單位重的砝碼依圖單位重的砝碼依圖單位重的砝碼依圖單位重的砝碼依圖 1111 的順序去掛上的順序去掛上的順序去掛上的順序去掛上，，，，則天平兩側的力矩值則天平兩側的力矩值則天平兩側的力矩值則天平兩側的力矩值

應不會差太多應不會差太多應不會差太多應不會差太多。。。。    

我猜測左右兩側相等力臂長所掛的重量應該要儘量接近，使得兩側力矩值會相近，

之後靠著調動砝碼也許可使天平平衡。 

策略一的掛法是來自國中段考的計分方式：加權計分，如果兩名同班學生的各科分

數很接近，又都乘以相同節數，則兩人的總分會相差不大，現應用在本研究，砝碼

重如同單科得分，力臂長即為節數，因此我擬了策略一。 

 

   由於圖 5 掛砝碼的順序很像「螺旋形狀」，所以稱之為「螺旋掛法」。 

    

定義定義定義定義 9999：：：：螺旋掛法： 

在天平上，把最重的砝碼 nw 單位重擺在左側力臂長為 1 單位長的地方，把次重的砝碼 1−nw 單

位重擺在右側力臂長為 1 單位長的地方，把砝碼 2−nw 單位重擺在右側力臂長為 2 單位長的地

方，把砝碼 3−nw 單位重擺在左側力臂長為 2 單位長的地方，…，直到所有砝碼掛完為止。 

      

策略二策略二策略二策略二：：：：砝碼依螺旋掛法掛完後，去計算左右兩側的力矩差，如果力矩差不為 0，則希望能

找到方法去對調同側 2顆砝碼或去對調異側 2顆砝碼，如此操作有限次後，使得兩

側的力矩差為 0，可以達到天平平衡。   

       

總而言之，先將砝碼依「螺旋掛法」掛上，去計算掛完後的兩側力矩差，本研究根據力

矩差值，去對調同側 2顆砝碼或異側 2顆砝碼，經過若干有限次後，天平應可達到平衡。 

 

 

2.22.22.22.2 數據觀察及分析數據觀察及分析數據觀察及分析數據觀察及分析 

取數據試掛的結果，發覺要依 4÷n 的餘數不同，把螺旋掛法的情形分成 4類，見圖 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5、螺旋狀掛法 
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2.3 求力矩差： )(nτ 的值 

定義定義定義定義 10101010： )(nτ ：依螺旋掛法掛完砝碼後，左側力矩和減去右側力和的值。 

利用 EXCEL 去試算 121 ≤≤ n 的的的的 )(nτ ，並依n 模模模模 4444 的剩餘類去分類的剩餘類去分類的剩餘類去分類的剩餘類去分類，，，，見見見見表 5。 

表 5、 121 ≤≤ n 的的的的 )(nτ 值分類  

                                    n 模模模模 4444 的剩餘類的剩餘類的剩餘類的剩餘類    

k     34 −= kn     24 −= kn     14 −= kn     kn 4=     

1111    1111    1111    ----1111    ----1111    

2222    2222    2222    ----2222    ----2222    

3333    3333    3333    ----3333    ----3333    

    

從表從表從表從表 5555 得到命題如下得到命題如下得到命題如下得到命題如下    

命題命題命題命題 11111111：：：： kkk −=−= )14()4( ττ ，，，， kkk =−=− )34()24( ττ ； Nk ∈∀ 。 

【證明】直觀觀察如表 5，再看一個對任意比 3 大的正整數 w 都成立的事實 

 

表 6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

如表 6，在螺旋掛法中，從一開始每 4 個重量一組，一般化的情形如 w、 1−w 、 2−w 、 3−w

四種重量的排法如表 6的黃色網底表格，再計算黃色網底部份的左側力矩減右側力矩的差。 

 

               

1

23

]232[332

]22[33

)]1()2()1[()1()3(

−=
+−=

−−+−−−+=
−−++−−−−++=

+×−+×−−+×−+×

dwwddwwd

dwwddwddwwdwd

dwdwdwdw

    (1) 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

n

 

 1−n

 

3−n

 

 2−n

 

…
 

 

…
 

w

 d

 

1−w

 

3−w

 

1+d

 

2−w

 

…
 

…
 

…
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這表示在螺旋掛法中，任意連續 4 個重量如表 7 的配置位置，所得的左右力矩差均為“-1” 

 

由於 

           )4()1(44 rkrkn −+−×=−=                                   (2) 

 

承(2)式，再觀察圖 5，便得到 

 

           +−×−= )1()1()( knτ 〔( r−4 )個砝碼形成的力矩差〕              (3) 

 

這裡( r−4 )個砝碼即為 0、1、2、3 個砝碼，從(3)可知只要知道( r−4 )個砝碼形成的力矩差

就能掌握 )(nτ 值。 

 

 

以下分 3,2,1,0=r 等四種情形來證。 

(i) kn 4=  

kkk −=−+−×−= )1()1()1()4(τ  

 

(ii) 14 −= kn  

3)1(414 +−×=− kk  

     根據圖 5，重量 1、2、3 的三顆砝碼排列如表 7 

表 7 

 

 

 

 

 

 

 

 

根據(3)式即有 

k               

k               

kkkk               

kkkk)kτ(

−=
−−−=

−+−−+−−=
×−−×−−×+−−=−

1)1(

22436)1(

21)12(2)12(3)1(14

 

 

(iii) 24 −= kn  

2)1(424 +−×=− kk  

根據圖 5，重量 1、2 的二顆砝碼排列如表 8 

 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

3 12 −k 2 

 k2 1 
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表 8 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

k               

kk               

kkk)kτ(

=
−+−−=

−×−−×+−−=−
12)1(

)12(1)12(2)1(24

 

 

(iv) 34 −= kn  

1)1(434 +−×=− kk  

根據圖 5，重量 1 的砝碼排列如表 9 

表 9 

 

 

 

 

 

 

 

 

k               

kk               

kkkτ

=
−+−−=

−×+−−=−
12)1(

)12(1)1()34(

 

□ 

 

觀察數據時，也嘗試用 n 來表示 )(nτ 的值，觀察出兩種表示，分別為命題 12 和命題 13。 

 

命題命題命題命題 12121212：用n 表示 )(nτ )：

















 +




 +

×−= 






 −

2

1
2

1

)1()( 2

1
n

nτ
n

，其中 [ ]    為高斯符號。 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

3 22 −k

 

4 

2 12 −k

 

1 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

1 12 −k
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【證明】 

對任意正整數 k 有下列 4 個等式： 

k

k

kk
k

×−=























 ++

×−=−=







 −

)1(
2

1
2

14

)1()4( 2

14

τ ，

















 +




 +−

×−=




×−==− 






 −−
−

2

1
2

134

)1(
2

2
)1 ()34( 2

134
)22(

k
k

kk
k

kτ

； 

















 +




 +−

×−=




×−==− 






 −−
−

2

1
2

124

)1(
2

2
)1 ()24( 2

124
)22(

k
k

kk
k

kτ

； 

















 +




 +−

×−=




×−=−=− 






 −−
−

2

1
2

114

)1(
2

2
)1 ()14( 2

114
)12(

k
k

kk
k

kτ

。 

□ 

 

命題命題命題命題 13131313： 




 +×−= 






 −

4

3
)1()( 2

1
n

n
n

τ 。 

【證明】 

類似命題 12 的證明，也有下列 4 個等式， 






 +×−=−=
−

4

34
)1()4(

]
2

14
[ k

kk
k

τ ； 

 

 




 +×−−=−
−

4

24
)1()14(

]
2

24
[ k

kk
k

τ ； 

 

  




 +×−==−
−

4

14
)1()24(

]
2

34
[ k

kk
k

τ ； 

 






×−==−
−

4

4
)1()34(

]
2

44
[ k

kk
k

τ 。 

□ 
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比較命題 12 與命題 13 兩邊同時除以







 −
2

1

(-1)
n

，得到 

命題命題命題命題 14141414、、、、對任意自然數n ， 




 +=

















 +




 +

4

3

2

1
2

1
n

n

。 

 

補充說明補充說明補充說明補充說明 15151515：將命題 14推廣，得到一個更一般的恆等式，但因與本研究關係不大，所以把

該恆等式的命題及證明寫在附錄 B。 

 

有了 )(nτ 的值後，接著要對調同側或異側砝碼，來使天平達到平衡。 

 

    

2.42.42.42.4 透過對調砝碼使天平平衡透過對調砝碼使天平平衡透過對調砝碼使天平平衡透過對調砝碼使天平平衡    

 

來看對調砝碼後的力矩差之變化，以下分兩類：異側等力臂對調和同側相鄰力臂對調。 

異側砝碼對調可以用來觀察力矩差的變化；同側砝碼對調可以用來觀察單側力矩的變化。 

以下只計算著色網底部份的力矩值。 

 

(1)異側等力臂對調 

   從圖 5 可知異側等力臂的左右側掛的砝碼重量皆差 1，不同的是左大右小或左小右大而

已，我只要先計算左大右小的情形即可，如果該情形得到的力矩差變化為 x ，則左小右大的

情形將會得到力矩差變化為 x− ，先從力臂長為奇數的看起。 

表 10-力臂長為奇數d ，等臂異側砝碼對調示意 

甲甲甲甲                                                                                                                                        乙乙乙乙 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

                                                                            

   原力矩差為： ddwdw =×−−× )1(  

   對調後的力矩差： ddwdw −=×−×− )1(  

力矩差變化為力矩差變化為力矩差變化為力矩差變化為 ddd 2)( −=−− ，本研究是以左側減右側為基準。表示力矩差會減少 d2 。 

 

另一例當力臂長為偶數 d 時，如表 11所示。 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

1−w

 

d

 

w

 

…
 

…
 

…
 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 
…

 

 

…
 

w

 d

 

1−w

 

…
 

…
 

…
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表 11-力臂長為偶數d ，等臂異側砝碼對調示意 

甲甲甲甲                                                                                                                                        乙乙乙乙 

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

                                                                            

這裡我可以得知等臂異側砝碼對調力矩變化和對調的砝碼所掛之原力臂長有關，並且力矩差

的增或減要看是下列兩種情形中的哪一種 

(i)左大右小→左小右大，力矩差減少 d2 ，如表 10，注意此時對調的砝碼掛的力臂長是奇數； 

(ii)左小右大→左大右小，力矩差增加 d2 ，如表 11，，，，注意此時對調的砝碼掛的力臂長是偶數。    

 

寫成命題即有 

    

命題命題命題命題 16161616：：：：砝碼重量砝碼重量砝碼重量砝碼重量 n~1 ，，，，依螺旋掛法掛上天平後依螺旋掛法掛上天平後依螺旋掛法掛上天平後依螺旋掛法掛上天平後，，，，如果對調異側等臂如果對調異側等臂如果對調異側等臂如果對調異側等臂d 所掛的砝碼所掛的砝碼所掛的砝碼所掛的砝碼，，，，力矩力矩力矩力矩

差變化為差變化為差變化為差變化為：：：：當當當當d 為奇數為奇數為奇數為奇數，，，，則力臂差減少則力臂差減少則力臂差減少則力臂差減少 d2 個單位個單位個單位個單位；；；；    

                                                                        當當當當d 為偶數為偶數為偶數為偶數，，，，則力臂差增加則力臂差增加則力臂差增加則力臂差增加 d2 個單位個單位個單位個單位。。。。    

    

(2)(2)(2)(2)同側相鄰力臂砝碼對調同側相鄰力臂砝碼對調同側相鄰力臂砝碼對調同側相鄰力臂砝碼對調    

    

   我只要關心單側，所以依螺旋排法的連續 4 個重量，配置如下。 

 

表 12 兩種依螺旋排法的連續 4 個重量配置表 

 

甲                                               乙 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

同側相鄰的砝碼重差不是 1就是 3，所以接下來分重量差 1 和重量差 3 兩種來探討。 

 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

w

 d

 

1−w

 

…
 

…
 

…
 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

1−w

 

d

 

w

 

…
 

…
 

…
 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

w

 d 1−w 

3−w 1+d 2−w 

…
 

…
 

…
 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

1−w d w

 

2−w 1+d 3−w 

…
 

…
 

…
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(i)綠色網底部份(重量差 3 的兩顆砝碼對調)，如表 14。 

原力矩值： 332)1()3( −−+=+×−+× dwwddwdw  

   對調後的力矩值： dwwddwdw 32)1()3( −+=+×+×−  

3)332(32 =−−+−−+ dwwddwwd  

   表 13 表示重量差 3 的兩顆砝碼對調後力矩會改變 3 個單位。 

 

表 13 左側相鄰重量差 3 的兩顆砝碼對調示意 

甲                                           丙 

        

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

(ii)(ii)(ii)(ii)淺藍淺藍淺藍淺藍色網底部份(重量差 1 的兩顆砝碼對調)，如表 14    

原力矩值： 232)1()2()1( −−+=+×−+×− dwwddwdw  

   對調後的力矩值： 12)1()1()2( −−+=+×−+×− dwwddwdw  

1)232(132 =−−+−−−+ dwwddwwd  

   表 14 表示重量差 3 的兩顆砝碼對調後力矩會改變 1 個單位。 

 

表 14-右側相鄰重量差 1 的兩顆砝碼對調示意 

甲                                           丁 

        

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

(3)最重砝碼的對調 

從異側對調及同側對調砝碼的討論之中，我要利用最大的 6個砝碼，來使得力矩差力矩差力矩差力矩差能增減 1、

2 個單位，以幫助之後的力矩差調整，如表 15。 

 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

w

 d 1−w 

3−w 1+d 2−w 

…
 

…
 

…
 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

3−w d 2−w 

w

 1+d 1−w 

…
 

…
 

…
 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

w

 d 1−w 

3−w 1+d 2−w 

…
 

…
 

…
 

左側掛的砝

碼重 
力臂長 

右側掛的

砝碼重 

…
 

 

…
 

w

 d 2−w 

3−w 1+d 1−w 

…
 

…
 

…
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表 15-最重的 6 顆砝碼配置表 

 

 

 

 

    

    

    

    

 

 

命題命題命題命題 11117777：利用最重砝碼的對調構造出調動砝碼使力矩差±1 或±2 個單位的步驟。    

【證明】 

(i)力矩差+1 

   A.將砝碼 3−n 和 4−n 對調即可。 

 

(ii)力矩差+2 

   B.將砝碼 1−n 和 2−n 對調，此時力矩差-1。 

   C.將砝碼 n 和 3−n 對調即可，此時力矩差會+3。 

   經過上述(B)、(C)的操作後，力矩差變化為(-1)+3＝2。 

 

(iii)力矩差-1 

D將砝碼 n 和 1−n 對調即，此時力矩差-2， 

E.將砝碼 3−n 和 4−n 對調即可，此時力矩差+1。 

   經過上述(D)、(E)的操作後，力矩差變化為(-2)+1＝-1。 

 

(iv)力矩差-2 

   F.將砝碼 n 和 1−n 對調，此時力矩差-2。 

   □ 

 

    

補充說明補充說明補充說明補充說明 11118888： 

力矩差增加的意義：因為本研究的力矩差是用左側力矩減去右側力矩，所以力矩差增加的情

形包含右側力矩不變，左側力矩變大。 

 

力矩差減少的意義：因為本研究的力矩差是用左側力矩減去右側力矩，所以力矩差減少的情

形包含右側力矩不變，左側力矩變小。 

 

 對調砝碼而產生力矩差變化之統整： 

1.異側等臂 d 砝碼對調，力矩差變化為 d2± (視d奇偶而定，見命題 16)。 

2.同側相鄰砝碼對調，單側力矩變化為增加 1 或 3 個單位。 

3.可利用最重的 6個砝碼，使力矩差加減 1 或 2 個單位(命題 17)。 

 

 

左側掛的砝碼重 力臂長 右側掛的砝碼重 

n

 1 1−n 

3−n 2 2−n 

4−n 3 5−n 

…
 

…
 

…
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2222.5.5.5.5 當當當當 5≥n ，，，， )( nWR 的證明的證明的證明的證明    

    

命題命題命題命題 19191919：：：：當當當當 5≥n ，，，，則則則則 nWR n =)(     。。。。    

【證明】 

首先，從數據去檢驗，我檢驗了命題對 365 ≤≤ n 都成立。    

表 16-命題 14對 365 ≤≤ n 都成立 

    

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

表 16的說明： 

(i) il 代表左側力臂長 i 的吊掛處、 jr 代表右側力臂長 j 的吊掛處。 

(ii)承上，小括號裡的兩個力臂長即表示該兩處吊掛的砝碼做對調的動作。 

(iii)有著色部份即表示有執行該兩處砝碼的對調。 

(iv)以 12,11=n 舉例，其調動砝碼的程序為 )( 22 rl ， 、 )( 43 rr， 。 

    

接著討論給定 29≥n ，使天平平衡的步驟。意即將重量 ~n1 的砝碼依螺旋掛法吊掛後，能構造

出對調砝碼的步驟，使得數字天平達到平衡。 

 

給定 29≥n ，依螺旋掛法吊掛後對調砝碼達到天平平衡的主要步驟有二： 

步驟一：依命題 16 先進行異側對調，使得力矩差變成±1 或±2 個單位。 

步驟二：根據命題 17，再進行力矩差 1m 或 2m 的調動砝碼之步驟。 

    

(i)(i)(i)(i) kn =)(τ  

24 −= kn 、 34 −= kn  

kn =)(τ 的意思是指左側力矩比右側力矩多的意思是指左側力矩比右側力矩多的意思是指左側力矩比右側力矩多的意思是指左側力矩比右側力矩多 k 個單位個單位個單位個單位。。。。    

以下分 k 為奇或偶來討論，並且用紅色的字母代表某種調動砝碼方法的編碼。  

  

若 k 為偶數 

設 mk 2= ， 4≥m 。 

   aaaa.若m 是奇數，表示力臂長 m 的砝碼重是左側比右側大 1 個單位重，對調該兩顆砝碼，則

力矩差會減少 km =2 個單位(命題 16)，此時天平就會平衡。 
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   bbbb.若m 是偶數，表示力臂長 m 的砝碼重是右側比左側大 1 個單位重，對調力臂長 1+m 的

左右兩顆砝碼即可，此時力矩差會減少 )1(2 +× m ，再操作力矩差+2 的方法即可。 

若 k 為奇數，設 12 += mk ， 4≥m 。 

   cccc.若m 是奇數，表示力臂長 m 的砝碼重是左側比右側大 1 個單位重，對調該兩顆砝碼，則

力矩差會減少 m2 個單位，再操作力矩差減 1 個單位力矩的作法，此時天平就會平衡。。 

   dddd.若m 是偶數，表示力臂長 m 的砝碼重是右側比左側大 1 個單位重，對調力臂長 1+m 的

左右兩顆砝碼即可，此時力矩差會減少 )1(2 +× m ，再操作力矩差+1 的方法。 

    
   (ii) kn −=)(τ  

    kn 4= 、 14 −= kn  

kn −=)(τ 的意思是指左側力矩比右側力矩少的意思是指左側力矩比右側力矩少的意思是指左側力矩比右側力矩少的意思是指左側力矩比右側力矩少 k 個單位個單位個單位個單位。。。。    

以下分 k 為奇或偶來討論。   

若 k 為偶數 

設 mk 2= ， 4≥m 。 

   eeee.若m 是奇數，表示力臂長 m 的砝碼重是左側比右側大 1 個單位重，對調力臂長 1+m 的

左右兩顆砝碼，則力矩差會增加 2)1(2 +=+× km 個單位，再操作力矩差減 2 個單位的

作法，此時天平就會平衡。。 

   ffff.若m 是偶數，表示力臂長 m 的砝碼重是右側比左側大 1 個單位重，對調力臂長 m 的左右

兩顆砝碼即可，此時力矩差會增加 km =×2 個單位，天平即達到平衡。 

若 k 為奇數，設 12 += mk ， 4≥m 。 

   gggg.若m 是奇數，表示力臂長 1+m 的砝碼重是右側比左側大 1 個單位重，對調該兩顆砝碼，

則力矩差會增加 1)1(2 +=+× km 個單位，再操作力矩差減 1 個單位的方法，此時天平

就會平衡。。 

   hhhh .若m 是偶數，表示力臂長 m 的砝碼重是右側比左側大 1 個單位重，對調力臂長 m 的左

右兩顆砝碼即可，此時力矩差會增加 1)1(2 +=+× km ，再操作力矩差-1 個單位的方法，

天平即能平衡。 

    
最後，命題 19 証明完畢。 

□ 

    

補充說明補充說明補充說明補充說明 22220000((((設定 4≥m 的理由)： 

                    我希望最重的 6 顆砝碼要在最後拿來使力矩差增減 1 或 2 個單位，所以調動砝碼第一

步就都不要動到那 6顆砝碼，而最重的 6 顆砝碼掛的力臂最長是 3，因此一開始會調動

的砝碼其力臂長必需大於或等於 4，這就是我設定 4≥m 的理由。    
    

2222.6.6.6.6 具體的調動砝碼的方法具體的調動砝碼的方法具體的調動砝碼的方法具體的調動砝碼的方法 

 

(1)依據命題 19的 a~h討論順序，來看看n 的分類 

以下只要談到 m 為奇數，則設 12 += tm ；若m 為偶數，則設 tm 2= ； 

(i) 24 −= kn  

mk 2= 、 m 為奇數， 6162)12(2422424 +=−+××=−×=−= ttmkn 。 

   mk 2= 、 m 為偶數， 216222422424 −=−××=−×=−= ttmkn 。 
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(ii) 34 −= kn  

mk 2= 、 m 為奇數， 5161616124 +=−+=−−= ttkn 。 

mk 2= 、 m 為偶數， 3161216124 −=−−=−−= ttkn 。 

(iii) 24 −= kn  

12 += mk 、 m 為奇數， 10162]1)12(2[42)12(424 +=−++××=−+×=−= ttmkn 。 

12 += mk 、 m 為偶數， 2162)122(42)12(424 +=−+××=−+×=−= ttmkn 。 

(iv) 34 −= kn  

12 += mk 、 m 為奇數， 91611016124 +=−+=−−= ttkn 。 

12 += mk 、 m 為偶數， 1161216124 +=−+=−−= ttkn 。 

(v) kn 4=  

mk 2= 、 m 為奇數， 816)12(24244 +=+××=×== ttmkn 。 

mk 2= 、 m 為偶數， ttmkn 16224244 =××=×== 。 

(vi) 14 −= kn  

mk 2= 、 m 為奇數， 716181614 +=−+=−= ttkn  

mk 2= 、 m 為偶數， 11614 −=−= tkn 。 

(vii) kn 4=  

12 += mk 、 m 為奇數， 1216]1)12(2[4)12(44 +=++××=+×== ttmkn 。 

12 += mk 、 m 為偶數， 4161])12(2[4)12(44 +=++××=+×== ttmkn 。 

(viii) 14 −= kn  

12 += mk 、 m 為奇數， 11161121614 +=−+=−= ttkn  

12 += mk 、 m 為偶數， 316141614 +=−+=−= ttkn 。 

上述(i)~(viii)的結果得到 n模 16的剩餘的每一類。 

    

(2)(2)(2)(2)    設設設設 29≥n ，，，，調動砝碼使天平平衡的方法調動砝碼使天平平衡的方法調動砝碼使天平平衡的方法調動砝碼使天平平衡的方法    

    

針對n 分類後，接著把調動砝碼的方法統整成如下一頁的表 17，其說明如下：    

(i)調動砝碼使天平平衡的方法是依據命題 19的 a~h的討論。 

(ii)以 316 −= tn 舉例說明表 17，其讓天平平衡的方法是先對調力臂長 1+m 的左右兩顆砝碼，

因為這裡的 tm 2= ，我用高斯符號使得 1+m 可以用 n 表示： 

 

1
8

3
1

8

3316
1

8

16
121 +




 +=+




 +−=+=+=+ ntt
tm ， 

 

接著是使力矩差+2，根據命題 17 得到操作方法為：將砝碼 1−n 和 2−n 對調，n 和 3−n 對調，

即為表 17 中 316 −= tn 該列應對調的砝碼重量的著色部份。 

 

問題 1 也可使用另一種方法證明其存在性，我把存在性證明放在附錄 C。 
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表 17調動砝碼使天平平衡的方法 

 

 

使力矩差±1、±2 個單位的方法 

(著色格子表示對調該兩顆砝碼) n模 16同餘的 

每一類， 2≥t  

調動砝碼使天平 

可以平衡的方法 
先對調異側等臂之

砝碼的力臂長 n和 

1−n  

1−n 和

2−n  

n和 

3−n  

3−n 和

4−n  

316 −= tn  b 1
8

3 +




 +n
 

    

216 −= tn  b 1
8

3 +




 +n
 

    

116 −= tn  f 




 +
8

1n
 

 

tn 16=  f 




 +
8

1n
 

 

116 += tn  d 1
8

+




n
 

    

216 += tn  d 1
8

+




n
 

    

316 += tn  h 






8

n
 

    

416 += tn  h 






8

n
 

    

516 += tn  a 1
8

+




n
 

 

616 += tn  a 1
8

+




n
 

 

716 += tn  e 1
8

1 +




 +n
 

    

816 += tn  e 1
8

1 +




 +n
 

    

916 += tn  c 1
8

+




n
 

    

1016 += tn  c 1
8

+




n
 

    

1116 += tn  g 1
8

+




n
 

    

1216 += tn  g 1
8

+




n
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3333....一般化一般化一般化一般化的的的的重量重量重量重量    

 

這裡針對一些特殊重量形成的集合去探討；例如等差數列或等比數列的重量集合。    

 

定義 21： )(WR  

一個天平支點的左右兩側，每隔一個單位長各設一個掛勾，今有n 個砝碼， 

其重量分別是相異任意單位重，設定條件如下： 

1.n 個砝碼都必須要被掛上 

2.每個掛勾下最多最多最多最多只能掛一個砝碼， 

3.不考慮掛天平本身、掛勾及掛勾下細繩的重量。 

則天平左側掛有砝碼最長力臂與天平右側掛有砝碼最長力臂的長度最小值定為 )(WR 。 

    

3333.1.1.1.1 )(WR 的上下界的上下界的上下界的上下界    

    

命題 22：：：：( )(WR 的範圍)對任意的W 及偶數 2≥n ， 1)( −+≤≤ nn wwWRn  

【證明】： 

要證明至少有一個掛法可以使給定的W 能掛在天平上達到力矩平衡，把這個掛法得到的兩側

最長力臂之和看作 )(WR 的上界。 

 

  當 n 為偶數，令 in 2= ，採取以下掛法 

   左側： 1w 掛在力臂長 2w 的吊掛處， 3w 掛在力臂長 4w 的吊掛處，…， 12 −iw  掛在力臂長 iw2  

的吊掛處，…， 1−nw 掛在力臂長 nw 的吊掛處。 

   右側： 2w 掛在力臂長 1w 的吊掛處， 4w 掛在力臂長 3w 的吊掛處，…， iw2  掛在力臂長 12 −iw  

的吊掛處，…， nw 掛在力臂長 1−nw 的吊掛處。 

 

此時左右側離支點最遠的力臂長分別為 nw 、 1−nw ，故命題對 n 為偶數得證。 

□ 

 

    

3333....2222    當偶數當偶數當偶數當偶數 6≥n ，，，，且砝瑪重量且砝瑪重量且砝瑪重量且砝瑪重量是等差數列是等差數列是等差數列是等差數列    

 

定義定義定義定義 22223333：：：： { }nidaidawW iA ≤≤ℵ∈+== 1,,:: (等差數列)。    

    

命題命題命題命題 22224444：當 6≥n 為偶數， nWR A =)( 。 

【證明】： 

要利用 1~n 的掛法去完成等差級數重量的掛法。 

給定重量 n~1 的砝碼，偶數 6≥n ，可找到掛法使得 nWR A =)( 。同時左右兩側砝碼數相等。 
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規定 

  (i) kn 2= ， 

(ii) kaaaa ,,,, 321 L 為天平力矩平衡時掛支點左側的 k 個砝碼的重量， ia 表示掛在力臂長 i 的

砝碼重量； 

(iii) kbbbb ,,,, 321 L 為天平力矩平衡時掛支點右側的 k 個砝碼的重量， ib 表示掛在力臂長 i 的

砝碼重量。 

 

 注意 kaaaa ,,,, 321 L 、 kbbbb ,,,, 321 L 為 n 個相異的正整數，且數值範圍為 n~1 。 

 

因為天平達到平衡，故有 

 

kbbbbkaaaa kk ×++×+×+×=×++×+×+× LL 321321 321321  

 

  等號兩邊同乘以 d  

 

kdbdbdbdbkdadadada kk ×++×+×+×=×++×+×+× LL 321321 321321     

 

  等號兩邊同加上 ak ×++++ )321( L  

 

kdbadbadbadba

kdaadaadaadaa

k

k

×+++×++×++×+=
=×++×++×++×+

)(3)(2)(1)(

)()3)(2)(1)(

321

321

L

L

    

而全部的 daa i+ 及 dba i+ 即代表等差數列
ni

ida
≤≤

+
1

，命題得證。 

□    

    

    

3333....3333 nWR >)( 的充份條件的充份條件的充份條件的充份條件    

 

從物理實驗來思考。 

如果有 n 個相異重量的砝碼，把最重的砝碼掛在天平左側力臂長為 1 的地方，其它 1−n 個砝

碼掛在右側。如果最重的砝碼重非常大，則右側的砝碼掛在力臂長 1、2、3、…、 1−n 時，

仍可能無法平衡，這就表示若天平要平衡則 nRL >+ 。 

此時要注意，如果把右側一些砝碼移到左側去掛，則只會使兩邊最大力臂和之值更大而已，

因為此時右側會需要形成更大的力矩去和左側平衡。 

 

換句話說，如果 nw 掛在力臂長為 1 形成的力矩，比 1321 ,,,, −nwwww L 任意掛在 1、2、3、…、

1−n 力臂長而得到的力矩還來得大，則 nWR >)( 。    

    

也就是要知道 1321 ,,,, −nwwww L 任意掛在 1、2、3、…、 1−n 力臂長而得到的力矩的最大值

及最小值如何處理？在老師的建議下，利用「排序不等式」處理。 
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引理引理引理引理 22225555：：：：排序不等式排序不等式排序不等式排序不等式：：：：    

如果 

nxxxx ≤≤≤≤ L321 ，和 nyyyy ≤≤≤≤ L321  

是兩組實數。而 

)()2()1( ,,, nxxx σσσ L  

是 nxxx ,,, 21 L 的一個排列，則排序不等式指出 

nnnnnnn yxyxyxyxyxyxyxyxyx 1211)(2)2(1)1(2211 +++≥+++≥++ − LLL σσσ  

 

如果令 ii wx = ， iyi = ，則有 

              nwwwnwww nn ×++×+≥×+×+ )()2()1(21 22 σσσ LL                 (4) 

 

 

(1(1(1(1))))最大重量大於某個最大重量大於某個最大重量大於某個最大重量大於某個值值值值    

定義定義定義定義 22226666：






 ≤≤>= ∑

−

=

niiwwwW
n

i
ini 1,::

1

1

* ，即此集合表示最重的砝碼之重量大於∑
−

=

1

1

n

i
iiw 。 

    

命題命題命題命題 22227777： nWR >)( * ， 2≥n 。 

【證明】： 

要證明無論如何掛 *W ， nWR >)( * 。 

(i)從(1)式可知， )1(321 1321 −×++×+×+× − nwwww nL 的力矩，會大於等於

1321 ,,,, −nwwww L 任意掛在 1、2、3、…、 1−n 力臂長而得到的力矩。 

(ii)假設有 k 個砝碼( k 可以是 0)和 nw 掛在天平同一側，接著來看它們形成的力矩與異側砝碼

的力矩之大小比較：        

 

       nw 和 k 個砝碼形成的力矩 

       ≧ nw 形成的力矩 

       ＞ )1(321 1321 −×++×+×+× − nwwww nL  

       ≧ 1321 ,,,, −nwwww L 任意掛在 1、2、3、…、 1−n 力臂長而得到的力矩。 

       ≧天平異側其餘 1−− kn 個砝碼任意掛在 1、2、3、…、 1−− kn 力臂長而得到的力

矩。 

    

這就表示如果要在兩側最遠力臂長和為 n 的情況下達到力矩平衡是不可能的，命題得證。 

□ 
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((((2222))))等差數列的重量等差數列的重量等差數列的重量等差數列的重量    

    

定義定義定義定義 22228888：：：：






 ≤≤ℵ∈−>=+== nida

nn
dadGCDidawW iA 1,,,

2
)1(

,1),(::*  

                                (公差大於
2

)1( −nn
的等差數列，且公差與首項互質)。    

    

命題命題命題命題 29292929：當 2>n 為奇數， nWR A >)( * 。 

【證明】：使用反證法來證。 

假設找得到一種掛法使得 nWR A =)( * ，設天平達到平衡時，左側有 

k 個砝碼，右側有 kn − 個砝碼，注意 1−≤ nk ，接著有等式如下 

 

       
)()(3)(2)(1)(

)()3(2)(1)(

321

321

kndbadbadbadba

kdaadaadaadaa

kn

k

−×+++×++×++×+=
×+++×++×++×+

−L

L

      (5) 

 

    不妨令 knk −> ，此時等號兩邊同減 akn ×−++++ )](321[ L ，即有 

 

)(321

)()1()()(321

321

1321

kndbdbdbdb

kdaakndaakndadadada

kn

kknkn

−×++×+×+×=
×++++−×++−×++×+×+×

−

+−−

L

LL

 

 

整理上面的等式，把所有含因數 d 的項作合併，可得 

 

                Adkknkna ×=+++−++−× ])2()1[( L                    (6) 

    

其中 

])(32       

)1([)(32

32

11321

kn

kknkn

aknaa

akaknabknbbbA

−

+−−

−++++
+++++−−−++++=

L

LL

    

    

觀察(6)式可知， ])2()1[( kknknad +++−++−× L ，根據命題條件， d 與 a 互質，表示       

                  kknknd +++−++− L)2()1(                          (7)    

但 kknknn
nn

d +++−++−≥−++++=−> LL )2()1()1(321
2

)1(
，表示(7)式不可能成立， 

故命題得証。 

□ 
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定義定義定義定義 33330000：：：：






 ≤≤ℵ∈−−≥=+== nida

nnn
aadGCDidawW iA 1,,,

6

)12)(1(
,1),(::**  

                                (首項大於等於
6

)12)(1( −− nnn
的等差數列，且公差與首項互質)。    

    

命題命題命題命題 33331111：當 2>n 為奇數， nWR A >)( ** 。 

【證明】：本命題同樣用反證法來證。 

承命題 29 的論述，觀察 

 

])(32       

)1([)(32

32

11321

kn

kknkn

aknaa

akaknabknbbbA

−

+−−

−++++
+++++−−−++++=

L

LL

           (8) 

    

    因為 kaaaa ,,,, 321 L 、 knbbbb −,,,, 321 L 為 n 個相異的正整數，且數值範圍為 n~1 ，又

1−≤ nk  ，根據排序不等式可推得 

 

6

)12)(1(
    

)1()1(332211

)1()(32

])1([)(32

1321

1321

−−=

−×−++×++×+×+×≤
+++−+−++++<
+++−−−++++<

+−−

+−−

nnn

nnkk   

kaknabknbbb   

kaknabknbbbA

kknkn

kknkn

LL

LL

LL

    

    

   接著回想(6)式 

Adkknkna ×=+++−++−× ])2()1[( L  

 

    

根據命題條件， a 與 d 互質，表示       

                            Aa                                     (9)    

但
6

)12)(1( −−≥ nnn
a 且從(6)式知 0≠A ，表示(9)式不可能成立，故命題得証。 

□ 
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(3(3(3(3))))等比級數的重量等比級數的重量等比級數的重量等比級數的重量    

    

定義定義定義定義 33332222：：：： { }nirnrrwW i
ir ≤≤ℵ∈≥== 1,,::* (公比大於 n 的等比數列)， 

    

命題命題命題命題 33333333：當 2≥n ，則 nWR r >)( * 。 

【證】：已知條件 nr ≥ ，於是有 1
1

1 ≤
−
−

r

n
。 

所以 

1321

132

132

)1(32

)1(32

)()1-(
1

)1-(

1

1

−

−

−

−++++=
×−++×+×+>

++++×=
−
−×>

×
−
−≥=

n

n

n

n

nn
n

wnwww               

rnrrr               

rrrrn              

r

rr
n              

r
r

n
rw

L

L

L  

         即知 nWR r >)( * 。 

□ 

    

((((4444)))) nWR >)( 的充份條件條件條件條件    

命題命題命題命題 33334444： ∑
−

=

>
1

1

n

i
in iww 不是 nWR >)( 的必要條件。 

【證明】： 

已知 ∑
−

=

>
1

1

n

i
in iww 為 nWR >)( 的充份條件，但可以找到例子使得當 ∑

−

=

<
1

1

n

i
in iww 時， nWR >)( 。 

 

對任意的 AW 及 3≥n 有 

1321

1321

)1(32                                                           

                                                           

])1([)3()2()(
2

)1(
)1(

−

−

−++++<
++++=

−++++++++=×−+−<+=

n

n

n

wnwww

wwww

dnadadadand
n

anndaw

L

L

L

 

從命題 29，已知 nWR A >)( * ；從命題 31 已知 nWR A >)( ** ，故本命題得證。 

□ 
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4444、、、、結論結論結論結論    

 

本研究以構造方法做為研究主軸，得到六個結論；並意外發現二個等式。 

 

一、在 { }niiwW in ≤≤== 1:: 下，不考慮最短距離 )( nWR 的條件： 

            當 2≥n ，至少有一種方法使 n 個砝碼都掛在天平兩端。 

二、本研究的主要結果：在 { }niiwW in ≤≤== 1:: 下： 

     1.當 2=n 則 3)( 2 =WR ，當 3=n 則 6)( 3 =WR ，當 4=n 則 5)( 4 =WR 。 

     2.使用螺旋狀掛法可證明：當 5≥n 則 nWR n =)( 。。。。    

     3.使用週期 4方法也可以證明：當 5≥n 則 nWR n =)( 。。。。 

三、 )(WR 的上下界問題： 

     1.對任意的W 及偶數 2≥n ， 1)( −+≤≤ nn wwWRn 。 

     2.設






 ≤≤>= ∑

−

=

niiwwwW
n

i
ini 1,::

1

1

* ，當 2≥n 則 nWR >)( * 。 

四、任意 n 個砝碼，其重量是等差數列： 

     1.設 { }nidaidawW iA ≤≤ℵ∈+== 1,,:: ，當 6≥n 為偶數，則 nWR A =)( 。 

     2.設






 ≤≤ℵ∈−>=+== nida

nn
dadGCDidawW iA 1,,,

2
)1(

,1),(::* ， 

        當 2>n 為奇數，則 nWR A >)( * 。 

     3.設






 ≤≤ℵ∈−−≥=+== nida

nnn
aadGCDidawW iA 1,,,

6

)12)(1(
,1),(::** ， 

        當 2>n 為奇數，則 nWR A >)( ** 。 

五、任意 n 個砝碼，其重量是等比數列： 

     設設設設 { }nirnrrwW i
ir ≤≤ℵ∈≥== 1,,::*

，，，，當當當當 2≥n ，，，，則則則則 nWR r >)( * 。。。。    

六、必要條件的討論： ∑
−

=

>
1

1

n

i
in iww 不是 nWR >)( 的必要條件。 

 

意外發現兩個恆等式：設 n 及 N均為任意自然數： 

                  命題 14： 




 +=

















 +




 +

4

3

2

1
2

1
n

n

； 

                  命題 B： 






 −+=

















 −+




 −+

2

2 1
1

1

N

Nn

N

N
N

Nn

。 

 



 25

5555....參考資料參考資料參考資料參考資料    
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附錄 A 

如圖 6：有 9 個砝碼，其重量分別為 1、2、3、4、5、6、7、8、9 整數各一個，不考慮天

平本身及吊掛的繩子重量，解A~I的數值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 6、資優教育研習的原始題目 

依照摃桿原理， 

2C=3D，三種可能：C=2，D=3，太小，暫不考慮。 

                 C=4，D=6， 

                 C=6，D=9，太大，暫不考慮。 

F=2×(H+1)+G，若且為若 F為奇數，則 G為奇數。 

             F 儘量取最大，F=9，G=3，H=2，I=1；或 F=9，G=3，H=1，I=2。 
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             3×(A+B)+1×(C+D)=2×E+3×(F+G+H+I)。 

             儘量讓 1×(C+D)= 2×E，儘量讓A+B=F+G+H+I=15。 

一組可存在的答案：確定答案有 4個，4種情形答案可選擇。 

                  確定答案：C=4，D=6，E=5，F=9，G=3， 

                  4種可選擇答案：A=8，B=7，H=2，I=1； 

                                 A=8，B=7，H=1，I=2； 

                                 A=7，B=8，H=2，I=1； 

                                 A=7，B=8，H=1，I=2。 

 

 

 

 

附錄附錄附錄附錄 BBBB    

 

命題 B(命題 14的一般化)：對任意正整數 Nn, ，有恆等式 








 −+=

















 −+




 −+

2

2 1
1

1

N

Nn

N

N
N

Nn

。 

【證明】 

設 rNkn += ， { }0, ∪ℵ∈rk ， 10 −≤≤ Nr ，但 k 和 r 不能同時為 0，即 122 ≥+ rk 。 

以下分 0=r 及 11 −≤≤ Nr 來討論。 

 

(i) 0=r  

 

左式 




 −+=




 −+=

















 −+




 −+

=
N

k

N

Nk

N

N
N

NNk

1
1

1
1

1

， 

右式

















 −
+=

















 −+
=






 −+=
N

N
k

N
N

Nk

N

NNk
1

1

1
1

2

2

。 

接著只要證明

















 −
=




 −
N

N
k

N

k
1

1
就可知當 0=r 時恆等式成立。 
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令 m
N

k =




 −1
，因為 

1

1
1 +≤<

−
<−≤ m

N

k

N
N

k

N

k
m ， 

因此















 −
==




 −
N

N
k

m
N

k
1

1
。 

(ii) 11 −≤≤ Nr  

 

左式

















 −+




 −++
=

















 −+




 −++

=
N

N
N

Nr
k

N

N
N

NrNk
1

1
1

1

， 

注意到 2
22111

1 <−=−+−≤−+≤
N

N

N

NN

N

Nr
， 

所以左式 




 +=




 +=




 −++=
N

k

N

Nk

N

Nk
1

11
。 

 

右式

















 −+
+=

















 −++
=






 −++=
N

N

r
k

N
N

r
Nk

N

NrNk
1

1

1
1

2

2

。 

接著只要證明

















 −+
=






N
N

r
k

N

k
1

就可知當 11 −≤≤ Nr 時恆等式成立。 

令 m
N

k =




 −1
，因為 

1
1

1

+≤+<

−+
<≤ m

N

k

N
N

r
k

N

k
m  

因此















 −+
==






N
N

r
k

m
N

k
1

，最後，命題 B證明完畢。 

□ 
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附錄附錄附錄附錄 CCCC、、、、問問問問題題題題 1111 的的的的另另另另一種一種一種一種存在性證明存在性證明存在性證明存在性證明    

 

針對命題 19，考慮 { }niiwW in ≤≤== 1:: 下， 5≥n ，則 nWR n =)( ，做另一種存在性證明。 

【證明】 

第一部分、當 342 −= kn 時： 

如圖 7 的甲，當 5=n ，則 5)( 5 =WR 。考慮圖 7 的甲，每個砝碼重分別加上 4，則左右兩邊

的力矩平衡如圖 7 的乙。再掛上 3、2、1 砝碼，如圖 7 的丙。再將圖 7 的丙中做一次( 43 , ll )

對調，如圖 7 的丁，當 9=n ，則 9)( 9 =WR 。 

 

 

 

 

 

 

圖 7、當 342 −= kn 時的直觀觀察 

設 342 −= kn 時， 2≥= ik 掛法存在，如圖 8 的甲。欲證明 1+= ik 也成立。 

如圖 8 的甲，當 34 −= in ，則 34)( 34 −=− iWR i 。考慮圖 8 的甲，每個砝碼重分別加上 4，則

左右兩邊的力矩平衡如圖 8 的乙。再掛上 3、2、1 砝碼，如圖 8 的丙。再將圖 8 的丙中做

一次( ii ll 212 ,− )對調，如圖 8 的丁。 

當 3)1(414 −+=+= iin 則 14)( 14 +=+ iWR i 。 

依數學歸納法，當 342 −= kn 時， 52 ≥n ，則 34)( 34 −=− kWR k 。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 8、當 342 −= kn 時的推論 

 

第二部分、當 243 −= kn 時： 

如圖 9 的甲，當 6=n ，則 6)( 6 =WR 。考慮圖 9 的甲，每個砝碼重分別加上 4，則左右兩邊

的力矩平衡如圖 9 的乙。再掛上 4、3、2、1 砝碼，如圖 9 的丙。再將圖 9 的丙中做一次( 43 , rr )

對調，如圖 9 的丁，當 10=n ，則 10)( 10 =WR 。 

 

 

 

 

 

圖 9、當 243 −= kn 時的直觀觀察 
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設 243 −= kn 時， 2≥= ik 掛法存在，如圖 11 的甲。欲證明 1+= ik 也成立。 

如圖 10 的甲，當 243 −= kn ，則 24)( 24 −=− iWR i 。考慮圖 10 的甲，每個砝碼重分別加上 4，

則左右兩邊的力矩平衡如圖 10 的乙。再掛上 4、3、2、1 砝碼，如圖 10 的丙。再將圖 10

的丙中做一次( ii rr 212 ,− )對調，如圖 10 的丁。 

當 2)1(424 −+=+= iin 則 24)( 24 +=+ iWR i 。 

依數學歸納法，當 243 −= kn 時， 63 ≥n ，則 24)( 24 −=− kWR k 。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 10、當 243 −= kn 時的推論 

 

第三部分：當 144 −= kn 時： 

如圖 11 的甲，當 7=n ，則 7)( 7 =WR 。考慮圖 11 的甲，每個砝碼重分別加上 4，則左右兩

邊的力矩平衡如圖 11 的乙。再掛上 3、2、1 砝碼，如圖 11 的丙。 

再將圖 11 的丙中做一次( 54 , ll )對調，如圖 11 的丁，當 11=n ，則 11)( 11 =WR 。 

 

 

 

 

 

 

圖 11、當 144 −= kn 時的直觀觀察 

設 144 −= kn 時， 2≥= ik 周期 4的掛法存在，如圖 12 的甲。欲證明 1+= ik 也成立。 

如圖 12 的甲，當 144 −= kn ，則 14)( 14 −=− iWR i 。考慮圖 12 的甲，每個砝碼重分別加上 4，

則左右兩邊的力矩平衡如圖 12 的乙。再掛上 3、2、1 砝碼，如圖 12 的丙。再將圖 12 的丙

中做一次( 122 , +ii ll )對調，如圖 12 的丁。 

當 1)1(434 −+=+= iin 則 34)( 34 +=+ iWR i 。 

依數學歸納法，當 144 −= kn 時， 74 ≥n ，則 14)( 14 −=− kWR k 。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 12、當 144 −= kn 時的推論 
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第四部分：當 kn 45 = 時： 

如圖 13 的甲，當 8=n ，則 8)( 8 =WR 。考慮圖 13 的甲，每個砝碼重分別加上 4，則左右兩

邊的力矩平衡如圖 13 的乙。再掛上 4、3、2、1 砝碼，如圖 13 的丙。 

再將圖 13 的丙中做一次( 54 , ll )對調，如圖 13 的丁，當 12=n ，則 12)( 12 =WR 。 

 

 

 

 

 

圖 13、當 kn 45 = 時的直觀觀察 

設 kn 45 = 時， 2≥= ik 周期 4的掛法成立，如圖 14的甲。欲證明 1+= ik 也成立。 

如圖 14的甲，當 kn 45 = ，則 iWR i 4)( 4 = 。考慮圖 14的甲，每個砝碼重分別加上 4，則左右

兩邊的力矩平衡如圖 14的乙。再掛上 4、3、2、1 砝碼，如圖 14的丙。再將圖 14的丙中

做一次( 122 , +ii ll )對調，如圖 14的丁。 

當 )1(444 +=+= iin 則 44)( 44 +=+ iWR i 。 

依數學歸納法，當 kn 45 = 時， 85 ≥n ，則 kWR k 4)( 4 = 。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 14、當 kn 45 = 時的推論 

 

綜合上述，命題得證。 

□ 



【評語】030412 

本研究探討砝碼放置天平兩側整數位置，達到平衡，並

求取位置越靠近中心點越佳。當重量為 1, 2, ……, n 時，作

者以一個螺旋式排法開始，求出欲達平衡位置至多只須移動

3 次，且調整後的位置，證明為最佳解，研究結果清楚，是

一件不錯的作品。 
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