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壹、摘要 

本研究探討象鼻蟲製作捲葉前在葉面上戳洞行為與圓柱狀捲葉關係。研究過程中測量葉

面上孔洞記號的連接距離，發現可呈現許多相似等腰三角形，將所畫出的三角形組合成七邊

形後，再利用三角函數及餘弦定理來驗證孔洞與捲葉間數學的規律。探討全等性質的等腰三

角形及相似等腰三角形面積關係，並以手作摺紙及 GSP 軟體繪製圖形觀察。結果可以得知： 

(一)在一面積相等的正七邊形中，全等三角形合併時（內部為中心點）與相似等腰三角形合併   

時（內部為任意點）的面積公式為  n21 h...hh
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兩者面積相等。 

(二)我們利用餘弦定理進行演算，結果發現等腰三角形頂角約為 50.6 ，底角約為 64.7 ，與正

七邊形內角相近，所以可得知捲葉搖籃內部約為正七邊形，而有接近圓的模式，符合捲葉

搖籃的外觀形態。 

貳、研究動機 

    我們曾經在學長姐的研究報告上看過有關於象鼻蟲捲葉的相關資料，從他們的研究報告

可以得知象鼻蟲捲葉時都按照著一定的定律與角度。這是非常有趣的實驗，也激起了我們研

究的興趣，由於他們的報告中沒有詳實的數學演算過程，因此我們試著以數學演算概念，求

證捲葉中的數學意義，並以他們研究為基礎，進一步延伸探討象鼻蟲搖籃內的數學意義。 

參、研究目的 

一、觀察象鼻蟲製造圓及捲葉搖籃上的數學意義 

二、求證捲葉搖籃內部裡的三角形、多邊形及圓的數學關係 

三、探討捲葉裡圓內接正七邊形面積之理想狀態 

四、探討象鼻蟲捲葉上的洞距，求證構成多邊形內的任意形狀三角形與正 n 邊形面積之關係 

式 

五、探討捲葉上的三角形合倂成多邊形時，求三角形邊長比例的平均值與利用三角函數定 

理及餘弦定理來證明 
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肆、研究設備與器材 

研究器材：GSP 幾何繪圖軟體、捲葉搖籃標本、直尺、數位相機、紙、筆、筆記型電腦。 

伍、研究過程 

研究一：觀察象鼻蟲製造圓及捲葉搖籃上的數學意義 

步驟 1：觀察象鼻蟲「製圓」的過程 

我們整理前人研究資料中得知，象鼻蟲做圓過程有 11 項步驟，其過程會將一片平面的葉

片製作成一個圓柱狀的形態。  

 

  

(圖 1)象鼻蟲在葉面上戳洞                (圖 2)象鼻蟲開始進行捲葉 

  

(圖 3)搖籃完成後呈現圓柱狀                (圖 4)幼蟲在搖籃中成長 
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(圖 5)將象鼻蟲製造的搖籃採集下來          (圖 6)採集下的搖籃剪開後所呈現的剖面圖 

  

(圖 7)攤開後的搖籃，會有許多的小孔洞分布  (圖 8)放大後的搖籃，摺痕非常清楚 

結果 1： 

1.我們發現象鼻蟲可以將一片葉子，裁切後製作成一個圓柱狀的捲葉。 

2.將搖籃剪斷，由剖面圖發現內部是一圈圈摺疊而成的圓。 

3.再將其他搖籃攤開，上面有象鼻蟲戳的小洞與摺過的痕跡，我們嘗試將小洞與摺痕串

連起來，發現痕跡有明顯的規律或是數學上的意義。 

步驟 2：探討葉片上摺痕的數學意義 

1. 將葉片打開後，看見葉片上有許多象鼻蟲在捲葉時所做的小孔洞記號，沿著這些記號，我

們標上數字 1 至 8，如(圖 9)。 

2. 將數字 1、2 串連，2、3 串連，3、4 串連，找出跟數學有相關的意義，如(圖 10)。 

3. 在攤開的葉片上分別標上英文字母 a 至 o 表示為葉片上的小孔洞，以 3 個英文字母為一個

單位，如(圖 11)。 

4. 分別將 abi、bcj、cdk、del、efm、fgn、gho 等串連，找出跟數學有相關的意義，如(圖 12)。 

孔洞 

摺痕 
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(圖 9)標上記號                          (圖 10)連接孔洞 

  

(圖 11)標示孔洞                         (圖 12)將每個孔洞作連接 

  

(圖 13)有著水平等距關係                 (圖 14)有著相似等腰三角形關係 

 

結果 2： 

1.發現水平等距關係：若將相鄰兩旁的各小孔洞串聯後，可以發現葉片上擁有著水平等

距關係，如：將點 1 與點 2 串連起的距離 = 將點 2 與點 3 串起的

距離（ 2312  ），以此類推，結果如(圖 13)。 

2. 發現等腰三角形：若將葉片上的小孔洞串聯起來後，可發現葉片上擁有著相似等腰三

角形的規律，如：將小孔洞 i、小孔洞 a 與 b 串聯起來後為 iab ；

將小孔洞 j、小孔洞 b 與 c 串聯起來後為 jbc ，以此類推，結果如(圖

14)。 

孔洞 

洞距 

相似等腰三角形 

水平等距關係 
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研究二：求證捲葉內部裡的三角形、多邊形及圓的數學關係 

步驟 1：找出三角形、多邊形及圓的數學相關資料 

我們從前人研究資料可以得知，將象鼻蟲捲的葉子攤開後可以發現葉片上擁有著排列的

小孔洞，若沿著象鼻蟲所做的小孔洞記號之路徑用摺紙的方式可以摺出一個平面的正六邊

形。但是我們觀察實際上的捲葉是立體圓柱狀，跟平面正六邊形是否相關聯？應如何演算求

證? 

於是我們另外參考了文獻資料，得知在數學的定義裡，當一個平面圓若內接正六邊形、

正十二邊形、正二十四邊形…等，會發現內接的正多邊形，邊數愈大，其正多邊形的面積就

會越趨近於圓形。同時，若將多邊形中心點至各頂點作直線連接，此時會呈現出正多邊形可

由多個三角形所組合成。因此得到的結論是 n 個三角形可組合成一個 n 邊形，邊數越大，其

面積會越趨近於圓。 

步驟 2：找出捲葉內部的中心點及三角形 

由步驟 1 知道三角形、多邊形與圓形之間的關係後，我們就將搖籃剪開觀察內部情況，

明顯看到捲葉的內部是由一圈一圈的圓捲成，於是以捲葉剖面圖中最外一圈為例。 

試著由捲葉上點出大約的中心位置，為 O 點，剖面圖中葉子摺痕的方向點出 A、B、C、

D、E、F、G 七個點，並將 O 點分別向外延伸到 A 至 G 等各頂點作直線連接，最後將點 A 與

點 B 連接；點 C 與點 D 連接；點 E 與點 F 連接；點 G 與點 A 連接。如(圖 28) 

 

 (圖 28) 將搖籃剪開後發現了相似三角形規律     (圖 29) 模擬搖籃內相似三角形的內部圖 
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結果 1： 

1. 以各頂點互相連接 BA 、 BC、 CD 、 DE 、 EF、 FG 、 GA 為多邊形的邊長。如(圖 28)  

2. 以中心點 O 點至各頂點可連接為 OA 、 BO 、 CO 、 DO 、 EO 、 FO 、 GO ，由圖觀察，發

現這些線段會是圓的半徑。如(圖 29) 

3. 圓內由 OAB 、 OBC 、 OCD 、 ODE 、 OEF 、 OFG 、 OGA 等 7 個類似等腰三角形

組合，可成為一個七邊形的圖形。如(圖 28、29)  

4. 發現捲葉內的圓，有 7 個類似等腰三角形組合成的七邊形。 

步驟 3： 模擬捲葉內部情形 

從上述步驟 2 的搖籃剖面圖中，我們依捲葉摺痕的痕跡標上記號後，可畫出一個七邊形，

於是我們按照捲葉內所畫出的痕跡，嘗試模擬平面、單層的七邊形圖形，分別用手作摺紙與

GSP 幾何繪圖軟體兩種方法模擬實驗，其過程與結果如下： 

1. 手作摺紙的方式模擬： 

○1 在一張長 35 公分的長條紙上，摺出底邊為 5 公分的等腰三角形，並分別標上大、小寫英文

字母表示點與邊，如(圖 15)。 

○2 當最右邊等腰三角形向左疊起時，相鄰的兩邊則會互相疊合，例如：當 21  與 疊合，邊 b

與邊 c 會疊合，且點 A 與點 B 相交於一點，如(圖 16)。 

○3 當 32、1  與 互相疊合時，邊 d 與邊 e 也會互相疊合，則點 A、點 B、點 C 會相交於一點，

如(圖 17)。 

○4 43、2、1  與 互相疊合時，邊 f 與邊 g 也會互相疊合，則點 A、點 B、點 C、點 D 相交

於一點，如(圖 18)。 

○5 54、3、2、1  與 互相疊合時，邊 h 與邊 i 也會互相疊合，則點 A、點 B、點 C、點 D、

點 E 相交於一點，如(圖 19)。 

○6 76、5、4、3、2、1  與 互相疊合時，邊 j 與邊 k；邊 l 與邊 m；邊 n 與邊 a 也會互相

疊合，則點 A、點 B、點 C、點 D、點 E、點 F 與點 G 相交於一點，如(圖 20)。 

孔洞 
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(圖 15)標上記號                           (圖 16)邊 b 與邊 c 疊合 

  

(圖 17)邊 d 與邊 e 疊合                   (圖 18)邊 f 與邊 g 疊合 

  

(圖 19)邊 h 與邊 i 互相疊合                 (圖 20)七邊形的完成圖 

結果 3-1： 

經此手作摺紙模擬實驗可仿象鼻蟲製作搖籃時的路徑，並可摺出一平面七邊形。 
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2. 利用 GSP 繪圖軟體模擬七邊形圖形，其語法與模擬過程如下： 

○1  n：假設為正 n 邊形 

○2  
n

1
：假設其任意的一水平線段為一個單位長，並設此水平線段與正多形邊長比例為 

1 : n = 
n

1
，確定每個邊長比例都相同 

○3  x：一個水平線段真實的長度 

註：trun 為刪去函數。將輸入值計算結果的小數部分刪去，取整數值。 

例如：trunc（2.6）= 2 及 trunc（- 7.8）= - 7。 

○4
n

360
：代表每個全等三角形頂角的角度 

○5 GSP 繪圖軟體模擬七邊形圖形－模擬過程： 

（1）分別標上點 a 至點 h，表示為葉片上象鼻蟲捲葉時所戳的水平方向小孔洞；且標上點       

   A 至點 G，表示三角形的頂點；此時 A 至ab的垂直距離即表示葉片上的垂直距離，    

   假設 n 為正多邊形的邊數，當 n = 7 時，則表示此模擬圖合併後為正七邊形。此時正  

   七邊形每個邊長是 1 公分，則周長（即 ah ）為 7 公分，而頂角為 


51
7

360
、底角為

 



5.64

2

51180
。如（圖 21） 

 

                  (圖 21)計算結果頂角為 51 、底角各為 5.64  
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（2）當模擬圖第 1 個三角形捲起時，邊 t、邊 u 會互相疊合；已合併的頂角總角度合約為  

   102 ；而捲起的角度量為 51 。如（圖 22） 

 

(圖 22)兩個頂角相加為 102  

（3）當模擬圖第 2 個三角形捲起時，邊 r、邊 s 會互相疊合；已合併的頂角總角度合約為 153 ；

三角形開始轉動時的角度量為 51 ，因為 7 個三角形為全等，所以每個轉動的角度量皆

會相同。如(圖 23)  

 
(圖 23)三個頂角相加為 153  

（4）模擬圖第 3 個三角形捲起時，則邊 p、邊 q 會互相疊合；已合併的頂角總角度合約為 204 ；

而三角形開始轉動時的角度量為 51 。如(圖 24)  

 
(圖 24)四個頂角相加為 204  
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（5）模擬圖第 4 個三角形捲起時，則邊 n、邊 o 會互相疊合；已合併的頂角總角度合約為 255 ；

而三角形開始轉動時的角度量為 51 。如(圖 25)  

 

(圖 25)五個頂角相加為 255  

（6）模擬圖第 4 個三角形捲起時，則邊 l、邊 m 會互相疊合；已合併的頂角總角度合約為 309 ；

而三角形開始轉動時的角度量為 51 。如(圖 26)  

 

(圖 26)六個頂角相加為 309  

（7）當邊 j 與邊 k、邊 i 與邊 v 互相疊合時，正七邊形內角和為 360 ，即形成一正七邊形。

如(圖 27) 

 

(圖 27)七個頂角相加為 360 、剛好為一圓心角 

結果 3-2： 

當七個等腰三角形組合成正七邊形時，每個相鄰的邊會互相疊合，其內角呈

現 360 ，每個三角形底角角度為 5.64 、頂角為 51 。 
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研究三：探討捲葉裡圓內接正七邊形面積之理想狀態，並藉由 GSP 幾何作圖軟

體來輔助觀察圖形 

步驟 1：演算圓內接正七邊形理想狀態的面積 

1. 從研究二結果，我們先假設象鼻蟲製作捲葉內的摺痕是具有等腰及全等性質，並使用

GSP 繪圖軟體先模擬出圓內接正七邊形的理想狀態圖。如(圖 30) 

2. 我們找出中心點，以其中一個 OED 中OE = OD =半徑 r，將各頂點連接的線段當作正

七邊形的邊長，並由正七邊形內部其中一個三角形觀察，以 OED 為例，過 O 點作 ED

的垂直線交於 H 點，則OH為 OED 的高。如(圖 31) 

3. 由演算角度關係得到三角形頂角及底角的大小，因此我們得知圓內接正七邊形之中心

點會等同於圓心。我們利用面積方式說明，其演算過程如下： 

 

 

 

 

 

 

(圖 30)圓內接正七邊形                 (圖 31)從圓內接正七邊形提出的等腰三角形 

(一)演算一個圓內三角形底角 

1. 邊長關係： 

(1)在 OED 中，過中心點 O 作 ED 的垂線交於 H 點，且 r 為圓的半徑。如(圖 32) 

(2) 假設正七邊形之每個邊長為 a，則 aED  ，
2

a
HDEH  。如(圖 33) 

將正七邊形裡 OED 提出 
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2. 角度關係：                                        

  (1)如(圖 32)，三角形之 EOD (頂角)為 





51
7

360

n

360
(四捨五入)

 
(n =邊數) 

(2)正 n 邊形內角和公式：  2n180  ，代入 n=7 進行計算 

正七邊形內角和：    90027180  

正七邊形的一個內角約為 


129
7

900
(因無法整除，故取四捨五入後的值) 

 (3)則  64.5 
2

129
ODEOED 


 (為 OED 兩側底角)。如 (圖 33) 

 

 

(圖 32) OEDOH 為 的高             (圖 33)頂角為 51 ，底角各為 5.64  

(二)正七邊形之面積演算： 

(1)我們由邊長與角度關係，利用三角函數基本定理計算出邊長    

rODOE  ： 
r

2

a

cos64.5     






cos64.52

a
   

cos64.5

2

a

  r    
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(2)由(圖 34)得知，   tan cossin  及、 三者之間的關係： 

 
a

b
sin     

c

b
t a n 

  a

c
 c o s 

                       
   

(3)三角形面積公式。如(圖 35)：           

sinba
2

1

2

1
 高底面積             

 

  
                      

 

 

 

 

   (圖 34)三角函數基本定理                  (圖 35)三角形面積公式圖 

(4)綜合以上 1、2、3 點結果，並代入第 3 點三角形面積公式，求出 OED 面積：
 

OED 面積  sin51rr
2

1
 

                                                   







 sin51
cos64.52

a

4.56cos2

a

2

1
  

 
  

 
 

 



 sin51

cos64.58

a

2

2

 

正七邊形 ABCDEFG 的面積
 




 sin51
4.56cos8

a
7

2

2
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結果 1：  

1. 各頂點連接為正七邊形的邊長，如 BA 、 BC 、CD 、 DE 、 EF 、 FG 、GA ，並假設

邊長為 a。演算過程中利用三角函數基本定理求得正七邊形內部任一個三角形，以

OED 為例，其面積結果為
 




51sin
5.64cos8

a

2

2

。 

2. 因為假設的三角形為等腰及全等性質，捲起時可聚集成一個正七邊形，同時每個三角形

的頂點可交於一點，此點即為正七邊形的中心點，則面積和為 7OED ，即： 

內部為中心點的正七邊形面積 = 
 




 sin51
4.56cos8

a
7

2

2

 

 

研究四：象鼻蟲搖籃上的洞距，求證構成多邊形內的任意形狀三角形與正 n 邊

形面積之關係式    

步驟 1：探討構成多邊形內的三角形及正 n 邊形面積之關係式 

實驗假設： 

假設條件相同時(正 n 邊形邊長皆為 a、內角皆為 )，當同樣一個正 n 邊形內部

正中央一點 O 與各頂點連接形成的 n 個等腰三角形的情況，亦與內部任意一點

P，由不同大小的三角形所組成的面積和應為相等，如(圖 36、37)。 

 

 

 

 

 

 

( 圖 38 )                                          

 

 

   (圖 36)全等三角形組合成正 n 邊形                    (圖 37)三角形組合成正 n 邊形 
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求出正 n 邊形面積計算關係式： 

        n21 h...hh 
n

2
sin

2
cos4

a
n  

2

















   

1. 內部為中心點的面積公式： 

 n1-n3221 OXXOXXOXX 
n

2
sin

2
cos8

a
n

2

2 









 


 
2. 內部為任意點的面積公式： 

=  n21 h...hh
2

a


 

3. 面積相等關係式：   

  n21 h...hh
2

a


n

2
sin

2
cos8

a
n  

2

2 









 
  

     n21 h...hh
2

a


a

2

n

2
sin

2
cos8

a
n  

2

2













 


 

（同乘以
a

2
) 

     

 

結果 1： 

我們在研究中發現正 n 邊形內部的任意一點到各邊垂直距離的和是每個三角形的高相

加  hn h2h1   ，因此我們了解到不管其三角形頂角所組成的點是否在正 n 邊形中

心，其面積皆會相等。 

其計算結果如下： 

1. 正 n 邊形內部為中心點的面積公式結果：
n

2
sin

2
cos8

a
n  

2

2 









 
  

2. 正 n 邊形內部為任意一點的面積公式結果：  n21 h...hh
2

a


 
3. 因為其兩者面積相等，所以最後經過化簡的結果為

 

 n21 h...hh 
n

2
sin

2
cos4

a
n  

2
















，則代表內部為任意點與內部為中心點的正

n 邊形面積相等。
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步驟 2：以角度及邊長來證明正 n 邊形面積關係 

由步驟 1 的結果中，我們利用正 n 邊形內部三角形的高來證明無論內部為任意點的面積

及內部為中心點的面積都會相同。而我們觀察，象鼻蟲在進行捲葉時並沒有依照等腰三角形

的摺痕，如(圖 38 )，但最後仍能將搖籃完整製成；我們推測其中必有一定的規律性，使任意

三角形能密合形成一個正 n 邊形。其研究模擬過程如下：  

 

 

 

     

 (圖 38 )葉片摺痕上的三角形大小不一 

1. 我們一開始先以正十二邊形為例，繪製模擬圖及其展開圖如(圖 39 )、(圖 40 )，並在正十

二邊形中分割成十二個底邊相同、高相等的等腰三角形。我們發現等腰三角形所形成的展

開圖，因其腰長、高均相同，所以能匯集在正十二邊形的中心。 

 

 

 

 

 

 

(圖 39 )等腰三角形所合併的正十二邊形          (圖 40 ) 等腰三角形的展開圖 
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2. 接著我們再繪製一個正十二邊形，並在其中分割成十二個底邊相同、高不相等的三角形及

一個任意三角形展開圖。在任意三角形的展開圖當中，我們發現三角形雖邊長、高均不相

等，但仍擁有以下兩點規律： 

 ○1 兩個三角形相鄰的邊相等、且相鄰的角度相加會等於正 n 邊形一內角度數，如(圖 42)。 

○2 在任意三角形的展開圖當中，兩個相鄰的邊會等長，但三角形的高會依序遞增、遞減。 

 

 

 

(圖 41)任意邊長三角形所合併的正十二邊形   (圖 42)不等三角形合併為十二邊形的展開圖 

 

 

※演算過程： 

我們利用正 n 邊形內角和公式
n

）2-n（180 
計算出正 n 邊形的一內角度數。 

代入 n=12 進行計算：
12

）2-12（180 
=

12

10180 
= 150  

∵我們可得知正十二邊形一內角等於 150  

∴當任意邊長的三角形符合相鄰兩邊等長時，即可組成正十二邊形，

而我們便可得知其一內角會等於 150  
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3. 我們在觀察象鼻蟲時，發現其葉片孔洞所形成的三角形會由葉柄到葉尖依序遞增、遞減的

順序排列，如(圖 43)因此我們可由步驟 2 的證明得知：我們取平均值所繪製的等腰三角形

所組成的正七邊形面積，與實際葉片上所組成的正七邊形面積相等，且並不會因為其三角

形兩腰長的不同而影響面積。 

(圖 43)實際葉片上的三角形 

研究五：探討捲葉上的三角形合倂成多邊形時，求三角形邊長比例的平均值與

利用三角函數定理及餘弦定理來證明 

步驟 1：由觀察結果取邊長比例的平均值 

我們將捲葉上可記錄到的小孔洞連接，有將近 15 個相似等腰三角形，以計算出其股

與底邊之邊長比例為 1.17，如(附錄一)。 

1. 我們以葉片中央葉脈地方的洞距距離為底邊，並量測每個三角形實際的兩股長度。 

2. 首先假設葉片上的相似等腰三角形的兩股及底邊分別為 A、B、C，如(圖 44)，我們 

知道以等腰三角形的邊長比例來看，兩股與底邊的比值應為相同，即 A：B = C：B。 

結果 1： 

根據研究四步驟二的實驗過程，我們利用邊長及角度的關係，以正十二邊形為例，證

明了正 n 邊形中分割的三角形頂角所匯集成的點無論是否在中心，只要符合兩個三角形相

鄰的邊等長、且相鄰的角度相加會等於正 n 邊形一內角度數
n

）2-n（180 
，其面積皆相等。 
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※ 演算過程： 

因為我們實際在捲葉上的三角形僅為相似，所以我們將所有量測到的兩股與底邊長度作

比例計算，並將所有的比例值(即 15 個三角形，共 30 個比例值)取平均數進行計算。 

設底邊(B)為 1   
B

A
：

B

A

B

C
 ：

B

A
 = 

底

腰
= 

1

17.1

 

所以得到最後比例為   A：B = C：B = 1.17：1    如圖(44、45、46) 

    

 

(圖 44)設葉片上兩股及底邊    (圖 45)兩股為 1.17 底邊為 1     (圖 46)葉片上腰長約為 1.17               

   為 A、B、C                       底長為 1
 

          

結果 1： 

我們假設三角形腰長為 A、C，底邊為 B，然後在實際葉片上進行測量，並取每個三角

形邊長的比例進行平均值的計算（利用四捨五入的方式），得到的數據為 A：B：C = 1.17：

1：1.17，即得到腰及底的比例為 腰：底 = 1.17：1。 

步驟 2：由三角函數定理與洞距比例間之數學關係 

由於象鼻蟲在捲葉時，我們只能從葉片上觀察洞距的關係，而無法觀測角度大小，所以

我們利用上述步驟 1 所計算出來的邊長比例關係，代入三角函數及餘弦定理，來證明捲葉內

所含的多邊形型態。我們由研究三得知三角函數的基本定理   tan cossin  及、 三者關係，並
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利用勾股定理、畢達哥拉斯恆等式及差的平方公式推導出餘弦定理，再利用餘弦定理進行三

角形角度與邊長的關係運算。 

(一)證明畢達哥拉斯恆等式： 

根據右(圖 47)我們假設直角三角形三邊長為 a、b、c。 

當斜邊長 c= 1 時 

○1 根據三角函數的定義，可知： 

sinA= 
c

a
  a= sinA 

cosA= 
c

b
  b= cosA   

○2 根據勾股定理，在一直角三角形內兩股平方和等於斜邊平方   (圖 47)勾股定理關係圖 

即 2a + 2b = 2c 可得 1cossin 22   ，如(圖 47)。 

(二)餘弦定理定義：                                              

餘弦定理為三角形中三邊長度與一個角的餘弦值（cos）之數學式 2abcosC-bac 222  。 

 

※餘弦定理證明如下：    

如(圖 48)所示，假設 ABC 中， cAB ， aBC  ， bAC  。 

過 B 點作 AC的垂線交於 D 點，若 D 點在 AC上， 

則 asinCBD  ， acosCCD  ， acosC-bAD  。              

  

 

 

 

(圖 48) 設三角形邊長為 a、b、c 

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%A4%98%E5%BC%A6
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(三)根據勾股定理得知：    

                                

   222 acosC-basinCc   

根據差的平方公式   222
b2ab-ab-a  ，可得知： 

 Ccosa2abcosC-bCsinac 222222   

              

   2abcosC-bCcosCsinac 22222    

                                                        (圖 49) 餘弦定理基本圖 

(四)接著利用畢達哥拉斯恆等式 1cossin 22   代入上式，化簡可得 2abcosC-bac 222   

從上述定理中我們得知以下證明： 

1. 當已知三角形的兩邊和一角時，可利用餘弦定理來計算第三邊的長。   

2. 當知道三邊的長度時，可以由餘弦定理得到三角形的三個內角。 

(五)利用上述的基本定理，代入我們實際的數據( 1.17 )算出底角度數 

    根據步驟 1 得到的等腰三角形之邊長比例式，我們將結果利用餘弦定理進行計算。 

假設兩邊的股為 A，底邊為 B 如(圖 50)，可得下列公式: 

  

   
)(22ab

c-ba
cos

222

兩鄰邊乘積

對邊平方兩鄰邊平方總和









        
 

0.42735
11.172

1.17-11.17

2AB

A-BA
cos

222222








  

(利用四捨五入取小數點以下五位)                         
     

 64.7(0.42735)cos -1 (三角形中一個底角的角度)      (圖 50)等腰三角形邊長比例式圖 
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  (六)根據上述所假設的等腰三角形：  

得知底角大約為 64.7 ，頂角為    50.664.72-180  ， 

因此根據研究三的結果為  n
360

邊形
頂角角度




  ，當我們已知頂角度數為 6.50 時，即可代 

入公式 7.12
50.6

360





 (小數點以下四捨五入)，則 n=7，求出為正七邊形，如下圖 51、52、 

53。 

 

 

 

 

(圖 51 ) 正七邊形   (圖 52)由正七邊形所提出之三角形  (圖 53)求出捲葉內三角形的度數 

結果 2： 

我們先計算出假設的全等等腰三角形之邊長比例為 1.17 關係後，再由三角函數的基本

定理及餘弦定理的觀念代入驗算，我們得到等腰三角形頂角約為 50.6 ，底角約為 64.7 ，

此結果與先前在研究三的步驟一所計算出正七邊形內角大小相近，所以我們可以知道捲葉

上的洞距比例與數學的關係，約為正七邊形的圖形。 
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步驟 3：比較餘弦定理所計算出的角度與理論上正 n 邊形的角度之誤差範圍 

底角： 

理論值(全等等腰三角形)：  



64.5= 

2

1
×

7

27180  

實際值(相似等腰三角形)= 7.64  

誤差= 0.3%%100
5.64

5.647.64
%100

-







理論

理論實際
 

頂角： 

理論值(全等等腰三角形)： 


43.51
7

360
 

實際值(相似等腰三角形)= 6.50  

誤差= -1.61%100
43.51

43.516.50
%100

-







理論

理論實際
% 

結果 3： 

由餘弦定理所計算出的角度與正 n 邊形的角度的理論值之底角誤差值為 0.3%；頂角誤

差值為-1.61%，故可判斷出此捲葉內部摺痕可呈現約正七邊形的圖形。 

陸、討論 

1. 我們在做實驗的過程中，曾經參考過第四十八屆的幾何高手-探討姬胡麻斑捲葉象鼻蟲

之『搖籃』數學規律的送件報告，由前人的報告顯示葉片擁有著平行、等距以及「直角」

三角形的關係，然而當我們觀察到葉片上的規律時，卻發現前人所謂的直角三角形並不

是完全真正的直角，似乎卻比較接近兩腰相等的相似等腰三角形，所以我們以『平行、

等距以及相似等腰三角形』等規律來研究。 

2. 我們試著以直觀的方式觀察捲葉剖面圖上捲葉摺痕的痕跡，並作畫上記號，呈現出一

個平面的七邊形圖形；但實際上的捲葉卻是立體的圓柱狀，所以使用這樣的直觀方法，
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其精確性有限制。因為剖面圖上顯示的七邊形亦屬為平面二維，而實際捲葉為立體圓柱

狀，是屬於三維空間，期許未來可以朝向圓柱體結構作觀察與研究。 

3. 我們以直觀方式將孔洞作連接，其捲葉內部會有將近 15 個三角形；於是我們先以手作

摺紙的方式模擬摺出七邊形並觀察，實際上七邊形由 7 個三角形組合成，將近 15 個三

角形就約可成為 2~3 層捲葉；但在捲葉剖面圖以直接觀察卻是大約為 9 層，這是為何種

關係呢？ 

我們再由前人研究資料顯示，得知象鼻蟲會先從葉片的最末端開始進行捲葉，等捲

到 2~3 層間，會咬破葉片將卵產下。所以我們推論象鼻蟲剛開始在整脈的時候會以戳洞

作記號，可能是因為需要先取適當的一部分葉片距離作為保護搖籃的基本厚度，接著後

續再將剩餘的葉片捲曲到 L 型的缺口作封口，所以在葉片上的小孔洞並非佈滿全部葉

片，而只取中央葉脈附近的部分而已。 

4.由此一來，整個搖籃結構分配推論是開始的 2~3 層為固定搖籃形狀之用，產卵之後，繼

續將捲葉用力向內壓，直至保護搖籃的基本厚度 2~3 層完成，接而再將其餘葉片往內摺

彎，準備收尾的部分也分配為 2~3 層左右，所以整個捲葉的剖面圖看起來才會是大約 9

層的厚度。 

5.由式子  n21 h...hh  = n

2
sin

2
cos4

a
n  

2











 
 中，我們由 n 個等腰三角形組成 n 邊形的面

積論點來進行探討，即只要知道 n 邊形內三角形的高，就可以得到平面捲葉內接多邊形

的面積；因邊數越大越趨近於圓，所以我們便可以求得趨近於圓的面積，即三角形的高

就是葉面上排列整齊的小孔洞垂直距離。雖然我們決定洞距距離的方式是使用直尺以直

觀方法量測，可能會有一些誤差值產生，但我們不需要精密的量測工具，就可以推論無

論何種三角形所組成的多邊形，只要知道洞距的垂直距離(等於 n 邊形內部任一點至各邊

上的垂直距離)，就可以得知 n 邊形面積  n21 h...hh
2

a


n

2
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2
cos8
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2

2 









 
  。                                    
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柒、結論                                                   

1. 將捲葉打開發現排列整齊的小孔洞有水平等距關係以及等腰三角形關係。 

2. 剪開捲葉後，在剖面圖上標記，呈現出 7 個類似等腰三角形組合成的七邊形。 

3. 以捲葉內部摺痕探討若標上記號時為任意正 n 邊形，其面積關係以 2 種不同方式表示： 

○1 葉片上的全等等腰三角形合併時，三角形頂角若重疊於中心點： 

面積公式：
n

2
sin

2
cos8

a
n

2

2 









 


 

○2 若葉片上是以相似等腰三角形(但底邊相同)合併時，三角形頂角重疊於任一點：  

面積公式：  n21 h...hh
2

a


 

4. 不論何種三角形的頂角合併時所形成的點是否在中心，其形成的正七邊形面積應都相同。 

○1 內部中心點與任一點的面積關係式：
 n21 h...hh

2

a

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2
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2
cos8
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n  

2

2 
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
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

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 


  

 

○2 演算結果：
 n21 h...hh 

n

2
sin

2
cos4

a
n  

2











 


 
只要曉得每個三角形的高相加之總和  n21 h...hh  ，就可以求出正 n 邊形的面積，所以

得知捲葉中的洞距垂直距離間含有一個規律性數學關係。

 5. 將求得的等腰三角形之邊長比例式(股：底 = 1.17：1)代入餘弦定理，求得頂角角度約為

50.6o、底角角度約為 64.7 o。 

6. 再將頂角 50.6 ，帶入式子 ， n
360

邊形
頂角角度




12.7
6.50

360





 (小數點以下四捨五入) 約為正 

7 邊形。 

7. 比較餘弦定理所計算出的角度與正 n 邊形角度的理論值之誤差範圍，底角誤差為 0.3%；

頂角誤差為 -1.61%，故可判斷出此捲葉內部摺痕可呈現約正七邊形的圖形。 

8. 經數學演算數據得知象鼻蟲所製作的捲葉搖籃，剖面圖可呈現約為一個正七邊形，在數學
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上有接近圓的模式，符合捲葉搖籃外觀的形態。 
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玖、附錄(一)：葉片上洞距長度的比例關係 

編號 底 腰 比例值 

1 ab =0.4 

aB =0.6 1.5 

bB=0.7 1.8 

2 bc =0.5 

bC =0.7 1.4 

cC =0.7 1.4 

3 cd =0.5 

cD =0.8 1.6 

dD =0.7 1.4 

4 de =0.4 

dE =0.7 1.8 

eE =0.6 1.5 

5 ef =0.4 

eF =0.6 1.5 

fF =0.6 1.5 

6 fg =0.5 

fG =0.6 1.2 

gG =0.6 1.2 

7 gh =0.4 

gH =0.6 1.5 

hH =0.5 1.3 
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8 hi =0.5 

hI =0.5 1 

iI =0.4 0.8 

9 iJ =0.4 

iJ =0.4 1 

jK =0.4 1 

10 jk =0.4 

kK =0.4 1 

kL =0.4 1 

11 kl =0.4 

lL =0.4 1 

lM =0.3 0.8 

12 lm =0.3 

mM =0.4 1.3 

mN =0.4 1.3 

13 mn =0.4 

nN =0.3 0.8 

nO =0.3 0.8 

14 no =0.4 

oO =0.3 0.8 

oP =0.3 0.8 

15 op =0.6 

pP =0.3 0.5 

pQ =0.4 0.6 

所有比例值之平均為 1.17 

 



【評語】030409 

1. 將大自然中題材以數學觀點研究，值得鼓勵的作品 

2. 研究手法裡的數學推論部分宜更嚴謹。 

3. 團隊合作良好。 

4. 照片資料極佳。 
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