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摘要 

 本研究主要由一數學競賽問題來進行推廣。我們證明了完美全分割共有 5 種、完美二分

割共有 24 種、完美三分割共有 9 種，而完美 k 分割在 3k  時將不存在。我們也進一步將各種

圖形繪出，並與相關立體圖形進行比較探討。 

壹、 研究動機  

在數學書籍[1]中，競賽問題 393 題提到： 
  「在任意 n 邊形中，內部給定另外 m 個點，將此 n m 個點做任意連線，並滿足： 

(1) 任意三角形內部沒有孤立點  (2)線段與線段間交點僅能在所有給定點上 

求證：無論分割方式為何，所分割成的三角形總數相同(並以 n 和 m 來表示三角形的總個數)」 

  這問題引發了我們的好奇，於是我們對此問題開始深入研究並加以推廣。 

貳、研究目的 
一、探討 )3,,( mn 、 ),,( rmn 全分割的幾何性質。 

二、探討完美全分割、完美二分割、完美三分割的所有種類數與結構圖。 
三、探討完美 k 分割( k N )在 3k  時的存在性。 

參、研究設備與器材 
      紙、鉛筆、GSP 、 3Cabri D   

肆、研究過程 
一、定義： 

 (一) 分割： 

將一多邊形內部切割為數個任意多邊形1的集合 ( 邊數可不同 ) ，並滿足下列兩條件： 

(1)多邊形內部不能有任何孤立點  (2)線段與線段間交點僅能在所有給定點上  

我們稱這是一種多邊形的「分割」。如下圖一中 )(a 、 )(b 、 )(c 三圖所示，由於在圖一 )(a

中 AF、BE 互相跨越、在圖一 )(b 中 E 點為孤立點，故兩者皆不是一個分割，而圖一 )(c 中

皆滿足分割的定義，故圖 )(c 為一種分割。 
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       )(a       )(b      )(c  

圖一 多邊形的分割與非分割例圖 

 

(二) 全分割： 

當多邊形作內部分割時，若所切割出的多邊形「邊數」皆相同時，我們稱此分割為「全

分割」。如下圖二所示，在圖二 ( )b 的分割中，切出之多邊形邊數不全相同，故不是一個

全分割；而圖二 ( )a 的則為一種三角形的全分割方式。而我們將 n 邊形，內部 m 個點，全

部分割為 r 邊形的全分割以符號 ),,( rmn 表示。 

 

                                                 
1註：在本研究中的所有分割，其所涵蓋之多邊形均為任意多邊形(亦可為凹多邊形)，並不要求一定為正多邊形。 
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    )(a (4,2,3) 全分割                )(b 非全分割 

圖二 全分割與非全分割例圖 

  (三) 價數( D )： 

該點所連出去的邊數我們稱為該點的價數；若圖形中每一點的價數皆相同，我們稱該圖

形為「正則的」，反之則稱為「非正則的」。如下圖三 )(a 中， A 點與 F 點的價數不同，故

)(a 則為非正則的；而圖三 )(b 中，其圖形中的每個點價數均為3 ，故圖三 )(b 為正則的。 

         

F

D

C
B

A

     
)(a 非正則的              )(b 正則的 

圖三 非正則與正則例圖 

(四) 對稱性： 

一分割圖形中，每個點均可能為數個多邊形的共同頂點，將該點周邊的鄰居多邊形以有

次序的符號序列表示，稱為該點的對稱性。如圖四 )(b 中的 A 點的對稱性為[3,3,3,4] (其中

一個 3 為外部三角形)， B 點則為[3,4,3,4]。2而若一圖中每個點對稱性皆相同時，我們稱

該圖為對稱的。如圖四 )(a 中每個點之對稱性均為[3,4,4]，故圖 )(a 為對稱的，而圖 )(b 則

為非對稱的。由對稱的特性可以了解：若一分割圖形為對稱的，則該圖必定是正則的。 

                                

A

B

         
       )(a 對稱的            )(b 非對稱的 

圖四 對稱的與非對稱的例圖 

(五)完美 k 分割： 

若一分割圖形含有 k 種邊數不同的多邊形，且該分割圖形為對稱的，則我們稱此分割為

「完美 k 分割」，而 1k  時，又稱為「完美全分割」。 

 

有了定義，我們知道原問題乃 )3,,( mn 全分割之問題。於是進一步探討其相關性質： 

命題：給定一任意 n 邊形，內部 m 個點，試求： 

)1( )3,,( mn 全分割後，三角形的個數總數？ )2( )3,,( mn 全分割後，總邊數是否為一定值？ 

)3( )3,,( mn 全分割後，所有點的價數總和？ 

 

底下是我們針對各小題的證明： 

)1( 假設 )3,,( mn 全分割後三角形總數為 個，透過兩種不同的內角和計算方式，可以得知：  

( 2)180 360 180n m      2 2n m     
)2( 我們進一步透過尤拉公式來計算總邊數 

尤拉公式：V ( 總點數 ) F ( 總面數 ) E ( 總邊數 ) 2  

                                                 
2註：對稱性[3,4,3,4]與[4,3,4,3]是相同的；但對稱性[3,4,3,4]與[3,3,4,4]則不相同。 
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我們先歸納： )3,,( mn 之全分割，其總點數 mnV  ，總面數 1F    ( 個三角形再加上 n 邊

形的外部一面)，總邊數假定為 E ，將數據帶入可得： 

2 EFV ， 2 FVE  ( ) ( 1) 2E n m       2 3 3E n m     
 

)3( 假設 A 、 B 為 )3,,( mn 全分割圖形中的兩點，而 AB 為全分割圖形中的一邊。(如圖四 )  

由於 AB 在計算 A 點價數時計算了一次，在計算 B 點價數時又計算了一次，故我們可以得知：

在 )3,,( mn 之全分割圖形中，所有點的價數總和為總邊數的兩倍。 

亦即 
1

2 4 6 6
n m

i

i

D E n m




     (其中 iD 為 i 點的價數)  

我們進一步將所得到的結論歸納如下： 

定理一： )3,,( mn 之全分割，無論分割方式為何： 

)1( 分割後三角形總數恆為一定值 ，其定值 2 2n m     

)2( 分割後總邊數為 332  mnE  

)3( 所有點的價數總和恆為一定值，其定值為
1

2 4 6 6
n m

i

i

D E n m




    (其中 iD 為 i 點的價數) 

 

我們進一步將題目推廣，若分割的多邊形為四邊形，情況為何？我們先試著畫畫看： 

 

從右圖五中，我們不難發現兩個問題： 

)1( 可能無法產生全分割  

)2( 所分割的多邊形可能為凹多邊形                               

圖五 

 

因此，我們再將條件放寬，允許分割出來的多邊形可以是凹邊形，底下我們將證明任意凹 n

邊形的內角和公式，我們證明方式是採取「填凹補凸」的方式，其證明如下： 

aha2a1 ................................

...................

 
  凹 n 邊形示意圖(h 個凹槽) 

令凹 n 邊形，共有 h 個凹槽，分別有 1a 、 2a 、 3a ……
h

a 個邊(其中 hjaa
jj

,...2,1,,2  )。

我們將每個凹槽補平，此時外部的凸多邊形共有   haaan
h
 ......

21
個邊，其內角和

為  1802)......(
21

 haaan
h

，而內部共有       1......1......1
21


h

aaa

個點，而補平後內部所產生的 h 個多邊形邊數分別為      1,......,1,1
21


h

aaa 。 

故凹 n 邊形內角和 

        

        

  





1802

360213602136021

3601......1......11802)......(

21

2121







n

aaa

aaahaaan

h

hh

 

定理二：任意凹 n 邊形，其內角和必為 ( 2) 180n    

.
.
.

..
.

A B
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有了凹多邊形內角和公式，我們進一步探討  rmn ,, 全分割性質，我們先做出下列命題： 

命題：給定一任意 n 邊形，內部 m 個點，進行 ( , , )n m r 全分割後 )4( r ，試問： 

)1( r 邊形的個數總數？   )2( ( , , )n m r 全分割之總邊數為？ 

)3( ( , , )n m r 全分割之所有點價數總和為？ 

 

其證明分別如下： 

)1( 設 ( , , )n m r 全分割後 r 邊形的個數總數為 個，透過兩種不同的多邊形內角和計算方式，得： 

   ( 2 ) 1 8 0 ( 2 ) 1 8 0 3 6 0r n m         
2 2

2

n m

r


 



  (其中 2 | 2 2r n m   ) 

 

)2( 我們透過尤拉公式 2 EFV 來計算總邊數： 

初始條件：V n m  ，
2 2

1 1
2

n m
F

r


 
   


， E 則為所求的總邊數。代入後得：    

2 2V F E E V F      
2 2 2 2

( ) 1 2 1
2 2

n m n m
E n m n m

r r

    
          

  
 

 

)3( 同定理一之(3)之證明： 

我們可以知道在 ( , , )n m r 之全分割圖形中，所有點的價數總和為總邊數的兩倍。 

亦即 
1

2
n m

i

i

D E




 
2( 2 2)

2( 1)
2

n m
n m

r

 
  


  (其中 iD 為 i 點的價數) 

 

我們進一步將所得到的結論歸納如下： 

 

定理三： ( , , )n m r 之全分割，無論分割方式為何： 

)1( 分割後 r 邊形總數恆為一定值 ，其定值
2 2

2

n m

r


 


  ( 其中 2 | 2 2r n m   )  

)2( 分割後總邊數為 
2 2

( 1)
2

n m
E n m

r

 
   


 

)3( 所有點的價數總和恆為一定值，其定值為
1

2
n m

i

i

D E




 
2( 2 2)

2( 1)
2

n m
n m

r

 
  


  

( 其中 iD 為 i 點的價數 )  

 

有了上述結論，我們想知道的：完美 k 分割的種類數。我們先從 1k  時開始探討： 

完美全分割 )1( k  

在一個  rmn ,, 的全分割圖形中，若該圖形為對稱的，則稱該圖為一「完美全分割」。 

由於須滿足所有點對稱性一致的關係，故必須滿足一條件： rn   

首先，我們知道 ( , , )n m r 之全分割其價數總和為
1

n m

i

i

D





2( 2 2)

2( 1)
2

n m
n m

r

 
  


。由於完美

全分割為正則的，故每個點的價數為：

1

( ) ( )
n m

i

i

D D n m




  
2 2( 2 2) 2( 2 )

2 2
( )( 2) ( )( 2)

n m n m r

n m n m r n m r

   
    

    
，我們再利用 r n 此條件 

代入可得： D 
))(2(

4
2

mnn

m


 。底下我們分四種情況討論： 
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Case1：當 3 rn 時  

D 
)3(1

4
2

m

m


 

12
6

3
N

m
 




12

3m 
   3m 12  m 1 ,3 ,9  

)(i 當 1m  時， 3D   (3,1,3) 完美全分割，此時總邊數 6E   

)(ii 當 3m  時， 4D   (3,3,3)完美全分割，此時總邊數 12E   

)(iii 當 9m  時， 5D   (3,9,3) 完美全分割，此時總邊數 30E   
Case 2 ：當 4 rn 時  

4 8
2 4

2(4 ) 4

m
D N

m m
    

 


4

8

m
   4m 8   4m   

故當 4m  時， 3D   (4,4,4) 完美全分割，此時總邊數 12E   

Case 3 ：當 5 rn 時  

4 15
2 3

3(5 ) 3 15

m m
D N

m m


    

 


153

15





m

m
  ，且 3D   

15153  mm ，
153

15





m

m
0 )( 

153

15





m

m
0 ， 015 m ， 15m   

故當 15m  時， 3D   (5,15,5) 完美全分割，此時總邊數 30E   

Case 4 ：當當 6 rn 時 

D 
4 4

2 2 2 3
( 2)( ) (6 2)(6 ) 6

m m m

n n m m m
     

    
。故當 6 rn 時，m 將無解。 

我們可以得知完美全分割一共有五種。我們將其繪出，如下表一所示： 

   
)3,1,3( 完美全分割 (3,3,3)完美全分割 )3,9,3( 完美全分割 

 
 

)4,4,4( 完美全分割 )5,15,5( 完美全分割 
表一 五種完美全分割之圖形 

 

 

定理四：完美全分割共有 5 種，分別為 )3,1,3( 完美全分割、 (3,3,3)完美全分割、 )3,9,3( 完美

全分割、 )4,4,4( 完美全分割及 )5,15,5( 完美全分割。 

 

 

我們進一步探討 2k  時的「完美二分割」。 

完美二分割 )2( k  

若一分割圖形含有 2 種邊數不同多邊形，且該分割圖形為對稱的，稱此分割為「完美二分割」。

我們以符號 ( , , , )n m n r 來表示： n 邊形，內部 m 個點，分割為 n , r 二種多邊形的完美二分割。 
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我們令完美二分割圖形中 n 邊形個數有 p 個， r 邊形個數有 q 個。 

先由尤拉公式將 mnV  ， 1 qpF 代入： 

2V F E   ( ) ( 1) 2 1E n m p q n m p q            ………○１
 

再由定理三 )3( 可知
1

n m

i

i

D




 ( ) 2D n m E  ……○２。結合○１、○２，得： 

1

( ) 2 2( 1)
n m

i

i

D D n m E n m p q




        
( )( 2) 2

2

n m D
p q

  
 

 
上述的推演中告訴了我們：當 Dnm ,, 值給定時，多邊形的總數 qp  將恆為定值！ 

我們繼續來看完美二分割其每點價數 )(D 是否有任何限制？ 

.1 先以內角和公式探討 ),,,( rnmn  

( 2)180 360 ( 2)180 ( 2)180n m n p r q          2 2 ( 2) ( 2)n m n p r q        

   結合上述 2 2 ( 2) ( 2)n m n p r q       、
( )( 2) 2

2

n m D
p q

  
  這兩式， 

   可得一聯立方程式： 








2)2)((22

22)2()2(

Dmnqp

mnqrpn
 

   我們先利用行列式解出 p 和 q 的通式解： 

 

( 2 2 ) ( 2)

( )( 2) 2 2

( 2) ( 2)

2 2

n m r

m n D
p

n r

  

  


 
、

( 2) ( 2 2 )

2 ( )( 2) 2

( 2) ( 2)

2 2

n n m

m n D
q

n r

  

  


 
 

 

 ( 2)( ) 2 ( 1)

2 2

( 2)( ) 2 ( 2)

2 2

D r m n r n m n
p

r n

D n m n n m n
q

n r

      
 


     

 

 

2. 討論 p 、 q 的性質和 D 的確切範圍： 

  ○１若 nr  ， 0p    

      ( 2 ) ( ) 2 ( 1 ) 0D r m n r m n n      
 2 2 ( )

2
( ) ( 2 )

m n r
D

m n r

 
 

 
………○C  

 0q  ： 

  ( 2)( ) 2 ( 2) 0D n m n n m n      
4

2
( 2)( )

m
D

n m n
 

 
…………○D  

 綜合○C 和○D 
 2 2 ( )4

2 2
( )( 2) ( )( 2)

m n rm
D

m n n m n r

 
   

   
 

     ○２反之若 r n    
 2 2 ( ) 4

2 2
( )( 2) ( )( 2)

m n r m
D

m n r m n n

 
   

   
 

     ○３ nr  時，證明 6D   

  
4

2 6
( )( 2)

m

m n n

 
  

  

 4 ( )( 3)

( )( 2)

m n n n

m n n

   


 
；又 3m  ， 3n   ( )( 3) 0m n n n   

 

      
4

2 6
( )( 2)

m

m n n

 
  

  

 4 ( )( 3)
0

( )( 2)

m n n n

m n n

   
 

 
 

    
 2 2 ( )4

6 2 2
( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )

m n rm
D

m n n m n r

 
    

   
 nr  時 6D  (亦即 D 的最大值為5 )  
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     ○４ r n 時，證明 6D   

        
 2 2 ( )

2 6
( )( 2)

m n r

m n r

  
  

  

 2 ( 2 2 ) ( 1 ) ( 2 )

( ) ( 2 )

m n r r m n

m n r

     


 
 

         3m  ， 3n  ， 3r   (2 2 )( 1) (2 ) 0m n r r m n       

        
   2 2 ( ) 2 ( 2 2 ) ( 1 ) ( 2 )

2 6 0
( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )

m n r m n r r m n

m n r m n r

        
    

    
 

      
 2 2 ( ) 4

6 2 2
( )( 2) ( )( 2)

m n r m
D

m n r m n n

 
    

   
 r n 時 6D  (亦即 D 的最大值為 5) 

上述的推演證明了完美二分割，不論 nr  或 nr  ， 6D  (即 D 的最大值為 5)。 

定理五：完美二分割，不論 nr  或 nr  ， 6D  (亦即 D 的最大值為 5)。 

 

有了 D 值之確切範圍後，我們進一步探討完美二分割之所有種類數。透過排列組合的計算，

我們可以歸納出 12 種不同的對稱性，分別如下： 

(1) 3D  時對稱性有 , ,n r r 、 , ,n n r  

(2) 4D  時對稱性有 , , ,n r r r 、 , , ,n n r r 、 , , ,n r n r 、 , , ,n n n r  

(3) 5D  時對稱性有 , , , ,n r r r r 、 , , , ,n n r r r 、 , , , ,n r n r r 、 , , , ,n n n r r 、 , , , ,n n r n r 、 , , , ,n n n n r  

令 ( , , , )n m n r 完美二分割，其分割出 n 邊形 p 個，r 邊形 q 個 

在 3D  時，我們以算總點數V 的角度思考。我們先考慮對稱性為 , ,n r r 的這種情形： 

由於每一點的對稱性質為 , ,n r r 時，每點連接 2 個 r 邊形和一個 n 邊形。 

故總點數  
1

1
2

V n p qr    2 1n p qr     ( n 邊形總數含外部的 n 邊形共 1p  個) 

同理可推得：  

    
 

 

, , 2 ( 1 )
3

, , ( 1 ) 2

n r r n p q r
D

n n r n p q r

   
  

  

        

 

   

 

, , , 3 ( 1 )

4 , , , . , , , ( 1 )

, , , ( 1 ) 3

n r r r n p q r

D n n r r n r n r n p q r

n n n r n p q r

   


    


  

 

    

 

   

   

 

, , , , 4 ( 1)

, , , , . , , , , 3 ( 1) 2
5

, , , , . , , , , 2 ( 1) 3

, , , , ( 1) 4

n r r r r n p qr

n n r r r n r n r r n p qr
D

n n n r r n n r n r n p qr

n n n n r n p qr

   


  
  

  


  

 

配合上述公式，底下我們將探討 ),,,( rnmn 完美二分割的所有情況。 

Case1：當 3D 時( 3,3  rn ，且 rn  )： 
將 3D 代入 p 、 q 之值，得 

 3( 2)( ) 2 ( 1)

2 2

r m n r n m n
p

r n

     



=

nr

rnmrnrm

22

246




 

3( 2)( ) 2 ( 2)

2 2

n m n n m n
q

n r

    


 rn

nmnnm

22

262




  

1.當對稱性為  rrn ,,  

)1( 將 3D 時之 p 、 q 值代入對稱性公式 2 ( 1)n p qr  ：  
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n2
rn

nmnnm
r

nr

nrrnmrnrm

22

26

22

22246 2


















 
  整理得 2 2( 4 2 ) 2 4 0m nr n r n r nr n       

  
2 24 2 ( )( 4 2 ) 4 4

4 2 4 2 4 2

n n r nr n nr n r nr nr
m n

nr n r nr n r nr n r

     
     

     
 

)2( 探討 m 之值的特性： 

m    
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n







24

4

24

4
…………○A  

又 0n ， 04 nr ， 024  nrrn   024  rnnr ( 2)( 4) 8n r    …………○B  

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解： 

○1 當 3r 時，由○A 式可知： 66
6

12 2 


 nnn
n

n
n  5,4n (因為 rn  ) 

   (i) 4n 時  










10

8

61612

244864
m   (ii) 5n 時  











11

5

62015

3075100
m  

○2 當 4r 時， ( 2) 0 8n n     3 或大於 4 的任意整數 

○３當 4r 時○B 式就不會出現無限多解的情況。以 ( 2)( 4)n r  值分點討論此方程式，得出 n 、

r 解，並代回原式求出符合條件的 m 值，將不符合之 m 值淘汰(無解部分詳見附錄（一）)。

整理後如下表二所示： 

( 2)( 4)n r   n  r  m  分割符號 繪圖情形 

( 2)( 4) 0n r    , ( 3)n N n   4  , ( 3)m n N n    ( , , ,4)n n n  存在 

( 2)( 4) 1n r    3 5 無正整數解   

( 2)( 4) 2n r    3  6  9m  )6,3,9,3(  存在 

( 2)( 4) 2n r    4 5 無正整數解   

( 2)( 4) 3n r    3 7 無正整數解   

( 2)( 4) 3n r    5 5 ( )n r     

( 2)( 4) 4n r    3  8  21m  )8,3,21,3(  存在 

( 2)( 4) 4n r    6  5  24m  )5,6,24,6(  不存在 

( 2)( 4) 4n r    4  6  20m  )6,4,20,4(  存在 

( 2)( 4) 5n r    3  9  33m  )9,3,33,3(  不存在 

( 2)( 4) 5n r    7 5 無正整數解   

( 2)( 4) 6n r    3  10  57m  )10,3,57,3(  存在 

( 2)( 4) 6n r    8  5  72m  )5,8,72,8(  不存在 

( 2)( 4) 6n r    4  7  52m  )7,4,52,4(  不存在 

( 2)( 4) 6n r    5  6  55m  )6,5,55,5(  存在 

( 2)( 4) 7n r    3  11 129m  )11,3,129,3(  不存在 

( 2)( 4) 7n r    9  5  171m  )5,9,171,9(  不存在 

表二 3D  ，對稱性為[ , , ]n r r 的所有情形 

 

2.當對稱性為  rnn ,,  

)1( 將 3D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式 ( 1) 2n p qr  ： 

   n
rn

nmnnm
r

nr

nrrnmrnrm

22

26
2

22

22246 2


















        
   整理得 2 2( 2 4 ) 2 0m nr n r n r n      
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2 22 ( )( 2 4 ) 4 4

2 4 2 4 2 4

n n r n nr n r nr nr
m n

nr n r nr n r nr n r

    
     

     
 

)2( 探討 m 之值的特性：  

   m   
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n







42

4

42

4
…………○A  

   又 0n ， 04 nr ， 042  nrrn   024  nrnr ( 4)( 2) 8n r    …………○B  

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解： 

  ○1 當 3n 時，由○A 式可知 66,30,18,12,6726
6

72
12

6

12
3 





 rr

rr

r

 
  ○2 當 4n 時， ( 2) 0 8r r     3 或大於 4 的任意整數 

  ○３當 4n 時○B 式就不會出現無限多解的情況。以 ( 4)( 2)n r  值分點討論此方程式，得出

n 、 r 解，並代回原式求出符合條件的 m 值(無解部分詳見附錄（一）)，整理後如下表三

所示： 

( 4)( 2)n r   n  r  m  分割符號 繪圖情形 

4n   3  6  3m  )6,3,3,3(  不存在 

4n   3  12  5m  )12,3,5,3(  不存在 

4n   3  18  6m  )18,3,6,3(  不存在 

4n   3 30 無正整數解   

4n   3  66  8m  )66,3,8,3(  不存在 

( 4)( 2) 0n r    4  3r  ( r N ) 4 2m r    (4, 4 2 ,4, )r r   存在 

( 4)( 2) 1n r    5 3 無正整數解   

( 4)( 2) 2n r    6  3  6m  )3,6,6,6(  存在 

( 4)( 2) 2n r    5 4 無正整數解   

( 4)( 2) 3n r    7 3 無正整數解   

( 4)( 2) 3n r    5 5 ( )n r     

( 4)( 2) 4n r    8  3  16m  )3,8,16,8(  存在 

( 4)( 2) 4n r    5  6  25m  )6,5,25,5(  不存在 

( 4)( 2) 4n r    6  4  18m  )4,6,18,6(  存在 

( 4)( 2) 5n r    9  3  37m  )3,9,37,9(  不存在 

( 4)( 2) 5n r    5 7 無正整數解   

( 4)( 2) 6n r    10  3  50m  )3,10,50,10(  存在 

( 4)( 2) 6n r    5  8  75m  )8,5,75,5(  不存在 

( 4)( 2) 6n r    7  4  49m  )4,7,49,7(  不存在 

( 4)( 2) 6n r    6  5  54m  )5,6,54,6(  存在 

( 4)( 2) 7n r    11 3  121m  )3,11,121,11(  不存在 

( 4)( 2) 7n r    5  9  175m  )9,5,175,5(  不存在 

表三 3D  ，對稱性為[ , , ]n n r 的所有情形 

 

將 3D  對稱性為 , ,n r r 、[ , , ]n n r 的圖形繪出，把繪圖過程中對稱性不符合的圖淘汰(詳細探

討請見附錄（一）)，並將符合條件的分割圖形繪出，如下表四所示： 
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.

.
. .

..
.. . .

.

n

    
( , , ,4)n n n  

對稱性  4,4,n  

(3,9,3,6)  

對稱性 3,6,6  

(3,21,3,8)  

對稱性 3,8,8  

(4,20,4,6)  

對稱性 4,6,6  

  

.... . . ..

r

r

. .... . . .

  
(3,57,3,10)  

對稱性 3,10,10  

(5,55,5,6)  

對稱性 5,6,6  

(4, 4 2 ,4, )r r   

對稱性 4,4, r  

(6,6,6,3)  

對稱性 6,6,3  

    
(8,16,8,3)  

對稱性 8,8,3  

(6,18,6,4)  

對稱性 6,6,4  

(10,50,10,3)  

對稱性 10,10,3  

(6,54,6,5)  

對稱性 6,6,5  

表四 3D  所有圖形情況(依照表二、表三解的順序排列) 

 

 

Case2：當 4D 時( 3,3  rn ，且 rn  )： 
將 4D 帶入 p 、 q 之值，得 

 4( 2)( ) 2 ( 1)

2 2

r m n r n m n
p

r n

     


 nr

rnmrnrm

22

26822




  

4( 2)( ) 2 ( 2)

2 2

n m n n m n
q

n r

    


 rn

nmnnm

22

4822 2




  

1.當對稱性為  rrrn ,,,  

)1( 將 4D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式3 ( 1)n p qr  ：  

  n3
nr

nrrnmrnrm

22

2226822




= r

rn

nmnnm

22

4822 2




 

  整理得 2 2( 3 ) 3 0m nr n r n r n rn       

  

2 23 ( )( 3 ) 2 2

3 3 3

n n r rn n nr n r rn nr
m n

nr n r nr n r nr n r

     
     

     
 

 

)2( 探討 m 之值的特性： 

  m   
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n







3

2

3

2
…………○A  
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  又 0n ， 02 nr ， 03  nrrn   03  rnnr ( 1)( 3) 3n r    …………○B  

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解： 

  ○1 當 3r 時，由○B 式可知 ( 1) 0 3n    n 大於3 的任意整數 

  ○２當 3r 時○B 式就不會出現無限多解的情況。分點討論此方程式，得出 n 、 r  

  解，並代回原式求出符合條件的 m 值，如下表五所示： 

( 1)( 3)n r   n  r  m  分割符號 繪圖情形 

( 1)( 3) 0n r    , ( 3)n N n   3  m n   ( , , ,3)n n n  存在 

( 1)( 3) 1n r    2  4  ( 3)n     

( 1)( 3) 2n r    3  4  21m  )4,3,21,3(  存在 

( 1)( 3) 2n r    2 5 ( 3)n     

表五 4D  ，對稱性為[ , , , ]n r r r 的所有情形 

 

2.當對稱性為  rnrn ,,, 、  rrnn ,,,  
)1( 將 4D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式 ( 1)n p qr  ：  

  n
nr

nrrnmrnrm

22

2226822




= r

rn

nmnnm

22

4822 2




 

  整理得 2 2( 2 2 ) 2 0m nr n r n r n      

  
2 22 ( )( 2 2 ) 2 2

2 2 2 2 2 2

n n r n nr n r rn nr
m n

nr n r nr n r nr n r

    
     

     
 

 

)2( 探討 m 之值的特性： 

  m  
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n







22

2

22

2
…………○A  

  又 0n ， 02 nr ， 022  nrrn   022  rnnr ( 2)( 2) 4n r    …………○B  

  分點討論此方程式，得出 n 、 r 解，並代回原式求出符合條件的 m 值，如下表六所示： 

 

( 2)( 2)n r   n  r  m  分割符號 繪圖情形 

( 2)( 2) 1n r    3  3  ( )n r     

( 2)( 2) 2n r    4  3  8m  )3,4,8,4(  存在 

( 2)( 2) 2n r    3  4  9m  )4,3,9,3(  存在 

( 2)( 2) 3n r    3  5  27m  )5,3,27,3(  存在 

( 2)( 2) 3n r    5  3  25m  )3,5,25,5(  存在 

表六 4D  ，對稱性為  rnrn ,,, 、  rrnn ,,, 的所有情形 

 

(3) 考慮對稱性為  rrnn ,,, 的狀況： 

在上表六中，可知對稱性為  rrnn ,,, 的情況共只有四種，分別為 )3,4,8,4( 、 )4,3,9,3( 、

)5,3,27,3( 與 )3,5,25,5( 之分割。而其對稱性僅有兩種不同情況( )3,4,8,4( 、 )4,3,9,3( 分割之對

稱性同為[3,3,4,4]，而 )5,3,27,3( 、 )3,5,25,5( 分割之對稱性則同為[3,3,5,5] )。 

我們先看對稱性[3,3,4,4]的情況，如下圖七(a)所示，圖中 A 點對稱性為[3,3,4,4]，由於 B

點也需滿足對稱性[3,3,4,4]，故需往外拓展兩四邊形，如圖七(b)所示，這時我們將發現 C 點

的對稱性將不再是[3,3,4,4]，故產生矛盾。 
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A C

B

    

B

CA

 
(a)        (b) 

圖七 對稱性為[3,3,4,4]的情況將導致矛盾 

接著我們來看對稱性為[3,3,5,5]的情況，如下圖八(a)所示，圖中 A 點對稱性為[3,3,5,5]，

由於 B 點也需滿足對稱性[3,3,5,5]，故需往外再拓展一三角形，如圖八(b)所示，這時我們將

發現 C 點的對稱性將不再是[3,3,5,5]，故產生矛盾。 

A

C

B

    

B

C

A

 
(a)        (b) 
圖八 對稱性為[3,3,5,5]的情況將導致矛盾 

從以上的推論，我們得知：完美二分割在對稱性為 , , ,n n r r 時，圖形結構並不存在！ 

 

3.當對稱性為  rnnn ,,,  

)1( 將 4D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式 ( 1) 3n p qr  ：  

  n
nr

nrrnmrnrm

22

2226822




= r3

rn

nmnnm

22

4822 2




 

  0322  nrrmnnmrnnrm  
2 2( 3 ) 0m nr n r n r n nr       

  
2 2 ( )( 3 ) 2 2

3 3 3

n n r nr n nr n r nr nr
m n

nr n r nr n r nr n r

     
     

     
 

)2( 探討 m 之值的特性： 

 m  

 nrrn

nr
n

rnnr

nr
n







3

2

3

2
…………○A      又 0n ， 02 nr ， 03  nrrn  

  03  rnnr ( 3)( 1) 3n r    …………○B  

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解： 

 ○1 當 3n 時，由○B 式可知 0 ( 1) 3r    3r  ， r N  

2 6
3 3 2

3 3 3 3

nr r
m n r

nr n r r r
        

   
( 3,r r N  ) 

○２當 3n 時○B 式就不會出現無限多解的情況。 ( 3)( 1) 0n r    ，又 ( 3)( 1) 3n r   ， 

  分點討論此方程式，得出 n 、 r 解，並代回原式求出符合條件的 m 值，如下表七所示：  

( 3)( 1)n r   n  r  m  分割符號 繪圖情形 

( 3)( 1) 0n r    3  3,r r N   3 2m r    (3, 3 2 ,3, )r r   存在 

( 3)( 1) 1n r    4  2  
( 3)r     

( 3)( 1) 2n r    4  3  20m  )3,4,20,4(  存在 

( 3)( 1) 2n r    5 2 ( 3)r     

表七 4D  ，對稱性為 , , ,n n n r 的所有情形 
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將 4D  對稱性為 , , ,n r r r 、 , , ,n r n r 、 , , ,n n n r 推出之解繪成平面圖形，把繪圖過程中對稱

性不符合的圖淘汰（見附錄），如下表八所示：   

n

.

... .
. .

..
.

.

    
( , , ,3)n n n  

對稱性  3,3,3,n  

(3,21,3,4)  

對稱性 3,4,4,4  

(4,8,4,3)  

對稱性 4,3,4,3  

(3,9,3,4)  

對稱性 3,4,3,4  

  

.
. ..

.
. .
.

.
.
.

r

r

 
 

(3,27,3,5)  

對稱性 3,5,3,5  

(5,25,5,3)  

對稱性 5,3,5,3  

(3, 3 2 ,3, )r r   

對稱性 3,3,3,r  

(4,20,4,3)  

對稱性 4,4,4,3  

表八 4D  所有圖形情況(依照表五、表六、表七解的順序排列) 

 

Case3：當 5D 時( 3,3  rn ，且 rn  )： 
將 5D 帶入 p 、 q 之值，得 

 5( 2)( ) 2 ( 1)

2 2

r m n r n m n
p

r n

     


 nr

rnmrnrm

22

281033




  

5( 2)( ) 2 ( 2)

2 2

n m n n m n
q

n r

    


 rn

nmnnm

22

61033 2






 
1.當對稱性為  rrrrn ,,,,  

)1( 將 5D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式 4 ( 1)n p qr  ：  

  n4
nr

nrrnmrnrm

22

22281033




= r

rn

nmnnm

22

61033 2




 

  0228833 22  nrrmnnmrnnrm  
2 2(3 8 2 ) 3 8 2 0m nr n r n r n nr       

  
2 28 3 2 ( )(3 8 2 ) 4 4

3 8 2 3 8 2 3 8 2

n n r nr n nr n r nr nr
m n

nr n r nr n r nr n r

     
     

     
 

)2( 探討 m 之值的特性： 

   m  
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n

328

4

283

4





 …………○A   

又 0n ， 04 nr ， 0328  nrrn    0283  rnnr ( 3 2 ) ( 3 8 ) 1 6n r    …………○B  

 

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解，並代入原是求出符合條件的 m 值如下表九所示： 

(3 2)(3 8)n r   n  r  m  分割符號 繪圖情形 

(3 2)(3 8) 10n r    4  3  20m  )3,4,20,4(  存在 

(3 2)(3 8) 13n r    5  3  55m  )3,5,55,5(  存在 

表九 5D  ，對稱性為 , , , ,n r r r r 的所有情形 
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2.當對稱性為  rrrnn ,,,, 、  rrnrn ,,,,  

)1( 將 5D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式3 ( 1) 2n p qr  ：  

  n3
nr

nrrnmrnrm

22

22281033




= r2

rn

nmnnm

22

61033 2




 

  046633 22  rmnnmrnnrm   2 2(3 6 4 ) 3 6 0m nr n r n r n      

  
2 26 3 ( )(3 6 4 ) 4 4

3 6 4 3 6 4 3 6 4

n n r n nr n r nr nr
m n

nr n r nr n r nr n r

    
     

     
 

)2( 探討 m 之值的特性： 

  m   
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n

346

4

463

4





 …………○A  

  又 0n ， 04 nr ， 0346  nrrn  

   0463  rnnr 9 1 8 1 2 0 ( 3 4 ) ( 3 6 ) 2 4n r n r n r       …………○B  

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解，代入原式求出符合條件的解，得出 r 沒有大 

   於或等於 3 之正整數解。對稱性為  rrrnn ,,,, 與  rrnrn ,,,, 時，完美二分割無解。 

 

3.當對稱性為  rrnnn ,,,, 、  rnrnn ,,,,  

)1( 將 5D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式 2 ( 1) 3n p qr  ：  

  n2
nr

nrrnmrnrm

22

22281033




= r3

rn

nmnnm

22

61033 2




 

  0264433 22  nrrmnnmrnnrm  
2 2(3 4 6 ) 3 4 2 0m nr n r n r n nr       

  
2 24 3 2 ( )(3 4 6 ) 4 4

3 4 6 3 4 6 3 4 6

n n r nr n nr n r nr nr
m n

nr n r nr n r nr n r

     
     

     
 

)2( 探討 m 之值的特性： 

  m  
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n

364

4

643

4





 …………○A  

  又 0n ， 04 nr ， 0364  nrrn  

   0643  rnnr 9 1 2 1 8 0 ( 3 6 ) ( 3 4 ) 2 4n r n r n r       …………○B  

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解，代入原式求出符合條件的解，得出 r 沒有大 

   於或等於 3 之正整數解。對稱性為  rrnnn ,,,, 與  rnrnn ,,,, 時，完美二分割無解。 

 

4.當對稱性為  rnnnn ,,,,  

)1( 將 5D 時之 p 、 q 值帶入對稱性公式 ( 1) 4n p qr  ：  

  n
nr

nrrnmrnrm

22

22281033




= r4

rn

nmnnm

22

61033 2




 

  0482233 22  nrrmnnmrnnrm  
2 2(3 2 8 ) 3 2 4 0m nr n r n r n nr       

  
2 22 3 4 ( )(3 2 8 ) 4 4

3 2 8 3 2 8 3 2 8

n n r nr n nr n r nr nr
m n

nr n r nr n r nr n r

     
     

     
 

)2( 探討 m 之值的特性： 

  m  
nrrn

nr
n

rnnr

nr
n

382

4

823

4





 …………○A  

  又 0n ， 04 nr ， 0382  nrrn  

   0823  rnnr 9 6 2 4 0 ( 3 8 ) ( 3 2 ) 1 6n r n r n r       …………○B  

)3( 求出所有符合○A 、○B 式子之 r 、 n 的解： 



 

 15 

○1 當 3n 時 3 2 16 4,5r r     
 而當 4r  時○B 式無解。分點討論此方程式，得出 n 、 r 解，並代回原式求出符合條件 

 的 m 值，如下表十所示： 

(3 8)(3 2)n r   n  r  m  分割符號 繪圖情形 

(3 8)(3 2) 10n r    3  4  21m  )4,3,21,3(  存在 

(3 8)(3 2) 13n r    3  5  57m  )5,3,57,3(  存在 

表十 5D  ，對稱性為 , , , ,n n n n r 的所有情形 

 

將 5D  對稱性為 , , , ,n r r r r 、  rnnnn ,,,, 的圖形繪出，如下表十一所示： 

    
(4,20,4,3)  

對稱性 4,3,3,3,3  

(3,21,3,4)  

對稱性 3,3,3,3,4  

(5,55,5,3)  

對稱性 5,3,3,3,3  

(3,57,3,5)  

對稱性 3,3,3,3,5  

表十一 5D  的所有圖形情況(依照表九、表十解的順序排列) 

 

 

我們進一步將上述所有完美三分割之證明推導，歸納成定理六。 

定理六：完美二分割共有 24 種。 

 
我們進一步探討完美三分割： 

完美三分割 

若一分割圖形含有 3 種邊數不同多邊形，且該分割圖形為對稱的，則稱此分割為「完美三分割」。

我們以符號 ( , , , , )n m n r z 來表示：n 邊形，內部 m 個點，分割為 n , r , z 三種多邊形的完美三分割。 

 

令完美三分割圖形內含有 n 邊形個數 p 個， r 邊形個數 q 個， z 邊形個數 s 個。 

(不失一般性，令 zrn  ，以利於求解) 

先由尤拉公式將V n m  ， 1F p q s    代入： 

   2V F E    ( ) ( 1 ) 2 1E n m p q s n m p q s            ……○1  

   再由定理三 )3( 可知
1

n m

i

i

D




 ( ) 2D n m E  .…….. ○2  

   結合○1 、○2  

 
1

( ) 2 2( 1)
n m

i

i

D D n m E n m p q s




         
( )( 2) 2

2

n m D
p q s

  
    

上述的推演告訴了我們，當 n 、 m 、 D 之值給定時，多邊形總數 p q s  將恆為一定值！ 

有了此發現，我們更進一步的來探討 D 的範圍。 

1.我們先以內角和之計算，得 ( 2)180 360 ( 2)180 ( 2)180 ( 2)180n m n p r q z s             

                         ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 2 2n p r q z s n m       ……○3  

綜合上述○1 、○3 兩式，可得一聯立方程：( 2) ( 2) 2 2 ( 2)
2 2 ( )( 2) 2 2
n p r q n m z s
p q n m D s
       
     
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   進一步利用行列式解出 p 、 q 的通式解，結果如下： 

    

( ) ( 2 ) ( 2 2 2 ) 2 2 2

2 2
( )( 2) 2 ( 2) 2 2

2 2

D n m r n m r n sz rs
p

r n
D n m n n n m sz ns

q
n r

       
        

 


 

2.討論 p 、 q 的性質和 D 的範圍： 

(1)以 p 、 q 之值找出 D 的不等式： 

  n r z  、 0p   

( )( 2) (2 2 2) 2 2 2 0D n m r n m r n sz rs           
 2 2 ( ) 2 2

2
( )( 2)

m n r rs sz
D

n m r

   
 

 
 

  又 zrn  、 0q   

 ( )( 2) 2 ( 2) 2 2 0D n m n n n m sz ns         
4 2 2

2
( )( 2)

m ns sz
D

n m r

 
 

 
 

  
 2 2 ( ) 2 24 2 2

2 2
( )( 2) ( )( 2)

m n r rs szm ns sz
D

n m r n m r

    
   

   
 

 (2)進一步利用上述結果，證明 D 的確切範圍： 

A 
4 2 2

2 5
( )( 2)

m ns sz

n m r

 
 

 

4 2 2
3

( )( 2)

m ns sz

n m r

 
 

 

2
3 3 6 10 2 2

( )( 2)

n mn m m sz ns

n m n

      
 

 
 

 3 ( 2) 2 ( ) 3 ( 2) 4

( )( 2)

n n s z n m n m

n m n

      


 

 3 ( 2) 2 ( ) (3 10)

( )( 2)

n n s z n m n

n m n

     


 
 

    ○1 當 3n  時：
(9 2 6 )

3

sz s m
A

m

   



 

      設 0A 時，完美三分割 (3, ,3, , )m r z 存在，因為 0A  9 2 ( 3) 0s z m    ，而此時必

定存在一對稱性相同之完美三分割 ( , 3 , ,3, )r m r r z  。因為對稱性相同，故完美三分

割 (3, ,3, , )m r z 、( , 3 , ,3, )r m r r z  每一點的價數皆相同。而 ( , 3 , ,3, )r m r r z  其 A之值

必大於等於 0。將 r 、 3m r  、3 、 z 之值分別代入 A 式中的 n 、 m 、 r 、 z ， 

可得
 3 ( 2) 2 ( ) ( 3)(3 10)

( )( 2)

r r s z r m r r
A

n m r

       


 
。 

      n r z  、 (min) 4r  、 (min) 5z   ( 3)(3 10) 0m r r    、3 ( 2) 0r r   、 2 ( ) 0s z r   

 0A     

      故完美三分割 (3, ,3, , )m r z 在 0A 將不存在，故可得 0A 。 

 

    ○2 當 3n  時：
 3 ( 2) 2 ( ) (3 10)

( )( 2)

n n s z n m n
A

n m n

     


 
 

    n r z  、 (min) 4n    (3 10) 0m n  、3 ( 2) 2 ( ) 0n n s z n      0A  

 綜合上述○1 、○2 之分點探討，可知 A之值無論如何恆小於 0，並得到了如下的關係： 

     
 2 2 ( ) 2 24 2 2

5 2 2
( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )

m n r r s s zm n s s z
D

n m r n m r

    
    

   
  5D    3D  或 4  

    同理可證 n z r  、 z n r  、 r n z  、 r z n  、 z r n  時 3D  或 4  

 

定理七：完美三分割，  53 D 3D  或 4 。 
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有了 D 的範圍，透過排列組合，可以得到 7 種不同的對稱性；其關係式分別如下： 

  (1)  3 , , ( 1)D n r z n p qr sz n m         

  (2)

   

   

   

1
, , , , , , , ( 1)

2

1
4 , , , , , , , ( 1)

2

1
, , , , , , , ( 1)

2

n n r z n r n z n p qr sz n m

D r r n z r n r z n p qr sz n m

z z n r z n z r n p qr sz n m


     




       



     


 

 Case 1：當 3D  時( 3,3,3  zrn )： 

1.當對稱性為 zrn ,, 時：( 2) ( 2) ( 2) 2 2.........( )
2 2 2 2....................................( )
n p r q z s n m A
p q s n m B
       
    

 

  (1)利用對稱性之關係求出 m之值： 

     令 ( 1)V n m n p rq zs t        

      1
m t

p
n n

   、
n m t

q
r r


  、

n m t
s

z z


  。 

     先以 1
t

p
n

  、
t

q
r

 、
t

s
z

 代入 ( )A 並化簡得
 

2
2 (2 4)

..........( )
(3 2) 2 2

n m n rz
t C

n r n z nr

  
 


  

， 

     再將 1
t

p
n

  、
t

q
r

 、
t

s
z

 代入 ( )B 並化簡得

2
( 4)

..........( )
(2 2 ) 2

n m n rz
t D

r n z nr

  
 

 
。 

     又 ( ) ( ) 0C D   
 

2 2 2
( 2 ) 2 2

( 2) 2 2

n n r n z n r
m

n r n z nr

   
 

 
    

4
0

( 2) 2 2

nrz
n

n r n z nr

  
    

    

 

  (2)探討 m之值所衍伸之特性： 

     m
 

4
0

( 2 ) 2 2

n r z
n

n r n z n r

  
    

    

 

  ( 2) 2 2 2 2 2 0n r n z nr nrz rz nz nr        
1 1 1 1

2n r z
     

    ○1 n r z  ： 

     
3 1 3

2n z
   3n  或 4 或5  

      )(i 當 3n  或 5n 時： 

        我們由下圖九 )(a 、 )(b 中可以發現，在繪圖的過程中，無論 3n  或 5n ，點 A之 

        對稱性皆會出現矛盾。故當 n 為奇數時，其分割圖形不存在。 

r

zr
..
.

..

.

....

... . .. .

..

.
..

.

. .. .

..
..

.

.

A              

z

z

r

r

r
..

. .
.

..
. .

.

.

.

. .
.

.

..
.

.

.

..

....

..... .. . .

.

.
..

.
..
.

.

A  
)(a 當 3n  時                  )(b 當 5n 時 

圖九 

      )(ii 當 4n 時： 
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 

4 8 8
4 4 0

( 2) 2 2 4 4 ( 4)( 4) 16

nrz rz rz
m n

n r n z nr rz z r r z

      
                         

 

        由 |r n m 



rzrz

z

44

8
，由 |z n m 




rzrz

r

44

8
。 

        又 0 4 4 0 ( 4)( 4) 16m rz r z r z         ；而 min( 4)( 4) 1 2 2r z     。 

        我們接著因式分解，以 ( 4)( 4)r z  之值分點討論此方程式；利用上述限制對 

        ( , , , , )n m n r z之解進行篩選，並將符合方程式之 r 、 z 解呈現出來，如下表十二： 

( 4)( 4)r z   r 限制 z 限制 r 解 z 解 m解 分割符號 繪圖情形 

( 4)( 4) 2r z    7 r  7 z  不符合方程式之限制(無解)   

( 4)( 4) 3r z    13 r  13 z  不符合方程式之限制(無解)   

( 4)( 4) 4r z    3 r  3 z  不符合方程式之限制(無解)   

( 4)( 4) 5r z    11 r  11 z  不符合方程式之限制(無解)   

( 4)( 4) 6r z    5 r  5 z  5 10 36 (4,36,4,5,10)  不存在 

( 4)( 4) 7r z    9 r  9 z  不符合方程式之限制(無解)   

( 4)( 4) 8r z    無 無 5 12 56 (4,56,4,5,12)  不存在 

( 4)( 4) 8r z    無 無 6 8 44 (4,44,4,6,8)  存在 

( 4)( 4) 9r z    7 r  7 z  不符合方程式之限制(無解)   

( 4)( 4) 10r z    3 r  3 z  6 9 116 (4,116,4,6,9)  不存在 

( 4)( 4) 11r z    5 r  5 z  5 15 116 (4,116,4,5,15)  不存在 

( 4)( 4) 12r z    無 無 5 16 156 (4,156,4,5,16)  不存在 

( 4)( 4) 12r z    無 無 6 10 116 (4,116,4,6,10)  存在 

( 4)( 4) 12r z    無 無 7 8 108 (4,108,4,7,8)  不存在 

( 4)( 4) 13r z    3 r  3 z  不符合方程式之限制(無解)   

( 4)( 4) 14r z    無 無 5 18 356 (4,356,4,5,18)  不存在 

( 4)( 4) 14r z    無 無 6 11 260 (4,260,4,6,11)  不存在 

( 4)( 4) 15r z    無 無 5 19 756 (4,756,4,5,19)  不存在 

( 4)( 4) 15r z    無 無 7 9 500 (4,500,4,7,9)  不存在 

表十二 3D   對稱性為 , ,n r z ， n r z  時的情形 

 

我們將繪圖過程中對稱性不符合之分割淘汰(詳細探討請見附錄二)。 故 3D  ，n r z  ，對

稱性為 zrn ,, 的完美三分割有 (4,44,4,6,8) 、 (4,116,4,6,10)兩種。 

同理在 n z r  時，稱性為 zrn ,, 的完美三分割有 (4,44,4,8,6) 、 (4,116,4,10,6)兩種。 

   （分別與 (4,44,4,6,8) 、 (4,116,4,6,10)等兩種完美三分割同構） 

    ○2 r n z  ： 

      
1 1 1 1

2n r z
    4n  或5 或 6  

      4n  時 3r  （在附錄二中已說明 r 、 z 有一為奇數時無解） 

      5n  時在 P.18 已說明無解 

      6n  
 

4 6
6 0

( 2) 2 2 ( 3)( 3) 9

nrz rz
m n

n r n z nr r z

    
         

         
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      ( 3 ) ( 3 ) 9r z   ；由 |r n m 、 |z n m  

    
6

3 3

z
Z

rz z r


 
、

6

3 3

r
Z

rz z r


 
；由 r 、 z 皆為偶數（附錄二得知） 

     ( m i n )( 3 ) ( 3 ) 5r z    

      接著以 ( 3)( 3)r z  之值分點討論此方程式；利用上述限制對 ( , , , , )n m n r z 之解進行篩 

      選，並將符合方程式之 r 、 z 解呈現出來，如下表十三： 

( 3)( 3)r z   r 限制 z 限制 r 解 z 解 m解 分割符號 繪圖情形 

( 3)( 3) 5r z    2 r  2 z  4  8  42  (6,42,6,4,8)  存在 

( 3)( 3) 6r z    2 r  2 z  不符合方程式之限制(無解)  不存在 

( 3)( 3) 7r z    2 r  2 z  4  10  114  (6,114,6,4,10)  存在 

( 3)( 3) 8r z    2 r  2 z  不符合方程式之限制(無解)  不存在 

表十三 3D   對稱性為 , ,n r z ， r n z  時的情形 

      故共有 (6,42,6,4,8) 、 (6,114,6,4,10) 等兩種完美三分割 

      同理可得 z n r  時有 (6,42,6,8,4) 、 (6,114,6,10,4) 等兩種完美三分割。 

     （分別與 (6,42,6,4,8) 、 (6,114,6,4,10) 等兩種完美三分割同構） 

    ○3 r z n  ： 

       由 2 | r 、 2 | z  

      ( m i n ) 4r  、 (min) 6z   又
1 1 1 1

2n r z
    

      7 1 1n   由 P.18 可知 n 為奇數時無解 

      8n  或10  

     ( )i 8n  ： 

       由 2 | r 、 2 | z 、 8r z   4r  、 6z   

      
 

4
40

( 2) 2 2

nrz
m n

n r n z nr

  
    

    
存在之分割為 (8,40,8,4,6)  

     ( )ii 10n  ： 

        
 

4 2 0
1 0 0

( 2 ) 2 2 ( 2 5 ) ( 2 5 ) 2 5

n r z r z
m n

n r n z nr r z

    
         

         
 

       ( 2 5 ) ( 2 5 ) 2 5r z   ；由 2 | r 、 2 | z 、 10r z   

       ( m i n ) 4r  、 (min) 6z   (min)(2 5)(2 5) 21r z    

       接著以 (2 5)(2 5)r z  之值分點討論此方程式；利用上述限制對 ( , , , , )n m n r z 之解進行 

       篩選，並將符合方程式之 r 、 z 解呈現出來，如下表十四： 

(2 5)(2 5)r z   r 限制 z 限制 r 解 z 解 m解 分割符號 繪圖情形 

(2 5)(2 5) 21r z    2 r  2 z  4  6  110  (10,110,10,4,6)  存在 

(2 5)(2 5) 22r z    6 r  6 z  不符合方程式之限制(無解)  不存在 

(2 5)(2 5) 23r z    2 r  2 z  不符合方程式之限制(無解)  不存在 

(2 5)(2 5) 24r z    2 r  2 z  不符合方程式之限制(無解)  不存在 

       表十四 3D   對稱性為 , ,n r z ， r z n  時的情形 

       故共有 (8,40,8,4,6) 、 (10,110,10,4,6) 等兩種完美三分割。 

    同理在 z r n  時，共有 (8,40,8,6,4) 、 (10,110,10,6,4) 等兩種完美三分割。 
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       （分別與 (8,40,8,4,6) 、 (10,110,10,4,6) 等兩種完美三分割同構） 

(3) 將 3D  時存在之完美三分割整理成表十五，並將圖形彙整成表十六： 

 

n 、 r 、 z 的關係 分割符號 對稱性  

 
n r z   

(4,44,4,6,8)   4,6,8  與 (4,44,4,8,6) 同構 

(4,116,4,6,10)   4,6,10  與 (4,116,4,10,6)同構 

 
n z r   

(4,44,4,8,6)   4,6,8  與 (4,44,4,6,8) 同構 

(4,116,4,10,6)   4,6,10  與 (4,116,4,6,10)同構 

 
r n z   

(6,42,6,4,8)   6,4,8  與 (6,42,6,8,4) 同構 

(6,114,6,4,10)   6,4,10  與 (6,114,6,10,4) 同構 

 
z n r   

(6,42,6,8,4)   6,4,8  與 (6,42,6,4,8) 同構 

(6,114,6,10,4)   6,4,10  與 (6,114,6,4,10) 同構 

 
r z n   

(8,40,8,4,6)   8,4,6  與 (8,40,8,6,4) 同構 

(10,110,10,4,6)   10,4,6  與 (10,110,10,6,4) 同構 

 
z r n   

(8,40,8,6,4)   8,4,6  與 (8,40,8,4,6) 同構 

(10,110,10,6,4)   10,4,6  與 (10,110,10,4,6) 同構 

表十五（依解出的順序排列） 

 

   

 4,44,4,6,8  

對稱性 4,6,8  

 4,116,4,6,10  

對稱性 4,6,10  

 6,42,6,4,8  

對稱性 6,4,8   

   
 6,114,6,4,10  

對稱性 6,4,10  

 8,40,8,4,6  

對稱性 8,4,6  

 10,110,10,4,6  

對稱性 10,4,6  

表十六 3D   對稱性為 zrn ,, 的所有圖形 

 

Case 2：當 4D 時( 3,3,3  zrn )： 

1.當對稱性為 znrn ,,, 、 zrnn ,,, 時：( 2) ( 2) ( 2) 2 2.........( )
2 2 2 2....................................( )
n p r q z s n m A
p q s n m B
       
    
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(1)利用對稱性之關係求出 m之值： 

令
1

( 1)
2

V n m n p rq zs t       ， 

      1
22








n

t

n

mn
p 、

r

t

r

mn
q





 、

z

t

z

mn
s





 。 

     先以 1
2





n

t
p 、

r

t
q


 、

z

t
s


 代入 ( )A 並化簡得

 

2 ( 2)
.........( )

(2 2)

n m n rz
t C

n r n z nr

    
  

， 

     再將 1
2





n

t
p 、

r

t
q


 、

z

t
s


 代入 ( )B 並化簡得

2 ( 2)
..........( )

(2 )

n m n rz
t D

r n z nr

    
 

。 

     又 ( ) ( ) 0C D   
 

2 2 2( )

( 2)

n r n z n r
m

n r n z nr

 
 

    
2

0
( 2)

nrz
n

n r n z nr

  
    

    
 

  (2)探討 m之值所衍伸之特性： 

     m
 

2
0

( 2 )

n r z
n

n r n z n r

  
    

    
  ( 2 ) 0n r n z n r      1

112


zrn
  

    ○1 n r z  ： 

      1
112


zrn
3n   

      而由下圖十 )(a 、 )(b 可知，無論對稱性為 znrn ,,,  

      或 zrnn ,,, 時，點 A之對稱性皆會出現矛盾，故無解。 

          
3

r

z

r

3

A             
r

33

3

zr

A  
 )(a 當對稱性為 zrnn ,,, 時              )(b 當對稱性為 znrn ,,, 時 

圖十 

       同理可推得當 n z r  時亦無解。 

     ○2 r n z  ： 

       1
112


zrn
4n   

      
 

2 4
4 0

( 2) ( 2)( 2) 4

nrz rz
m n

n r n z nr r z

    
         

         
 

       ( 2 ) ( 2 ) 4r z   ；由 3r  、 (min) 5z   (min)( 2)( 2) 3r z    

       此時 5z  、 3r  、 4n  代回原式 56m   

       故 r n z  存在之完美三分割為 (4,56,4,3,5) ，對稱性 4,3,4,5 (圖形整理於表十九)。 

      （當對稱性為 4,4,3,5 時如圖十一，點 A 的對稱性不符，故無解） 
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A

 
                                         圖十一 

     ○3 z n r  ： 

       1
112


zrn
4n  由○2 之探討可知此時存在之完美三分割為 (4,56,4,5,3) ，對稱性 

       為 4,5,4,3 （此分割與完美三分割 (4,56,4,3,5) 、對稱性 4,3,4,5 同構）。 

     ○4 r z n  ： 

       1
112


zrn
n 無解，同理可證 z r n  時無解。 

2.當對稱性為 zrnr ,,, 、 znrr ,,, 時：( 2) ( 2) ( 2) 2 2.........( )
2 2 2 2....................................( )
n p r q z s n m A
p q s n m B
       
    

 

(1)利用對稱性之關係求出 m之值： 

令
1

( 1)
2

V n m n p rq zs t       ， 

      1



n

t

n

m
p 、

r

t

r

mn
q







222
、

z

t

z

mn
s





 。 

     先以 1



n

t
p 、

r

t
q




2
、

z

t
s


 代入 ( )A 並化簡得

 

2 ( 2)
.........( )

(2 1) 2

n m n rz
t C

n r n z nr

    
  

， 

     再將 1



n

t
p 、

r

t
q




2
、

z

t
s


 代入 ( )B 並化簡得

2 ( 2)
..........( )

( 2 )

n m n rz
t D

r n z nr

    
 

。 

     又 ( ) ( ) 0C D   
 

2 2 2( ) 2

( 1) 2

n n r n z n r
m

n r n z nr

     
    

2
0

( 1) 2

nrz
n

n r n z nr

  
    

    
 

  (2)探討 m之值所衍伸之特性： 

     m
 

2
0

( 1 ) 2

n r z
n

n r n z n r

  
    

    
  ( 1 ) 2 0n r n z n r      1

121


zrn
 

    ○1 n r z  ： 

      1
121


zrn
 3n    

6 6
3 3

(2 6) 3 ( 3)(2 3) 9

rz rz
m

r z r r z

   
        

       
 

      又 0m  ( 3)(2 3) 9 0 ( 3)(2 3) 9r z r z         ； min( 3)(2 3) 7r z   。 

    我們接著因式分解，以 ( 3)(2 3)r z  之值分點討論此方程式；利用上述條件對 ( , , , , )n m n r z  

    之解進行求解，並將符合方程式之 r 、 z 解呈現出來，如下表十七： 

( 3)(2 3)r z   求值情形 r 之解 z 之解 m之解 分割符號 繪圖情形 

( 3)(2 3) 7r z    有解 4 5 57 (3,57,3,4,5)  存在 

( 3)(2 3) 8r z    無解(因 z ) 4 5.5 無解   

( 3)(2 3) 8r z    無解(因 z ) 5 3.5 無解   

表十七 4D  對稱性為 zrnr ,,, 、 znrr ,,, 時的所有情形 
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      故存在的完美三分割 (3,57,3,4,5) ，對稱性 4,3,4,5 。而當對稱性為 znrr ,,, 時(如圖十

二所示)，此時點 A之對稱性將產生矛盾，故不存在。 

     同理可證 n z r  時 3n   (min) 4z  、
(min) 5r   min( 3)(2 3) 10 9( )r z     故無解。 

     ○2 r n z  ： 

       1
121


zrn
 4n  ， 3r   

      當對稱性為 3,3,4, z 時，由○1 可知無解。 

      當對稱性為 3,4,3, z 時（如圖十三）點 B 的對稱性不符，故無解 

                                                                     

       3r  時完美三分割 zrnr ,,, 無解 

     ○3 z n r  ： 

       
( m i n )

1 2 1 1 2 1 5 9
1 ( )

4 5 3 6 0n r z
       故無解 

     ○4 r z n  ： 

       1
121


zrn
 3r  ，由○2 可知 3r  時完美三分割 zrnr ,,, 、 znrr ,,, 皆無解。 

     ○5 z r n  ： 

       1
121


zrn
 5n  、 4r  、 3z  

 
2

55
( 1) 2

nrz
m n

n r n z nr

  
    

    
 

       故存在之完美三分割為 (5,55,5,4,3) ，對稱性 4,5,4,3 (圖形整理於表十九)。 

      （對稱性為 4,4,5,3 時如圖十四，此時點 A 的對稱性不符，故無解） 

 

A

       

zz

B

         
A

 
            圖十二                         圖十三                           圖十四 

3.當對稱性為 rznz ,,, 、 rnzz ,,, 時：( 2) ( 2) ( 2) 2 2.........( )
2 2 2 2....................................( )
n p r q z s n m A
p q s n m B
       
    

 

(1)利用對稱性之關係求出 m之值： 

令
1

( 1)
2

V n m n p rq zs t       ， 

      1



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m
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q





 、

z

t
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s







222
。 

     先以 1

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t
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r
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q


 、

z
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s
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

2
代入 ( )A 並化簡得
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(2 1) 2
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    
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， 

     再將 1



n

t
p 、

r
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q


 、

z

t
s




2
代入 ( )B 並化簡得

2 ( 2)
..........( )

( ) 2

n m n rz
t D

r n z nr

    
 
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     又 ( ) ( ) 0C D   
 

2 2 2( ) 2

( 1) 2

n n r n z n r
m

n r n z nr

     
    

2
0

( 1) 2

nrz
n

n r n z nr

  
    

    
 

  (2)探討 m之值所衍伸之特性： 

     m
 

2
0

( 1 ) 2

n r z
n

n r n z n r

  
    

    
  ( 1 ) 2 0n r n z n r     

      1
211


zrn
且 n r z    3n   

    ○1 n r z  ： 

      1
211


zrn
 3n  

6 6
3 3 0

(2 3) 6 (2 3)( 3) 9

rz rz
m

r z r r z

   
         

       
 

      又 0 (2 3)( 3) 9 0 (2 3)( 3) 9m r z r z          。 

      然而 5,4
minmin

 zr   (2 3)( 3) 5 2 10r z      ，故無解。 

      同理可證 n z r  時 3n  無解 

    ○2 n z r  ： 

      
( m a x )

1 1 2 1 1 2 5 9
1 ( )

4 3 5 6 0n r z
       故無解。 

    ○3 z n r  ： 

      1
211


zrn
 ( , , ) ( 3 , 5 , 4 )n r z  

      
 

2 2 2( ) 2
57

( 1) 2

n n r n z n r
m

n r n z nr

      
  

 

       存在之完美三分割為 (3,57,3,5,4) ，對稱性 4,3,4,5  

       （與 (3,57,3,4,5) ，對稱性 4,3,4,5 同構）。 

       而當對稱性為 4,4,5,3 時如圖十五所示，點 A 的對稱性不符故無解。 

A

  

r r

A

    

r

r

A

 
圖十五     圖十六       圖十七 

                                                  

      ( )i 4n  時： 

        4n   3z  ，當對稱性為 3,4,3,r 時(如上圖十六所示)，點 A 對稱性不符，故無解。  

        當對稱性為 3,3,4,r 時(如上圖十七所示)，點 A 對稱性不符，故無解。 

        可推得 3z  時對稱性 rznz ,,, 、 rnzz ,,, 皆無解 

      ( )ii 5n  時： 

         5n   3z  或 4 （3 不合， 由 ( )i 可知 3z  時 rznz ,,, 、 rnzz ,,, 皆無解） 

         
 

2 2 0
5 0

( 1) 2 (4 5)(2 5) 25

nrz rz
m n

n r n z nr r z

    
         

         
 

         ( 4 5 ) ( 2 5 ) 2 5r z   ；由 5n  、 4z  、 (min) 6r   
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         ( m i n )( 4 5 ) ( 2 5 ) 5 7 2 5 ( )r z     故無解 

    ○4 z r n  ： 

      1
211


zrn
 3z  （不合 由 ( )i 可知 3z  時 rznz ,,, 、 rnzz ,,, 皆無解） 

    ○5 r z n  ： 

      1
211


zrn
 ( , , ) ( 5 , 3 , 4 )n r z 

 
2

55
( 1) 2

nrz
m n

n r n z nr

  
    

    
 

      故存在之完美三分割為 (5,55,5,3,4) 對稱性 4,5,4,3 (圖形整理於表十九)。 

    （對稱性為 4,4,5,3 時，同上圖十五，點 A 的對稱性將不符，故無解） 

 

4.將 4D  時存在之完美三分割整理成表十八，並將圖形彙整成表十九。 

n 、 r 、 z 的關係 分割符號 對稱性  
r n z   (4,56,4,3,5)   4,3,4,5  與 (4,56,4,5,3) 同構 

z n r   (4,56,4,5,3)   4,5,4,3  與 (4,56,4,3,5) 同構 

n r z   (3,57,3,4,5)   4,3,4,5  與 (3,57,3,5,4) 同構 

z r n   (5,55,5,4,3)   4,5,4,3  與 (5,55,5,3,4) 同構 

n z r   (3,57,3,5,4)   4,3,4,5  與 (3,57,3,4,5) 同構 

r z n   (5,55,5,3,4)   4,5,4,3  與 (5,55,5,4,3) 同構 

表十八（依解出的順序排列） 

 

 
  

(4,56,4,3,5)  

對稱性 4,3,4,5  

(3,57,3,4,5)  

對稱性 4,3,4,5  

(5,55,5,3,4)  

對稱性 4,5,4,3  

表十九  4D 完美三分割的所有圖形情況 

 

我們進一步將上述所有完美三分割之證明推導，歸納成定理八。 

定理八：完美三分割共有 9 種。 

     

從完美二分割，一直到完美三分割，我們詮釋並發現了其中的數學幾何特性，並對其中

之美感到敬畏。我們想進一步了解：完美 k 分割( 3k  )，即內部含有四種以上不同的多邊形

的存在性。底下為我們的探討： 

 

令 n 邊形內 m點，切出 p 個 n 邊形、 q 個 r 邊形、
1
l 個

1
f 邊形、

2
l 個

2
f 邊形、

3
l 個

3
f 邊形...... 

2kl  個 2kf  邊形。其中， 1 2 3 2........ kn r f f f f       且 n , r
1

f ,
2

f ,
3

f ……… 2kf  3 ；

1 2 3 2, , , , ,......... 1kp q l l l l   。( 3k  ) 
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1.先由尤拉公式將 mnV  ，
2

1

1
k

j

j

F p q l




    代入：  

   2EFV
2

1

( ) 1 2
k

j

j

E n m p q l




 
       

 


2

1

1
k

j

j

n m p q l




      …….. ○1 。 

  再由定理三 )3( 可知
1

( ) 2
n m

i

i

D D n m E




   .…….. ○2 。 

  結合○1 、○2 兩式 
2

1 1

( ) 2 2 1
n m k

i j

i j

D D n m E n m p q l
 

 

 
          

 
   

                 
2

1

2 2 ( ) ( 2 ) 2 2
k

j

j

p q n m D l




        

2.以內角和公式探討 

1 1 2 2 2 2( 2)180 360 ( 2)180 ( 2)180 ( 2)180 ( 2)180 ...... ( 2)180k kn m n p r q f l f l f l      

             

1 1 2 2 2 22 2 ( 2) ( 2) ( 2) ( 2) ...... ( 2)k kn m n p r q f l f l f l                
2 2

1 1

( 2) ( 2) 2 2 2
k k

j j j

j j

n p r q n m f l l
 

 

           

    而為了方便後面的討論，我們令
2

1

k

j j

j

x f l




 ，
2

1

k

j

j

y l




 ： 

 ( 2) ( 2) 2 2 2n p r q n m x y        ……○3  

又
1

( ) 2 2( 1) 2
n m

i

i

D D n m E n m p q y




           

2 2 ( )( 2) 2 2p q n m D y       ……………○4  

結合○3 、○4 兩式，可得一聯立方程式：
( 2) ( 2) 2 2 2

2 2 ( )( 2) 2 2

n p r q n m x y

p q n m D y

       


       
進一步利用行列式解出 p 、 q 的通式解，結果如下：  

 

  2

( )( 2) (2 2 2) 2 2 2

2 2

( )( 2) 2 ( 2 ) 2 2

2 2

n m r D n m r n x ry
p

r n

n m n D n r m n x ny
q

n r

        


 


      


 

 

3. 討論 p 、 q 的性質和 D 的範圍： 

(1)以 p 、 q 之值找出 D 的不等式： 

rn  、 0p    ( )( 2) (2 2 2) 2 2 2 0n m r D n m r n x ry           

(2 2 2) 2 2 2 6 4 2 2 2
2

( )( 2) ( )( 2)

n m r n x ry n m r x ry
D

n m r n m r

        
   

   
 

又 rn  、 0q     2( )( 2) 2 (4 2 ) 2 2 0n m n D n m n x ny          

22 (2 4) 2 2 2 2 4
2

( )( 2) ( )( 2)

n m n ny x ny x m
D

n m n n m n

     
   

   
 

  
2 2 4 6 4 2 2 2

2 2
( )( 2) ( )( 2)

ny x m n m r x ry
D

n m n n m r

     
   

   
 

(2)進一步利用上述結果，證明 D 的確切範圍： 

令
22 2 4 2 2 4 2 (2 4) 2 2 8

2 4 2
( )( 2) ( )( 2) ( )( 2)

ny x m ny x m n m n ny x m
A

n m n n m n n m n

         
     

     
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 
22 ( 2) 4 2 ( 2) ( 2) 2

( )( 2) ( )( 2)

n m n ny x m n n m n x ny m

n m n n m n

               
   

 

又 1 2 3 2........ kn r f f f f       0 nyx  

○1 當 3n  時：  

      設 0A 時，完美 k 分割 1 2 2(3, ,3, , , ,...., )km r f f f  存在，因為 0A ， 

故 ( 2) ( 2) 2 3 0n n m n x ny m x ny m           ，而此時必存在一對稱性相同之完

美分割 1 2 2( ,3 , ,3, , ,...., )kr m r r f f f   。由於對稱性相同，故每點價數皆相同。故完美分

割 1 2 2( ,3 , ,3, , ,...., )kr m r r f f f   其 A之值必大於等於 0。將 r 、 3m r  、3 之值分別代

入 A 式中的 n 、 m 、 r (其餘變數數值皆不變)後， 

可得到
 2 ( 2) (3 )( 2) 2(3 )

( )( 2)

r r m r r x ry m r
A

n m r

          


 
。 

0nyx ， (3 )( 2) 2(3 ) (3 )( 4) 0m r r m r m r r           ， ( 2) 0r r    

 ( 2) (3 )( 2) 2(3 ) 0r r m r r x ry m r             0A    

      故完美 k 分割 1 2 2(3, ,3, , , ,...., )km r f f f  在 0A 將不存在，故可得 0A 。 

又 0A 4 D 。 

    ○2 當 3n  時： ( 2) ( 4) 0 0n n m n x ny A        4 D 。 

      

綜合上述○1 、○2 之分點探討，可知 A之值恆小於 0 D 之值恆小於 4 。然而完美 k 分割 

在 3k  時，其每個頂點價數 4D    。故完美 k 分割在 3k  時將不存在。 

同理可證 n z r  、 z n r  、 r n z  、 r z n  、 z r n  時完美 k 分割在 3k  時將 

不存在。 

 

定理九：完美 k 分割在 3k  時將不存在 

   

伍、討論 
 本研究主要討論平面任意多邊形內部分割的性質，將所有完美 k 分割圖形繪出來，並進

行美化處理後，我們發現這些圖形結構是相當漂亮且有意義的；在與相關立體圖形進行比較

後我們發現：5 種完美全分割圖形恰好與柏拉圖立體圖形同構；而完美二分割的 24 種圖形可

對應至 12 類同構立體圖(其中 10 種為阿基米德立體圖形)，完美三分割的 9 種圖形，其恰可

分 3 類，對應至其餘的 3 種阿基米德立體圖形 (詳細的圖形比對探討請見附錄三)。 

 

陸、結論 
一、 )3,,( mn 之全分割，無論分割方式為何，其分割後： 

)1( 三角形總數恆為一定值 ，其中 2 2n m    )2( 總邊數為 332  mnE   

)3(
1

2 4 6 6
n m

i

i

D E n m




    (其中 iD 為 i 點的價數) 

二、任意凹 n 邊形內角和 ( 2) 180n    

三、 ( , , )n m r 之全分割，無論分割方式為何，其分割後： 

)1( r 邊形總數為一定值 ，其中
2 2

2

n m

r


 



)2( 總邊數為 

2 2
( 1)

2

n m
E n m

r

 
   


 

)3(
1

2
n m

i

i

D E




 
2( 2 2)

2( 1)
2

n m
n m

r

 
  


( 其中 iD 為 i 點的價數， 2 | 2 2r n m   )  
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四、完美全分割共有 5 種，完美二分割共有 24 種，完美三分割共有 9 種，而完美 k 分割在 3k 

時將不存在。 

五、完美全分割的 5 種圖形恰好與五種正多面體同構，完美二分割中的 24 種圖形恰好可對應

至 12 類同構立體圖(其中 10 種為阿基米德立體圖形)，而完美三分割的 9 種圖形恰可對

應至另 3 種阿基米德立體圖形。 
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王繼延、林磊、韓士安譯。上海科技教育出版社。 

[2]  五種正多面體立體圖。取自： 

     http://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E6%AD%A3%E5%A4%9A%E9%9D%A2%E9%AB%94 
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【評語】030406 

1. 探討多邊形的分割樣式，但研究內容中的許多圖形，實

可由柏拉圖或阿基米德多面體推得，因此創意稍顯不足。 

2. 團隊合作良好。 

3. 研究目標明確。 

 

 

 


	封面

	摘要
	壹、 研究動機
	貳、研究目的
	參、研究設備與器材
	肆、研究過程
	伍、討論
	陸、結論
	柒、參考資料
	評語



