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作品名稱：“嘖『摺』稱奇,振『正』有詞” 
摘要 

本文主要是研究如何利用“邊長為 1 的正方形紙張,折出各種面積小於 1 的正方形圖形”,與

如何利用紙張摺出各種的正 N 邊形(含尺規作圖無法作出的正七邊形、正九邊形、……),以達

加深加廣學習者的幾何概念並與小學的美勞課程銜接。試圖以摺紙方法解決“古典幾何三大

問題”,並已解決其中的三等分角與立方倍積問題。 

壹、 研究動機： 

師。遇有問題就隨時請教老研究課後找了幾位同學展開

因而我就在仍然不思其解討論之下群！在一陣七嘴八舌的這可就苦煞了我們這一方形

等平方單位的正、、、、、、、老師要我們繼續折出緊接著就完成了老師的要求。

再對折在同學們談笑之間對折平方單位的正方形要我們每位同學折出平方單位紙張

一張正方形指導老師發給每位同學時「折紙社」的第一堂課團在年上學期加入學校社
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貳、 研究目的： 

(一)、探究在面積 1 平方單位的正方形中,如何摺出
N

1
平方單位的正方形 

(二)、探究摺出
N

1
平方單位正方形的一般化 

(三)、探究在面積 1 平方單位的正方形中,如何摺出
N

k
平方單位的正方形 

(四)、探究摺出
N

k
平方單位正方形的一般化 

(五)、探究在面積 1 平方單位的正方形中,如何摺出
n

N2

1
平方單位的正方形 

(六)、探究摺出
n

N2

1
平方單位正方形的一般化 

(七)、探究如何利用 1 張紙張摺出各種正 N 邊形的可能性及其原理 

(八)、探究如何利用摺紙方法解決“幾何三大問題”  

(九)、探究摺出 ),,,(,
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為正整數 平方單位正方

形摺法的一般化 

 

參、 研究器材：紙張、GSP 

肆、 預備知識： 

(一).摺紙數學公理：日裔義大利人藤田文章 (Humiaki Huzita) 於1991 年在First 

International Conference on Origami in Education and Therapy 中，提出下列著名的六

個摺紙數學公理： 

公理 1. 給定任意兩點p1 和p2，唯一存在一條通過這兩點的摺線。 

公理 2. 給定任意兩點p1和p2，唯一存在一條摺線使得p1 和p2重合。 

公理 3. 給定任意兩條直線l1和l2，存在一條摺線使得l1 和l2重合。 

公理 4. 給定任意一點p1 和直線l1，唯一存在一條摺線與l1垂直且通過p1。 

公理 5. 給定任意兩點p1,p2 和直線l1，存在一條摺線使得p1在直線l1上且摺線通過p2。 

公理 6. 給定任意兩點p1,p2 和兩直線l1 和l2，存在一條摺線使得p1在直線l1 上，且p2
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在直線l2上。 

 
          後來，另一位日本人羽鳥公士郎 (Koshiro Hatori) 於2001 年進一步提出第七個公理

(賈斯汀和羅伯特•朗(Robert J. Lang)也同樣發現了第七個公理。： 

公理 7. 給定任意一點 p 和兩直線 l1 和 l2，存在一條摺線使得 p 和直線 l1 重合且與直

線 l2 垂直。(見維基百科•自由的百科全書)(証明見[附件一]) 

      (二). 摺紙作圖基本假設： 

• 摺紙動作所產生的摺痕均視為直線，多邊形紙張的邊亦視為直線。 

• 任意兩條不平行直線相交處視為一個點。 

• 經紙張摺疊後可重合的兩線段或兩角均視為相等。 

• 當一個作圖問題中所有交點的相對位置均確定後，此作圖問題即視為完成。 

伍、 預備定理： 

      (一).三等分銳角的摺紙方法： 

 
 

(如圖一(a))，假設所要三等分的銳角 位於正方形左下角。首先做出兩條平行且等距 

的摺線後，(如圖一(b))，根據公理6，我們可以做出一摺線使得p1 在L1 上且p2 在L2 上。 

我們延伸紙背上的L1 (如圖一(c)) 做出直線L3，紙張攤平後將L3 往左下角延伸，一定會 

與點p1 相交，則L3 與紙張底線所成的角度為
3

2
。最後再依據公理3 摺出角平分線。 

         [証明]： 
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(二).三等分鈍角的摺紙方法： 
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(如圖二(a))，假設所要三等分的鈍角 3 置於正方形居中處。首先延長 3 的其中一邊,並做

出與此延長邊垂直的摺線,及 3 角另一邊的延長線,並以 3 角之頂點為中心,在其延長

邊上摺出與 3 角之頂點等距離的兩個摺點後,(如圖二(b))，根據公理6，我們可以做出一

摺線使得p1 在L1 上且p2 在L2 上,並記出此時O點的對應點＊,折出O點與對應點＊的摺線。 

最後再依據公理3摺出 2OPP 的角平分線(如圖二(c))。 

         [証明]： 
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(三).托勒密(Ptolemy)定理:圓內接凸四邊形兩對對邊乘積和等於兩對角線乘積 

      (証明見[附件二]) 

陸、 研究過程： 

【第一部分】：摺出
N

1
(N 為正整數)平方單位的正方形 

首先,我們從從簡單入手,先探求如何折出面積為
1

2
的正方形。 

(1) 折出面積為『
2

1
』的正方形。     

[方法]：（如圖 1） 

               將正方形對折兩次,得到各邊中點 E、F、G、H； OFHEG 相交於與  

 EHOAAEOH 得到折痕點重合點與使沿對角線折疊正方形 ,,  

重複步驟，分別得到折痕 即為所求則正方形、、 EFGHGHFGEF ,  
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    註 1.:圖 2 中的四邊形 IJKL 為『
4

1
』的正方形,而四邊形 RSTU 為『

8

1
』的正方

形,又圖 3 中的四邊形 VWXY 為『
8

1
』的正方形的另一種摺法。 

註 2.:(2).圖 4.1 圖 4.2 中的四邊形 PQRC 為『
3

1
』的正方形,及(3).圖 4.3 中的四邊

形 STUV 為『
6

1
』正方形。(見[附件三])。  

(2)折出面積為『
1

3
』的正方形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

[方法]：步驟一（如圖 4.1） 

將正方形對折,得折痕EF      BHEFGBGBC 得折痕上在哲至將 ,,  

 JCDIJCDG 於交垂直的折痕折與過 ,  
步驟二（如圖 4.2） 

折 DPJFDJF 平行的折痕折與並過,  

 QPSPCPSBCP 得折向並將垂直的折痕折與過 ,  

 即為所求則正方形於交垂直的折痕折與過 PQRCRCDQRCDQ ,  
          [証明]：（如圖 4.1&圖 4.2） 
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2

3
;1,

2

1
,   



3

1
,2

1

1

2

3

,,~,//  PC
PCPC

FC

DC

JC
DPCJFCJFDP 則  


3

12

 PCPQRC即正方形  

(3)折出面積為『
1

6
』的正方形。 

           [方法]：（如圖 4.3）  

                 折出 ABCDPQRC 正方形正方形
3

1
  

 即得的折疊方法中重複在正方形 ,)1(PQRC  

ABCDSTUV 正方形正方形
6

1
  

          [証明]： 

圖 4.1 圖 4.2 
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 (4)折出面積為『
1

5
』的正方形。 

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            [方法]： 步驟一（如圖 5.1） 

                GHEFABCD 及折痕得折痕對折將正方形 ,      IGB 得中點折至將  

 IBJBBGAB 得折向將  
        步驟二（如圖 5.2） 

 ARJTAJTTUABFE 平行的折痕折與並過折對折得折痕將長方形 ,,  

 QRSBRRSBCR 得折向並將垂直的折痕折與過 ,  

 即為所求則正方形於交垂直的折痕折與過 PQRBPABPQABQ ,  
           [証明]：（如圖 5.1&圖 5.2） 
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5

12
 BRPQRB正方形   

(5)折出面積為『
1

7
』的正方形。 

            [方法]： 步驟一（如圖 6.1） 

                中的先參照折法 )2( 與,
2

3
JC折出        GJBJB 得中點並對折折  

 GBMBJBAB 則得邊邊折向將 ,  
    步驟二（如圖 6.2） 

 APMNAMNONABFE 平行的折痕折與並過折對折得折痕將長方形 ,  

 QPSBPPSBCP 得折向並將垂直的折痕折與過 ,  

 即為所求則正方形於交垂直的折痕折與過 PQRBRABQRABQ ,  
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            [証明]：（如圖 6.1&圖 6.2） 
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    至此,我們雖然可以逐步摺得
N

1
平方單位的正方形(2≦N≦9),但它畢竟不是涵蓋了所有

的正方形,而且每一種正方形也往往有各種不同的摺法呀！因此,我們重新審視前述
N

1

平方單位正方形(2≦N≦9)的摺法,以期找出「一般化」的有系統摺法。結果我們發現:

不論N為何值(但N≠1),只要能找得邊長為
N

1
時,即能摺得

N

1
平方單位正方形;然因

N

1
 

所以我們可以又因為因此小於平方單位正方形的面積 ,;1
1

,1 22 baN
N

 直接 

    ),(17,)1)2(2)3(27:,
2

22222 邊長但因例如摺出我們所需的 




 N  

         

法。正方形面積一般化的摺我們就可得到如此一來

的線段。摺出平方單位正方形摺法前述例如對應邊成比例』的摺法相似

再利用『三角形的線段先摺出的觀念所以我們可以利用

出！單位的正方形紙張上摺因而無法在邊長為

N

1
,

7

1
)

7

1
:(,

,1
4

7

2

7
,272

1

2

21 

 

【小結】：經過了實際操作及和同學們討論之後，我們發覺到折紙是有規律可循，且找到 

N

1
的摺法（ 7N ， N 為奇數）如下： 

一. 先判斷 N 屬於何種類型？ 

1. 若 N 除以 4 餘 3，屬於類型一（簡稱
2

3
型） 

2. 若 N 除以 4 餘 1，屬於類型二（簡稱
2

5
型） 

圖 6.1 
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二. 再判斷 N 的範圍並帶入右式中
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 ,其中 8818  mNm ；
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3.  2m 時 
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4.  3m 時（以此類推） 

               : 

               : 

三. 摺出
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2

4

2

1












 









mm

N
的線段,利用三角形的相似性質摺出正方形邊長

N

1
, 

                    再利用摺紙公理 5 摺出面積
N

1
的正方形 

                例如（1）：折出面積為『
11

1
』的正方形（其中 11n ，而且 11 除以 4 餘 3） 

折紙步驟： 

○1 先折出
2

3
的長度，找出另一股 1，利用勾股定理得斜邊

2

7
 

              ○2 再由
4

7
配合另一股

2

1
，利用勾股定理得斜邊

4

11
，將之折至邊上 

              ○3 最後利用三角形的相似性質得正方形邊長
11

1
 

【註】： 為一股之長因此取而且正方形邊長為
4

7
,1,1

2

7
  

例如（2）：折出面積為『
13

1
』的正方形（其中 13n ，而且 13 除以 4 餘 1） 

折紙步驟： 

○1 先找出
2

1
的長度，找出另一股 1，利用勾股定理得斜邊

2

5
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               ○2 由
4

5
配合另一股

2

1
，利用勾股定理得斜邊

4

9
，並將之折至邊上，再由

4

9
 配 

合另一股
2

1
，利用勾股定理得斜邊

4

13
，並將之折至邊上 

               ○3 最後利用三角形的相似性質得正方形邊長
13

1
 

【註】： 為一股之長因此取而且正方形邊長為
4

5
,1,1

2

5
  

【第二部分】:摺出
N

K
平方單位的正方形（其中 NK  ） 

      有了折出
N

1
的經驗，我們不難發現要折出

N

K
並不是一件困難的事，只要利用三角形的相似

性質就可以迎刃而解了！ 

（1） 折出面積為『
3

2
』的正方形。（如圖7） 

[方法]： 

 中的折法第一部分先參照 )2(][ 與,
2

3
JC折出  

將正方形對折,得折痕EF DB折向再將, 得折痕, ,AC  

相 G交於     HGCDGC 點之對稱點得折向將 ,                        

折 ,,, 為折點以平行的折痕折與並過 IHIJFHJF PBCC 上得折至將  

 SADPSBCP 於交垂直的折痕折與過  

 ,, RCDCDQQCPSPC 於垂直的折痕交折與過點之對應點得折向將  

即為所求則正方形PQRC  
          [証明]：（如圖 7） 


2

2

2

1
,

2

3
 ACHCJC已知   


3

2

2

1
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1

2

2

2

3

,,~,//  IC
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FC
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JC
JFCHICJFHI 則  


3

2
,

3

2
2

2

 PCPQRCICPC 則正方形  

（2）折出面積為『
5

3
』的正方形。（如圖8） 

[方法]： 

 中的折法第一部分先參照 )2(][ 與, 

2

3
JC折出  

 中的折法第一部分參照 )5(][ 與,
4

5
MC折出  

 JPMFJMF 平行的折痕折與並過折 ,    SADPSBCP 於交垂直的折痕折與過                             

 ,, RCDCDQQCPSPC 於垂直的折痕交折與過點之對應點得折向將  

圖 7 
P 

E 
D 
J 

B 

R 

F 
C 

Q 

I 

G 

H 

A S K 

C 
F 

M 

圖 8 

E 

R 

J 

B 

A 

T 

S 
D 

Q 

P 



 9 

即為所求則正方形PQRC  
          [証明]：（如圖 8） 


4

5
,

2

3
 MCJC已知  


5

3
,2

1

2

3

4

5

,,~,//  PC
PCPC

FC

JC

MC
JPCMFCMFJP 則  

5

32

 PCPQRC則正方形  

【小結】： :)( 化正方形面積摺法的一般Nk
N

k
  

（1）先利用
N

1
的折法,摺出

2

1

2

2

4

2

1












 









mm

N
的線段 

          （2）利用三角形的相似性質折出
N

k
的邊長,即可摺出

N

k
的正方形面積 

【第三部分】：摺出 ),,(
1 2

22

p

pp
Nkpk

N

k

N
為正整數與 平方單位的正方形 

（1） 摺出面積為『
2

1
』的正方形 

              

Q

P

ST
R

J

NM I

H

G

O

K

L F

EA D

CB
     

Z' Z

W

X

S1

V U

F

EA D

CB

Y

 
[方法]：步驟一（如圖 9.1）                                      

 OACDBBDAC 兩摺痕相交於得摺痕摺至再將得摺痕摺至將 ,,  

 GOC 得中點摺至將 , IGICGIACBC 與之對應點得摺向將  

 JIBCIKLEF 垂直的摺痕摺與並過及摺痕將正方形對摺再對摺得 ,  

 NMCMCBLIMJIAB 之中點得摺向再將得摺向將 ,  

 NRNMRJIM 並使上之摺至將 ,      TSJIR 垂直的摺痕摺與過  
                     步驟二（如圖 9.2） 

 UXSFUSFUCDADBC 平行的摺痕摺與並過摺之中點得摺向將 ,  

 YXWCXXWBCX 得摺向並將垂直的摺痕摺與過 ,  

 即為所求則正方形於交垂直的摺痕摺與過 CXYZZCDZZXWY ,  

圖 9.1 圖 9.2 



 10 

[証明]：（如圖9.1&圖9.2） 

 CRMRCNRNMN  ,  


4

2
,

4

2

4

1
,,~

4
2

 RIICMIRI
IC

RI

RI

MI
RICMIR 則故  


4

4

2

1
;2

1

2

1
4

2

,,~//  CX
CXCX

CU

CF

CS
CUXCSFSFUX 即故  

2

12
 CXCXYZ正方形   

（2） 摺出面積為『
4 2

1
』的正方形 

S1
T

Q

P

R

NM

J

I

S

K

L F

EA D

CB
     

Z' Z

W

X

S1

V U

F

EA D

CB

Y

 
[方法]：步驟一（如圖10.1） 


4

2
,)1(][

4

SC摺出中的步驟一及步驟二摺法第三部分先參照  

 GOC 得中點摺至將 , IGICGIACBC 與之對應點得摺向將  

 JIBCIKLEF 垂直的摺痕摺與並過及摺痕將正方形對摺再對摺得 ,  

 NMCMCBLIMJIAB 之中點得摺向再將等於得摺向將 ,  

 NRNMRJIM 並使上之摺至將 ,      1TSJIR 垂直的摺痕摺與過  
步驟二（如圖 10.2） 

 UXFSUFSUCDADBC 平行的摺痕摺與並過摺之中點得摺向將 11,  

 YXWCXXWBCX 得摺向並將垂直的摺痕摺與過 ,  

 即為所求則正方形於交垂直的摺痕摺與過 CXYZZCDZZXWY ,  

[証明]：（如圖10.1&圖10.2） 

 CRMRCNRNMN  ,  


4

2
,

4

2

4

1
,,~

84
2

 RIICMIRI
IC

RI

RI

MI
RICMIR 則故  


8

8

1
11

2

1
;2

1

2

1
4

2

,,~//  CX
CXCX

CU

CF

CS
CUXFCSFSUX 即故  

圖 10.1 圖 10.2 
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4

2

2

1
 CXCXYZ正方形  

【小結】：仿照上述的方法,我們可得 法正方形面積的一般化摺為正整數)(
1

2
p

N
p

 

【推廣】：仿照上述的方法,先得 )(
1

2
為正整數p

N
p

 

          利用三角形的相似性質折出 )(
2

為正整數p
N

k
p

的邊長,即可摺出
p

N

k

2
 

的正方形面積 

【第四部分】：折出各種正 N 邊形 
（1） 折出正三角形（如圖11）(見[附件三]) 

（2） 折出正五邊形（如圖12）(見[附件三])  

（3） 折出正六邊形（如圖13）(見[附件三])            

（4） 折出正七邊形（如圖14.1） 

            [方法]：①折出 EFMNBCMN 上任取兩點連成在,//  

                    ② EFFEMNNMABCD  取仍折出同大小紙張另取與正方形 ,,  

③ 畫一圓為半徑為圓心以折出正方形為一邊以 ,,;, FQFEFPQEF  

                    ④ ,,,, TFENMENMLEF 於點交圓使得移動點靠上並將的中垂線折出   

OFOEOLIEILF ,;, 及折出於中垂線交折出於點交且   

                    ⑤ EFFGOF 折出為對稱軸以 ,  

⑥仿⑤ 即為所求則正七邊形及折出折出 EFGHIJKEFKEIJGHIF ,,   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

KJIHGFEOEO

OKOJOIOHOGOFOEIEFO

、、、、、、必過作一外接圓為半徑為圓心以

又之外心為

如圖証明

,,,

,.1

)2.14(:][



   

21;18042

,13,//,,.2

23),(//







故弧弧弧且弧為直徑連

即質平行弦截等弧的判別性弧故弧

KHIJKJIHFRERIRKH

IEKJKEIJ

  

三點共線、、且

為一平行四邊形故且

HTK

IJKT ,;54,23,18042,18053.3 
 

R 

1 

2 

3 

4 

5 

L
 

I 

E 

J 

G 
P

 O 

H 

F 

K 

T
 

Q 

圖 14.2 

圖 14.1 

I 

E 

J 

M 

D A 

G 

C B 

P
 

O 

N 

H 

F 

K 

T
 

Q 

L
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為一正七邊形即

且

即故為一菱形又

EFGHIJK

JKEIJKHIJGHIFGHEFGKEFEKJK

IJHIGHFGEFIHIJIKIJKTEFITIJ





;

;,

 

       [註]:將正七邊形摺法與正七邊形尺規作圖不可能的作圖(見附件四)做比較: 
（5） 折出正八邊形（如圖15）(見[附件三])  

（6） 折出正九邊形（如圖16.1＆16.2）[証明]:省略 

     

K

E

Z

Y

X

O

P

J

H

FB C

A D

     A7

A8A6

A5

A4

A3

A2

A1

P

O
H

F

K

EA D

CB
 

 

            [方法]：① O交點將正方形對折再對折得  

② POHEOHD 折正三角形中參照在正方形 )(1  

                    ③參照預備定理（一）將 ,折成三等分POH  20ZOHYOZXOY則  

                    ④ ,,,, 21 AOZAOYOHOZ 折得對稱點為對稱軸再以得對稱點折向將為對稱軸以  

8765431 ,,,,,40 AAAAAAHOA 及稱點運用相同的折法可得對則   

⑤ ,,,,,,,, 8877665544332211 HAAAAAAAAAAAAAAAHA 及折  

                      則正九邊形即為所求             

（7） 折出正十七邊形:(以我們國中所學,嘗試的証明) 

            [想法]： 

來研究。即半徑為我們不妨就以單位圓為使計算簡單起見

正十七邊形即可求得觀念利用「等弧對等弦」的

段再將相鄰兩點兩兩連線十七等分無異於只要把一個圓周要作正十七邊形

)1(,.2

,

,,,.1

 

則顯然地令連以線段

個等分點分別與其它並把點作直徑

如圖個等分點依次是單位圓圓周上的首先我們假設

,;

16,

),1.17(17)16,,2,1,0(

0

kk

k

aAA

AAA

kA



 

 

之間的關係。非得研究所有此一問題

我們欲解決迎刃而解。這也就暗示

那麼問題就可求得其中的任何一個

只要能夠其餘的之外除了由此得知

k

k

kk

a

aa

kaaa

,

,

,:

)1()160(;2

,0

170  

 

:一定理為此我們首先証明了此  

 

 

 

A0 A 

A1 

A2 

A3 

A4 A5 

A6 

A7 

A8 

A9 

A10 

A11 

A12 A13 

A14 

A15 

A16 

圖 17.1 

2 

a1 

a2 

a3 

a4 
a5 a6 

a7 

a8 

a9 

a10 

a11 
a12 

a13 

a14 

a15 

a16 

圖 16.1 圖 16.2 
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則當並令弦弧弧弧

若在圓上取三個等弧是圓上的任意一點是單位圓的直徑「設

,,,,,

:,,

0

0

nANmAMlLAlALLALNLM

LAA


 

nmllALNMii

nmllALNMi





有如圖的同一側時分別在

有如圖的兩側時分別在

),2.17(,)(

),1.17(,)(
 

 

 

 

 

 

 

 

 

,,,,,,,,.1).(

:][

0110110 MNLNLMLALLLAALLLAAi  連的對稱點為對稱軸的取以

証明
 

,,, 10101 vLLMNuLNLMLALAlLAAL 設  

nmllvunmulvl

ulululvLAALLALALLAA

unmnumuvlLMANAMNLMNAL













2)(2:,

22

)(
:

:.2

011010

可得將上兩式相乘

可得

角線的乘積」對邊乘積的和等於兩對「圓內接凸四邊形兩雙依據托勒密定理

 

,,,,,,,,.1).( 0110110 MNLNLMLALLLAALLLAAii  連的對稱點為對稱軸的取以  

,,, 10101 vLLMNuLNLMLALAlLAAL 設  

nmllvunmulvl

ulululvLAALLALALLAA

unmlvnulvumLMANMNALLNAM













22:,

22
:

:.2

011010

可得將上兩式相乘

可得

角線的乘積」對邊乘積的和等於兩對「圓內接凸四邊形兩雙依據托勒密定理

 

我們將上述証得的定理用於(圖 A),並配合(1)式,也因為 jjiijii AAAAAA 0弧弧弧   的緣故,

我們可以導出下列的關係式: 

           [1]    )80,(   jijiaaaa jijiji    ………………………………(2) 

[2]    )169,8()(17   jijiaaaaaa jijijijiji  ……………(3) 

而當 ji  時,我們可將(2)式、(3)式分別寫成 

           [3]    )40(2 220

2  iaaaa iii           ……………………………(4) 

[4]    )80(22 217220

2   iaaaaa iiii    …………………………(5) 

而可証得 

           [5]    187654321  aaaaaaaa   ………………………………(6) 

            [証明]：  

12)2(

22)(22

)()()()()()()()2(

111

1876543211

878675645342312

18171615141312

2

11

87654321











saas

saaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaaaaasa

aaaaaaaas

即故

則

設

L
′ 

M 

A0 

L1 

L 

N 

A 

圖 17.2 

L
′ M 

A0 

L1 

L 

N 

A 

圖 17.3 
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           [6]    1))(( 7653  aaaa                     …………………………(7) 

[証明]：  

1

))((

87654321

52746183

573756367653







aaaaaaaa

aaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

 

[7]    1))(( 4182  aaaa                     …………………………(8) 

[証明]：  

1

))((

8765432154628731

482418124182





aaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa
 

利用以上(1)~(8)的關係式,我們可以解得 82 aa 和 的值; 設令 

          












7628

82

aaaa

aa
             …………………………(9) 

則 82 aa 和 是方程式 0,0)( 2
8282

2   xxaaxaax 即為的兩根 的兩根;再令 

                  












53

14

aa

aa
                   …………………………(10) 

再代入(8) (7)兩個關係式,我們可得:    1)(,1)(    

故       1          …………………………(11)   再設 

               












5376

1482

aaaa

aaaa
…………………………(12)   於是 

可知式由的根和便分別視為是、和、 )9(,0101 22  xxxx 

 所以正數都是和 ,  

     























)(1)
2

(
22

4

)(1)
2

(
22

4

2
2

2
2

取正值

取正值







…………………(13) 

接著我們再求出  與 的值,由(12)式得

















26

))12)(6(()()(26

2)2()(2)(2)2()(2)2(

))5)(4)(3)(2((222

2)()(2)(

537687654321

782613415

2
535

2
3

2
767

2
6

2
53

2
76

2222

得式由

得式由

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaaaaaaa

aaaa

 

82

2

,)9(

4

17234171

4

17234171

,)13(
2

17

2

1
1

,1)12)(6(
2

17

2

1

,)12(04

aa 與求式值代入、再將

與求式值代入、再將

所以式可得由

所以是負值式知由故
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2

)17234171(
4

17234171

8

17234171

2

)17234171(
4

17234171

8

17234171

2

2

2

8

a

a

 

在推導証明完成了正十七邊形的可行性後,我們有了以下的作圖（尺規作圖， 

如圖 17.4）(見[附件五]) 

 [方法]：正十七邊形折紙的方法如下（如圖 17.5） 

① 21TTDACB 得摺痕摺向將   

○2 21SSDCBA 得摺痕摺向將  , ,4321 SSSSBA 得摺痕摺向將  2143 SSSS 摺向將  

           ATTSS 於交得摺痕 2165  

○3 ,8721 SSSSDC 得摺痕摺向將 
02110987 ATTSSSSDC 於交得摺痕摺向將   

○4 為半徑畫一個單位圓為圓心並以於交得摺痕摺向將 OAOOTTRRAA ,,21210  

○5 BTTSSSSSS 於交得摺痕摺向將 2112116543  

○6 CSSTTTTDA 於交得摺痕摺向將 654321
  

○7 21KKBC得摺痕摺 , EBTBCDBTBC 得對稱點摺向再將得對稱點摺向將 12 ,  

○8 GETECFDTDC 得對稱點摺向再將得對稱點摺向將 22 ,  

○9 4321 KKTTF 垂直的摺痕摺與過  

○10 HKKTTSSHHASAG 於交垂直的摺痕摺與過得對稱點摺向將 4365655 ,   

○11 QPTTOHOOCHCHXXCH ,,, 2121 得摺向為旋轉點將以中點得摺向得摺痕摺   

○12 98152 ;, AAAQAAAPA 及摺向單位圓上得將及摺向單位圓上得將為基準點以             

○13 依照同樣摺法可得圓上得摺點依順時針方向摺向單位將為摺點以 ,, 798 AAA  

           101112131415160123456 ,,,,,,,,,,,,, AAAAAAAAAAAAAA摺點  

○14 ,,,,,,,,,,, 211001616151514141313121211111010998 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA摺  

            成了如此正十七邊形就摺完及 ,,,,, 877665544332 AAAAAAAAAAAA  
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根據文獻，邊數小於 100，可以尺規作圖的正多邊形如下： 

n的形狀 使用尺規能畫出的正多邊形的邊數 

m2  
4,8,16,32,64 

122 
t

 
3,5,17 

k
m ppp 212  

6,12,24,48,96 

10,20,40,80 

34,68 

15,30,60 

51 

85 

   經過了我們的研究，尺規作圖能完成的正多邊形，當然折紙也能完成，例如：利用折紙折出

正十七邊形。 

然而我們又多了幾項重大的發現，經由預備定理（一）、(二)與摺紙公理 6，可折出正七邊形

與正九邊形。當然,正 18,27,36,45,54,72,81,90,……,正 9t 邊形(t 為正整數)與正 7,14,21,28, 

圖 17.5 
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42,56,63,84 等正 N 邊形，亦能利用相同的折法折出。因而在邊數小於 100，可以用摺紙方

法多折出的正多邊形如下：正 7,9,14,18,21,27,36,42,45,54,56,63,72, 81,84,90 等正 N

邊形。 

【第五部分】：利用摺紙方法可解決“幾何三大問題”的探究: 
        約 2400 多年前在希臘盛傳著下列三個作圖題: 

                三等分角問題     求作三等分一已知角 

                立方倍積問題     求作一立方體,使其體積 2 倍於一已知立方體的體積 

化圓為方問題     求作一正方形,使其面積等於一已圓的面積 

          這三個尺規作圖題是著名的古典難題,向被稱為幾何三大問題。當時許多著名的學者,都

曾致力於這三個問題的研究,也都無法將此三個問題以尺規作圖的方法解決。 

           下面我們分別說明此三個問題中的兩個問題為什麼不能用尺規來作圖以及用摺紙來解

決此二個問題的方法: 

第一、 關於三等分角問題: 

      

即可。研究其中一條例如一條便不成問題。所以

另只要能求得任何一條在這兩條三等分線中

。

是其三等分線、如圖為已知角設

OP

QOYPOQXOP

OQOPXOY

,,

:),(





 

有根據三角恒等式則令 ,;
3

,


  XOPXOY  

3
3

3
4 3 

 CosCosCos       ………… 

移項後得代入上面三角恒等式則命

。於於

作於線單位長為半徑畫弧交射為圓心以

,,
3

,,,

,

;,,,,,


 CosxCosaxOEaOD

EOXCED

OXBDCBAOPOYOXO







 

034 3  axx       ………… 

                      如果能証方程式的根一般不能用僅用尺規作圖完成,則點 E 不可得,於是

射線 OP 亦不能作出。 

,
2

1
,60;,  a則試取足但擇一個特例來驗証即欲証明此一問題   

此時得到的一個特例: 

0168 3  xx  

                      可得較簡的形式代入此方程以 ,
2

1
yx   

0133  yy       ………… 

而依據“設最高次項係數為 1 的整係數一元 n 次方程含有有理根,則此根

必是整數且為常數項的因數”的推論,知: 

方程式顯然沒有有理根,因為 1 不能滿足它; 又依據“有理係數的三次

方程如果沒有有理根,那麼長度等於其根的任何實根線段不能僅憑尺規來

作圖”的定理,可知的任何實根不能作圖完成。即 60∘的角不可能三等

分,又三等分 60∘角尚且不可能,那就遑論三等分任意角了！  

                比較: 

                  而若使用摺紙的方法,不論其為銳角、直角或鈍角,我們皆可將其三等分。而其

摺法與証明見預備定理(一)、(二)。 

第二、 關於立方倍積問題: 

Y 

O 
X 

D A 

B 

C 

Q 

P 

E 
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線段式中的

之方程即如求作滿足的關係條件應有

則依其設定而所求立方體棱長為如下圖為假設已知立方體的棱長

x

txtx

xt

02;2:

,),(

3333   

 

 

 

 

                      的形式則此方程將變為更簡單令 ,1t  

023 x       ………… 

                      如果方程式含有有理根的話,則不外乎是 21  和 ,但代入方程試驗均不

合,可見方程式必無有理根;又依據“有理係數的三次方程如果沒有有理

根,那麼長度等於其根的任何實根線段不能僅憑尺規來作圖”的定理,得知

立方倍積問題屬於尺規作圖不能的問題。 

               比較: 

                  而若使用摺紙的方法,可完成立方倍積問題。其方法如下:  

            [想法]：(如右圖) 
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x
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x
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且

設

為矩形

故於作過作過解

？試求

三點共線且已知
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故

為又





 

            

1:2:

);(,6.2

)(.1:][

3AQAP

baBA

則

如右下圖上、分別折至線段、將利用摺紙公理

如左下圖面積將一個正方形三等分其方法

 

t x 

1 

D 

A 

C 

B 

O H 
1 
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中與在

又

設如右圖証明
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則設
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xAQAPxxx

xxxxxxxx

即故
   

倍小正方體體積則大正方體體積各作一個正方體為棱邊與分別以

如左下圖得利用縮放法設應用

2,,.2

)(2,;,2:1:.1:][ 33





ACBD

aACaBDOAOB

 

 

 

 

 

 

【第六部分】：摺出 ),,,(,
1

,,
1 63

6633

pp

pppp
NkNkkp

N

k

NN

k

N
為正整數 平方單位的正方形 

（1） 摺出面積為『
3 2

1
』的正方形 
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O P

N

L

K

MJ

G

HF

EA D

CB

I

     

V

Z' Z

W

X

P

F

E

U

A D

CB

Y

 
 

[方法]：步驟一（如圖18.1） 

 1:2: 3ICDI上述摺法摺出先參照  

 DJIHDIHGHEF 平行的摺痕摺與並過摺及摺痕將正方形對摺再對摺得 ,  

 KGHJMMMJCJC 得交點摺向為中心將以之中點得摺向將 ,  

 OPDCK 垂直的摺痕摺與過  
步驟二（如圖 18.2） 

 UXPFUPFUCDADBC 平行的摺痕摺與並過摺之中點得摺向將 ,  

 YXWCXXWBCX 得摺向並將垂直的摺痕摺與過 ,  

 即為所求則正方形於交垂直的摺痕摺與過 CXYZZCDZZXWY ,  

[証明]：（如圖18.1&圖18.2） 

 
4

2
,

4

11

2
,,~,//

33

 JH
JH

HC

JH

IC

DI
DCJICHIHDJ 故故  

 KCJKMCMKMJ  ,  


4

2
,

4

1

4

2
,,~

63
2

 RIHCJHKH
HC

KH

HK

JH
KHCJHK 則故  


6

6

2

1
;2

1

2

1
4

2

,,~//  CX
CXCX

CU

CF

CP
CUXCPFPFUX 即故  

       
3

2

2

1
 CXCXYZ正方形  

（2） 摺出面積為『
9 2

1
』的正方形 

比照
3 2

1
的摺法,摺出

18 2

1
,即可摺出面積為『

9 2

1
』的正方形 

【小結】：比照
3 2

1
的摺法數次,可先摺出

pp
N

k

N
33

1
與 ,再摺出

pp
N

k

N 33
,

1
的正方形

面積 

圖 18.1 圖 18.2 
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亦可先摺出 ,,
1

2323
qpqp

N

k

N


再摺出
qpqp

N

k

N 2323
,

1


的正方形面積 

陸、 最後心得與結論： 

【第一部分】：摺出
N

1
平方單位的正方形 

（一） N 之類型: 

1. 若 N 除以 4 餘 3，屬於類型一（簡稱
2

3
型） 

2. 若 N 除以 4 餘 1，屬於類型二（簡稱
2

5
型） 

（二） N 的範圍: 

       

2

1

2

2

4

2

1












 









mm

N
  ，其中 8818  mNm ； 3,2,1,0m  

（三）利用勾股定理及三角形相似性質，即可得正方形的邊長，再將之折成正方形即可 

【第二部分】：摺出
N

K
平方單位的正方形（其中 NK  ） 

        （一）先利用
N

1
的折法將愈運用的兩線段折至正方形的同一邊上 

        （二）利用三角形的相似性質即可折出正方形的邊長，再將之折成正方形即可 

【第三部分】：利用摺紙法可摺出
n

N2

1
平方單位的正方形 

【第四部分】：摺出各種正 N 邊形 
        （一）要折出正 N 邊形可以利用兩種方式， 

             1.邊長相等（如正三角形、正五邊形、正十七邊形）， 

             2.邊長所對應之圓心角的度數相等（如正九邊形之每一圓心角為 40 ） 

        （二）邊數小於100，利用折紙可以折出的正多邊形如下： 

N 的形狀 使用尺規能畫出的正多邊形的邊數 

m2  
4,8,16,32,64 

122 
t

 
3,5,17 

k
m ppp 212  

6,12,24,48,96 

10,20,40,80 

34,68 

15,30,60 

51 

85 

7 的倍數邊形 7,14,21,28,42,56,63,84 

9 的倍數邊形 18,27,36,45,54,72,81,90 
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打字機文字

Shari
打字機文字
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          [註]:邊數小於 100，無法利用折紙折出的正多邊形如下(至目前)： 

             11,13,19,22,23,25,26,29,31,33,35,37,38,39,41,43,44,46,47,49,50,52,53, 

55,57,58,59,61,62,65,66,67,69,70,71,73,74,75,76,77,78,79,82,83,85,86, 

87,88,89,91,92,93,94,95,97,99等56種 

【第五部分】：利用摺紙法已可解決:古典幾何三大問題中的「三等分角問題」與「立方倍

積」問題。 

【第六部分】：利用摺紙法可摺出 ,,(,
1

,,
1

232333
為正整數kp

N

k

NN

k

N
qpqppp 

,3p
Nk   

)23 qp
Nk  平方單位的正方形 

柒、 參考資料： 
（一）南一出版社（2010）。國中數學教科書及教學指引（第三冊）。台南：南一出版社。 

（二）銀林浩（2002）。用摺紙來學數學。台北市：國際村文庫書店。 
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[附件一]: 
羅伯特·朗證明了這七個公理已經是摺紙幾何的全部公理了。 
公理 1 
給定兩點 p1 和 p2，有且僅有一條摺痕同時過這兩點。 
以參數方程表示的話，過 2 點的直線可以表示為： 
F(s) = p1 + s(p2 − p1

公理 2 
).  

給定兩點 p1 和 p2，有且僅有一種方法把 p1 折到 p2

這條公理相當於是作線段 
 上。 

的垂直平分線。這可以通過以下

四個步驟完成： 
• 使用公理 1 作出連結 p1 和 p2

 P(s) = p
 的直線 

1 + s(p2 − p1
• 找到直線 P(s) 的

)  
中點 pmid

• 找到垂直於 P(s) 的
  

向量  

• 摺痕的參數方程表示為：  
公理 3 
給定兩直線 l1 和 l2，可以把 l1 折到 l2

 
 上。 

這條公理相當於是找出 l1 和 l2 組成的角的平分線。假設 p1 
和 p2 是 l1 上任意兩點，q1 和 q2 是 l2 上任意兩點，  和 
分別是 l1 和 l2 方向的單位向量： 

               
 

如果兩直線不平行，它們的交點為：  

其中                  

兩條直線所夾的一個角的平分線方向是：  

摺痕的參數方程是：      
這兩直線還有另一個角平分線，兩條角平分線互相垂直，且都過點 pint。而沿著任意一條角平分線

折都能將 l1 折到 l2

如果兩條直線

 上。但在實踐中可能因為交點的位置（比如交點在紙外）使沿著其中一條角

平分線的摺疊無法實施。 
平行，那麼只要沿著兩直線中間的一條線（與兩直

線平行，到兩直線距離相等）摺疊就可以將 l1 折到 l2

公理 4 
 上 

給定一點 p1 和一條直線 l1，有且僅有一種方法過 l1 折出 l1

 

 的
垂線。 

向量 是垂直於 l1 的單位向量，那麼摺痕的參數方程是：

 
公理 5 
給定兩點 p1 和 p2 和一條直線 l1，可以沿過 p2 的直線將 p1 折
到 l1 上。 

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%89%E4%B8%94%E4%BB%85%E6%9C%89�
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9E%82%E7%9B%B4%E5%B9%B3%E5%88%86%E7%B7%9A�
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%AD%E9%BB%9E�
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%90%91%E9%87%8F�
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%83%E6%95%B8%E6%96%B9%E7%A8%8B�
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%B3%E8%A1%8C�


 2 

 
這個公理相當於找出圓和直線的交點，所以有最多 2 個解，最少也

可能無解。這取決於直線 l1 和以p2 為圓心，p2 到 p1

如果我們知道直線上兩點 (x

 的距離為半

徑的圓的位置關係。如果直線和圓不相交則無解，想切則有 1 解，

相交則有 2 解. 
1,y1) 和 (x2,y2)，那麼直線可以表示為： 

                     
 

如果圓心 p2 = (xc,yc)，半徑 。那麼這個圓可以表示

為： 

 
為了確定圓和直線的交點，將直線方程代入圓方程，得： 

 
或者可以簡化為：                         其中：  

 
 

 

然後，只要解以下方程就能確定直線和圓的交點：       
如果判別式 b2 − 4ac < 0，那麼方程無實數解，圓和直線沒有交點；如果辨別式等於 0，那麼方程

有一解，圓和直線相切；如果辨別式大於 0，方程有兩解，圓和直線有兩個交點。令d1 和 d2 是
兩個交點（如果存在），那麼，我們可以得到線段如下： 

                              
摺痕 F1(s) 垂直平分 m1，可以將 p1 折到 d1。同樣，摺痕 F2(s) 垂直平分 m2，可以將 p1 折到 
d2。只要應用公理 2 就可以找到垂直平分線。摺痕的參數方程是： 

 
公理 6 
給定兩點 p1 和 p2 和兩直線 l1 和 l2，可以一次將 p1 、
p2 分別折到 l1 、l2

 
 上。 

這個公理相當於找到同時與兩條拋物線相切的直線，等價

於解一個三次方程。兩條拋物線的焦點分別是 p1 和 p2，

準線分別是 l1 和 l2

公理 7 
。 

給定一點 p 和兩直線 l1 和 l2，可以沿著 l2 的垂線將 p1 
折到 l1

 
 上。 

過 p 點作 l1 的平行線，交 l2 於 q，這個公理就是要找出

線段 的垂直平分線。沿著這條垂直平分線折，就可以將 
p 折到 q 上。 

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9C%86�
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%9B%B8%E5%88%87�
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8A%9B%E7%89%A9%E7%BA%BF�
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[附件二]: 
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即

故

於交為圓內接凸四邊形且

則於交且裡面作在

証明

求証

為圓內接凸四邊形已知
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[附件三]:  
（1） 折出正三角形（如圖11） 

 [方法]：參照【第一部分】（圖 4.1）,將正方形對折, 

得折痕 EF  

 BHEFGBGBC 得折痕上在使折至將 ,,  

     即為所求則正三角形及折 BGCGCBG   
           [証明]:省略 

（2） 折出正五邊形（如圖12） 

[方法]：①將正方形紙張 ABCD對折，得折痕 EF  

                    ②折出 EC ，將EB對折至 EC 上，使得 

EGEB = ,標記G 點 

                 ③CG 對折至 BC 上，使得 CHCG = ，標記 H 點 

                    ④過H 點折出BC 的垂直線HI ，交 EF 於K
點， 

得
2

15 −
== CHFK  

                    ⑤以 F 點為中心，將 FK 折至 BC、 AD上，使得 FMFLFK == ，得 L ,M  

                    ⑥折出 LM 之折痕，並以 LM 為基準折出 NMOLMNFML ∠=∠=∠ ，得折痕 

                      MN 、MO，並將 MF 折至MN 、MO 上，使得 MQMPMF == ，得P ,Q  

⑦同理可折出 LR，得 S 點     ⑧最後折出QS 折痕，則正五邊形 FMQSL即

為所求 

[証明]:省略 

 

（3） 折出正六邊形（如圖13） 

            [方法]：① O交點將正方形對折在對折得  

                    ② OHAEOHD 1)(1 折正三角形中參照在正方形  

                    ③

,對折再對折及再次沿著折痕 KHEF 432 , AAA 及既可得到對稱點  

                    ④

即為所求則正六邊形及折 432144332211 ,,,,, AKAAHAHAAAKAKAAAHA   

            [証明]:省略 

(5)   折出正八邊形（如圖15） 

           [方法]：① O交點將正方形對折再對折得  

                   ② O為沿著對角線對折交點亦  

                   ③ °=∠=∠∠ 5.22IODEOIEOD得對折  

                     °5.22個角均為利用相同作法可得每一  

                   ④

即為所求則正八邊形及折 KIMPLJNQNQLJMPKI ,,,   

            [証明]:省略 

 

 
 
 

圖 11 

圖 12 

圖 13 

圖 15 
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[附件四]:正七邊形尺規作圖的不可能 

      首先,我們都知道正七邊形的作圖可以歸結於 )(
7

2
見下圖的角作圖。

πθ =  

      
有依據三角恒等式

故因

,
4)42(3,423 θθπθθπθ CosCosCos =−=−=

 

1884

343
24

3

+−=

−=

θθθ

θθθ

CosCosCos

CosCosCos
       由此 

013848 234 =++−− θθθθ CosCosCosCos        ………… 
   ×2   得 02616816 234 =++−− θθθθ CosCosCosCos      ………… 

   令  代入
2
xCos =θ    0234 234 =++−− xxxx則變為  

因式分解得      0)12)(2( 23 =−−+− xxxx  ;  )(
7

2,1,02 不合此時則若
πθθ ≠==− Cosx  

   
得之。形不可能以尺規作圖而存在。即可斷言正七邊

無有理根故不能滿足此方程知由試驗故必 012,1,012 2323 =−−+±==−−+ xxxxxxx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 6 

[附件五]:正十七邊形的尺規作圖: 
[作法]： 

      1. 作一單位圓,直徑
4
1,,2 00 == ABAAAA 取延長  

   2. BCACABAC 連並取作 ,1, =⊥ ;
4
171)

4
1( 2222

=+=+= ACABBC則  

        3. ,,,, 0 EABDAABCB 於並於交直徑為半徑畫弧為圓心以  

))15)(14((
24

1
4
17;

24
1

4
17

式見則
δγ

−=+=+==−=−= ABBCAEABBCAD  

4. ;,,;,,, 0 GEAECEFDACDDCECD 於交為半徑畫弧為圓心以於交為半徑畫弧為圓心以、連  

1)
2

(;1)
2

( 222222
+=+==+=+==

δγ ACAEECEGACADDCDF則  

)))13((
2

1)
2

(;1)
2

(
2

22 式見故 βδδαγγ
=++=−==++=+= AEEGAGDFADAF

         5. CHAFCHAGFHAFFH 連的同一側在與並使取作 ,;, =⊥  
之間、介於並使於交、於為直徑作一半圓交以 PAQHACQPAFCH ,, ′  

PFAQRHSFHPAHQHPQH

HPQHAFHHACHHHH

=∴∆≅∆=′

=′∴′⊥′′

),(),(

)(;//,,

即等弧對等弦故

平行弦截等弧弧弧則連
 

故 






=⋅=′⋅=⋅

==+=+

)(1 外冪性質β

α

FHHAACAQAP

AFPFAPAQAP
      

由(9)式可知:  82 , aAQaAP ==  

6. 152,,, AAAPA 、交單位圓於畫弧為半徑為圓心以 ;

98,,, AAAQA 、交單位圓於畫弧為半徑為圓心再以  

7. 、、、交單位圓於圓心畫弧順時針依次以各交點為為半徑為圓心以連 56798898 ,,,, AAAAAAAA  
則正十七邊形即為所求再連相鄰的線段、、、、、、、、、、、 ;;1011121314151601234 AAAAAAAAAAAA  
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【評語】030405 

1. 摺紙是一個有趣的題材，但引用別人作品宜註明出處，

而且文獻中已有部分成果，創新度稍顯不足 

2. 團隊合作良好。 

3. 研究目標明確。 

4. 表達能力佳。 
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