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作品名稱：光纖網路連連看 

 

摘要 

某日看到一建立光纖網路的題目，發現這個題目和實際應用有些關聯。於是我們先從畫圖列

出所有可能的種類，並從各城市連結的關係推得城市數和所有可能數關係： 
N(n+2)=3N(n+1)－N(n) ,（ 1n  ,n 為自然數），再利用遞迴數列得到其一般項，並且由數學歸

納法證明： 1 2
1( 1) ( ),
5

n nN n x x   (n 1,n 為自然數,其中 1 2
3 5 3 5,

2 2
x x 
  )。 

再來，我們將標號差推廣至差 3，發現這比原題目複雜很多，因此我們把 K(n)分類為 A(n)+B(n)

表示（其中 A(n)為從 K(n－1)延伸之可能種類，B(n)則為由 n 號城市必與 n-1,n-2,n-3 號 3 個城

市相連而成之網路） 

K(2)=1=A(2) 

K(3)=3=A(3) 

K(4)=16=A(4)+B(4),其中 A(4)=15,B(4)=1 

K(5)=75=A(5)+B(5),其中 A(5)=72,B(5)=3 

K(6)=335=A(6)+B(6),其中 A(6)=325,B(6)=11 

K(7)=1485=A(7)+B(7),其中 A(7)=1439,B(7)=46 
但經過重重討論，仍然沒有一個好的結果。 

 

壹、 研究動機 
某日於 2008 數學奧林匹亞選訓營報告上看到一建立光纖網路的題目「有標號從 1 至 n 的

城市，要建立一光纖網路，但每一段只能從一座城市建到另一座城市，中間不經其他城市，

而且標號差超過 2 的城市間也不能建一段。若要求任何城市都可以直接或間接連線，則最少

需建(n－1)段，那麼只需(n－1)段的不同建法有多少種？」，發現這個題目和實際應用有些關

聯，因此興起了研究興趣，由原題的城市標號差超過二的不相連開始討論，竟別有洞天，於

是促成此次研究。 
 

貳、 研究目的 
一、求出原題目 
二、推展到城市標號差超過三的不相連 
 

參、 研究設備及器材 
紙、筆。 
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肆、 研究過程、方法、討論及結果 
有標號從 1 至 n 的城市，要建立一光纖網路，但每一段只能從一座城市建到另一座城市，

中間不經其他城市，而且標號差超過 2 的城間也不能建一段。若要求任何城市都可以直接或

間接連線，則最少需建 n－1 段，那麼只需 n－1 段的不同建法有多少種？ 

 
目的一：求出原題目 
 

令 N(n)=方法數 N(2)=1,N(3)=3,n 4 
標號差 2 
N(2)=1   
 

N(3)=3 
 
N(4)=8 

○1 －○2 －○3 －○4  ○1 －○3 －○2 －○4  ○2 －○1 －○3 －○4  

○4  
 

○1 －○2 －○3  

○4  
 

○1 －○3 －○2  

○4  
 

○2 －○1 －○3  

○4  
 

○1 －○3   ○2  

○4  
 

○1 －○2   ○3  

 

 

○1 ────○2  

○1 －○2 －○3  ○1 －○3 －○2  ○2 －○1 －○3  
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N(5)＝21 

 
○1 －○2 －○3 －○4 －○5  
 

 
○1 －○2 －○3 －○5 －○4  

          ○5  
 

○1 －○2 －○3 －○4  

○4 －○5  
 

○1 －○2 －○3  

○4  
 

○1 －○2 －○3 －○5  

 

 
○1 －○2 －○4 －○3 －○5  

 
○1 －○2 －○4 －○5 －○3  

○5  
 
○1 －○2 －○4 －○3  

○5  
 
○1 －○3 －○2 －○4  

○5  
 
○1 －○3 －○2 －○4  

 

○4 －○5  
 

○1 －○3 －○2  

○4  
○5  

○1 －○3 －○2  

○4   ○5  
 

○1 －○3 －○2  
○5  

 
○1 －○3 －○4 －○2  

 
○1 －○3 －○5 －○4 －○2  

○5  
 

○1 －○3 －○4 －○2  
○5  

 
○2 －○1 －○3 －○4  

 
○2 －○1 －○3 －○5 －○4  

○5  
 
○2 －○1 －○3 －○4  

○5  
 

○4 －○2 －○1 －○3  

○5  
 
○4 －○2 －○1 －○3  

 

由上式知：在 N(5)時，當○3 －○4 連時，○5 有 3 種放法；但當○3 、○4 不相連時，○5 只有 2

種放法(○5 只能和○3 、○4 相接)。 

現我們先將 N(4)的 8 種排法之中○3 －○4 都視同連結，則 N(5)有 3×N(4)種連法(Q N(5)是將

○5 接至 N(4)之中的 8 種排法中)。但是並非 N(4)的 8 種排法之中○3 －○4 都是連結的，且 N(4)
的 8 種排法之中○3 －○4 不連結的正好有 N(3)=3 種(Q N(4)是將○4 接至 N(3)之中的 3 種排法中，

且○4 不是和○3 連就是和○2 連)。 

N(5)= 3N(4)-N(3) 

同理可得：N(4)=3N(3)-N(2) , 因此確定：N(n+2)=3N(n+1)－N(n), n 2  

 

現在我們想要得到 N(n+2)的一般式,做法如下: 
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N(n+2)=3N(n+1)－N(n), n 2 欲推得 1 2 1

2 1 2

( 2) ( 1) [ ( 1) ( )]
, 2

( 2) ( 1) [ ( 1) ( )]
N n x N n x N n x N n

n
N n x N n x N n x N n

     
      

 

1 2 2 1( 2) ( ) ( 1) ( ), 2N n x x N n x x N n n        

1 2

1 2

3
1

x x
x x
 

  
,可將 1 2,x x 視為一個「一元二次方程式」的兩根得 

2 3 53 1 0, ,
2

x x x 
    可令 1 2

3 5 3 5,
2 2

x x 
   

則我們已經得到 1 2
3 5 3 5,

2 2
x x 
  確定值的方程組 

1 2 1

2 1 2

( 2) ( 1) [ ( 1) ( )]
, 2

( 2) ( 1) [ ( 1) ( )]
N n x N n x N n x N n

n
N n x N n x N n x N n

     
      

 

若令 2 1 2 2 1

2 2 2 1 1

( 2) ( 1)
, 2 , 2

( 2) ( 1)
n n n

n n n

P N n x N n P x P
n n

q N n x N n q x q
  

  

     
        

 

可得: 1
2 2 1 1 2 5 2 4 4 2 3 2 2 3, , , , n

n n n n nP x P P x P P x P P x P P x P
        L L ,同理 1

2 1 3
n

nq x q
   

1 1 1
1 2 3 1 3 2 3 3 3

1 21
1 2 1 2 1 22 1 3

( 2) ( 1) 1, 2 ( 1) ( )
( 2) ( 1)

n n n
n n

n

N n x N n x P x q x p q Pn N n x x
x x x x x xN n x N n x q

  



     
          

 

因 3 2 2 1
3 5(3) (2) 3 1

2
q N x N x x
       ,同理 3 2P x 3 3

1 2

1q P
x x

   且
1 2

1 1
5x x




 

故 1 2
1( 1) ( ), 1
5

n nN n x x n     

以第二數學歸納法證明之： 

1. 1 11 (2) 5 1, 2 (3) 5 3 3
5 5

n N n N           ,成立 

2.假如: 1 1
1 2 1 2

1 1( 1) ( ), 1 ( 2) ( )
5 5

k k k kn k N k x x n k N k x x            時成立 

則 2n k  時, 2 3 1x x Q  
1 1

1 2 1 2
1 1( 3) 3 ( 2) ( 1) 3 ( ) ( )
5 5

k k k kN k N k N k x x x x           

1 1 2 2
1 1 2 2 1 2

1 1[(3 ) (3 )] ( )
5 5

k k k k k kx x x x x x         , 故以數學歸納法證明得證! 

1 2
1( 1) ( ), 1
5

n nN n x x n     其中 1 2
3 5 3 5,

2 2
x x 
  , 故得證。 
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目的二:延伸探討,若標號差 3 的城市均可相連,則它是否會如標號差 2 的城市相連這般，有

一個不錯的結果? 

 
令 K(n)=方法數,K(2)=1,K(3)=3,n 4 

標號差 3 

探討如下: 

 

K(2)=1 
 
K(3)=3 

○1 －○2 －○3  ○1 －○3 －○2  ○2 －○1 －○3  
我們發現「標號差 3」的情形複雜度遠高於「標號差 2」的情形,而且例如在「n=4」的情形

時,除了須從「n=3」延伸出 15 種之外,因為城市○4 尚可接○1 ,○2 ,○3 號城市,因此我們將這種情形, 
自成一格以 B(4)來計,而由「n=3」延伸出 15 種記為 A(4)=15,故可得 K(2)=1=A(2),K(3)=3=A(3), 
K(4)=16=15+1=A(4)+B(4),以下以此類推 K(n)=A(n)+B(n) 

        A(4)=15 

 
○1 －○2 －○3 －○4  

 
○1 －○2 －○4 －○3  

        ○4  
 
    ○1 －○2 －○3  

 
○1 －○4 －○2 －○3  

○4  
 

○1 －○2 －○3  

 
○1 －○3 －○2 －○4  

 
○1 －○3 －○4 －○2  

○4  
 

○1 －○3 －○2  

 
○1 －○4 －○3 －○2  

 

○4 －○1 －○3 －○2  
 

○2 －○1 －○3 －○4  
 

○2 －○1 －○4 －○3  

○4  
 

○2 －○1 －○3  

 
○2 －○4 －○1 －○3  

 
○4 －○2 －○1 －○3  

 
B(4)=1 

      ○2  
 

○1 －○4 －○3  
 

○1 ──○2  
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K(5)=75=A(5)+B(5)=72+3,其中 A(5)=72,B(5)=3 

A(5)=72 

1  
○4 －○1 －○2 －○3 －○5  

 
○4 －○1 －○2 －○5 －○3  

          ○5  
 

○4 －○1 －○2 －○3  

2  

○5 －○4 －○1 －○2 －○3  
 
○4 －○1 －○3 －○2 －○5  

 
○4 －○1 －○3 －○5 －○2  

3 ○5  
 

○4 －○1 －○3 －○2  

 

○5 －○4 －○1 －○3 －○2  
 
○4 －○2 －○1 －○3 －○5  

4  
○4 －○5 －○2 －○1 －○3  

      ○5  
 

○4 －○2 －○1 －○3  

 

○5 －○4 －○2 －○1 －○3  

5 ○5  
 
○1 －○4 －○3 －○2  

 
○1 －○4 －○5 －○3 －○2  

          ○5  
 

○1 －○4 －○3 －○2  
6  

○1 －○4 －○3 －○5 －○2  
 
○1 －○4 －○3 －○2 －○5  

 
○1 －○4 －○2 －○3 －○5  

7  
○1 －○4 －○2 －○5 －○3  

          ○5  
 

○1 －○4 －○2 －○3  

 
○1 －○4 －○5 －○2 －○3  

8       ○5  
 

○1 －○4 －○2 －○3  

 
○2 －○4 －○1 －○3 －○5  

      ○5  
 

○2 －○4 －○1 －○3  
9  

○2 －○5 －○4 －○1 －○3  
 

○5 －○2 －○4 －○1 －○3  
○4  

 
○1 －○2 －○3 －○5  

10 ○4  
 

○1 －○2 －○5 －○3  

○4 －○5  
 

○1 －○2 －○3  

○4 －○5  
 

○1 －○2 －○3  
11 ○4   ○5  

 
○1 －○2 －○3  

○4  
 

○1 －○3 －○2 －○5  

○4  
 

○1 －○3 －○5 －○2  
12 ○4 －○5  

 
○1 －○3 －○2  

○4 －○5  
 

○1 －○3 －○2  

○4   ○5  
 

○1 －○3 －○2  
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13 ○4  

 
   ○2 －○1 －○3 －○5  

○4  
 
   ○5 －○2 －○1 －○3  

○4 －○5  
 
   ○2 －○1 －○3  

14  
○1 －○2 －○4 －○3 －○5  

 
○1 －○2 －○4 －○5 －○3  

○5  
 
○1 －○2 －○4 －○3  

15  
○1 －○2 －○5 －○4 －○3  

    ○5  
 
○1 －○2 －○4 －○3  

 
○1 －○3 －○4 －○2 －○5  

16  
○1 －○3 －○4 －○5 －○2  

          ○5  
 

○1 －○3 －○4 －○2  

 
○1 －○3 －○5 －○4 －○2  

17       ○5  
 

○1 －○3 －○4 －○2  

 
○2 －○1 －○4 －○3 －○5  

 
○2 －○1 －○4 －○5 －○3  

18           ○5  
 

○2 －○1 －○4 －○3  

 

○5 －○2 －○1 －○4 －○3  
 
○1 －○2 －○3 －○4 －○5  

19  
○1 －○2 －○3 －○5 －○4  

          ○5  
 

○1 －○2 －○3 －○4  

 
○1 －○2 －○5 －○3 －○4  

20       ○5  
 

○1 －○2 －○3 －○4  

 
○1 －○3 －○2 －○4 －○5  

 
○1 －○3 －○2 －○5 －○4  

21           ○5  
 

○1 －○3 －○2 －○4  

 
○1 －○3 －○5 －○2 －○4  

      ○5  
 

○1 －○3 －○2 －○4  
22  

○2 －○1 －○3 －○4 －○5  
 
○2 －○1 －○3 －○5 －○4  

          ○5  
 

○2 －○1 －○3 －○4  
23  

○5 －○2 －○1 －○3 －○4  
○2 －○5  

 
○1 －○4 －○3  

○2  
 

○1 －○4 －○3 －○5  
24 ○2  

 
○1 －○4 －○5 －○3  

○2 －○5  
 

○1 －○4 －○3  

○2 －○5  
 

○1 －○4 －○3  
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B(5)=3 
○4  

 

○1 －○2 －○5 －○3  

○4  
 

○2 －○5 －○3 －○1  

○4 －○1  
 

○2 －○5 －○3  
 
K(6)=336=A(6)+B(6)=325+11 其中 A(6)=325,,B(7)=11 
因太多種，我們使用幾個游離“ | ”或”－”來表示第六個城市可連接的位置: 
A(6)=325 
1                  有 4 種 

 
－ ○5 －○4 －○1 －○2 －○3  － 

             ○5 －  有 3 種 
 

－ ○4 －○1 －○2 －○3 － 

2 有 4 種           
 

－ ○4 －○1 －○2 －○5 －○3  － 

有 4 種 
 

－ ○4 －○1 －○2 －○3 －○5  － 
3                      有 4 種 

 

－  ○5 －○4 －○1 －○3 －○2  

   ○5  －  有 4 種 
              － 

－ ○4 －○1 －○3 －○2  
4                    有 4 種 

 

－ ○4 －○1 －○3 －○5 －○2  

                   有 3 種 
 

－ ○4 －○1 －○3 －○2 －○5  － 
5 有 4 種 

 

－ ○5 －○4 －○2 －○1 －○3  － 

有 4 種          
 

－○4 －○5 －○2 －○1 －○3  － 

6        ○5 －     有 3 種 
 

－○4 －○2 －○1 －○3 － 

有 4 種           
 

－ ○4 －○2 －○1 －○3 －○5  － 

7       ○5 ─有 4 種 
        ─ 

○1 －○4 －○2 －○3 － 

有 4 種 
      │││      │ 
  ○1 －○4 －○5 －○2 －○3  

8   有 3 種  ○5 ─ 
      │ 

○1 －○4 －○2 －○3 ─ 

有 4 種 
    │      │││ 
○1 －○4 －○2 －○5 －○3  

9 有 4 種 
    │      │││ 
○1 －○4 －○2 －○3 －○5  

○5 －   有 5 種 
       － 
○1 －○4 －○3 －○2  

10 有 5 種 
      │││││ 

○1 －○4 －○5 －○3 －○2  

          ○5 －  有 5 種 
      ││  － 

○1 －○4 －○3 －○2  
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11 有 5 種 
      │││││ 

○1 －○4 －○3 －○5 －○2  

有 4 種 
        │││      │ 

○1 －○4 －○3 －○2 －○5  

12 有 3 種 
  │      │      │ 
  ○5 －○2 －○4 －○1 －○3  

有 4 種 
      │││      │ 
  ○2 －○5 －○4 －○1 －○3  

13       ○5 －   有 4 種 
       － 

○2 －○4 －○1 －○3 － 

有 4 種 
      │      │││ 
  ○2 －○4 －○1 －○3 －○5  

14      －○4 －○5 －有 4 種 
          

○1 －○2 －○3 － 

        ○4 －        有 4 種 
○5 － 

○1 －○2 －○3 － 

15        ○4 －有 4 種 
           │││ 

○1 －○2 －○3 －○5  

       ○4 －有 4 種 
           │││ 

○1 －○2 －○5 －○3  

16      －○4   ○5 －有 3 種 
 

○1 －○2 －○3 － 

       ○5 －      有 5 種 
       ○4 － 

○1 －○3 －○2  

17 ○4 －  有 5 種 

○5 － 
     － 
○1 －○3 －○2  

     －○4   ○5 － 有 5 種 
     －   － 

○1 －○3 －○2  

18 ○4 －  有 5 種 
      － ││ 

○1 －○3 －○5 －○2  

       ○4 －有 4 種 
        － 

○1 －○3 －○2 －○5 － 

19 有 3 種     ○4 －  
 
 －○5 －○2 －○1 －○3 － 

○4 －有 4 種 
           │││ 
   ○2 －○1 －○3 －○5  

20      －○4 －○5 －有 4 種 
 
   ○2 －○1 －○3 － 

    ○5 －  有 4 種 
        │││ 
○1 －○2 －○4 －○3  

21 有 5 種 
         │││││ 
 ○1 －○2 －○5 －○4 －○3  

有 5 種 
          │││││ 
  ○1 －○2 －○4 －○5 －○3  

22 ○5 －有 5 種 
        － 
○1 －○2 －○4 －○3 － 

有 5 種 
          │││││ 
  ○1 －○2 －○4 －○3 －○5  
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23 有 4 種 
      │││      │ 
  ○1 －○3 －○4 －○2 －○5  

有 5 種 
      │││││ 
  ○1 －○3 －○4 －○5 －○2  

24           ○5 －有 5 種 
      │   － 

○1 －○3 －○4 －○2  

有 5 種 
      │││││ 
  ○1 －○3 －○5 －○4 －○2  

25     －○5 有 5 種 
     － ││ 

○1 －○3 －○4 －○2  

有 5 種 
          │││││ 
  ○2 －○1 －○4 －○3 －○5  

26 有 5 種 
          │││││ 
  ○2 －○1 －○4 －○5 －○3  

有 5 種  －○5  
         － │ 

○2 －○1 －○4 －○3 － 

27 有 4 種 

              │││ 

－○5 －○2 －○1 －○4 －○3  

有 5 種 
          │││││ 
  ○1 －○2 －○3 －○4 －○5  

28 有 5 種 
        │││││ 
○1 －○2 －○3 －○5 －○4  

有 5 種    ○5 － 
         － 

○1 －○2 －○3 －○4 － 

29 有 5 種 
        │││││ 
○1 －○2 －○5 －○3 －○4  

    －○5         有 4 種 
          ││ 

○1 －○2 －○3 －○4 － 

30 有 4 種 
    │      │││ 
○1 －○3 －○2 －○4 －○5  

有 4 種 
      │      │││ 
  ○1 －○3 －○2 －○5 －○4  

31         －○5     有 3 種 
      │ 

○1 －○3 －○2 －○4 － 

有 4 種 
    │││      │ 
○1 －○3 －○5 －○2 －○4  

32     －○5      有 4 種 
     － 

○1 －○3 －○2 －○4 － 

有 5 種 
          │││││ 
  ○2 －○1 －○3 －○4 －○5  

33 有 5 種 
          │││││ 

○2 －○1 －○3 －○5 －○4  

有 5 種    ○5 － 
         － 

○2 －○1 －○3 －○4 － 

34 有 4 種 

 │          │││ 

 ○5 －○2 －○1 －○3 －○4  

○2 －○5 －有 4 種 
 

○1 －○4 －○3 － 



 11 

35 ○2 有 5 種 
         ││││ 

○1 －○4 －○3 －○5  

○2 有 5 種 
         ││││ 

○1 －○4 －○5 －○3  

36 ○2   有 5 種 
○5 － 

○1 －○4 －○3 － 

    －○5   ○2   有 5 種 
      －   

○1 －○4 －○3 － 

37 ○4 －  有 5 種 
           － 

○1 －○2 －○5 －○3 － 

○4 －  有 5 種 
     －  ││ 

○2 －○5 －○3 －○1  

38 －○4 －○1 有 5 種 
     － 

○2 －○5 －○3 － 

 

 
  B(6)=11 

○4  
 

○1 －○2 －○5 －○6 －○3  

○4  
 

○5 －○6 －○3 －○2 －○1  

○4 －○2 －○1  
 
○5 －○6 －○3  

○4   ○2  
 

○5 －○6 －○3 －○1  

   ○2 －○4 －○1  
 

○5 －○6 －○3  

        ○1  
        ○4  
○2 －○5 －○6 －○3  

      ○1  
      ○4  

○5 －○6 －○3 －○2  

○4 －○2  
 

○5 －○6 －○3 －○1  

    ○4 －○1 －○2  
 

○5 －○6 －○3  

○4  
 

○2 －○5 －○6 －○3 －○1  

○4  
 

○5 －○6 －○3 －○1 －○2  
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K(7) =1485=A(7)+B(7)=1439+46,其中 A(7)=1439,B(7)=46 
圖以附件呈現(請參見附件 A) 
 
 
標號差 3,我們得到 K(2)=1,K(3)=3,K(4)=16,K(5)=75,K(6)=336,K(7)=1485 

但似乎未能歸納一個好的結果 
 

伍、 結論與未來展望 
1.標號差 2，得： 
N(2)=1 
N(3)=3 
N(4)=8 
N(5)=21 
N(n+2)=3N(n+1)－N(n) 

並由數學歸納法 1 2
1( 1) ( )
5

n nN n x x    其中 1 2
3 5 3 5,

2 2
x x 
   

且<N(2),N(3),N(4),……>之各項恰好為斐波那契數列之偶數項 

 

2.標號差 3，得： 

K(2)=1=A(2) 

K(3)=3=A(3) 

K(4)=16=A(4)+B(4),其中 A(4)=15,B(4)=1 

K(5)=75=A(5)+B(5),其中 A(5)=72,B(5)=3 

K(6)=336=A(6)+B(6),其中 A(6)=325,B(6)=11 

K(7) =1485=A(7)+B(7),其中 A(7)=1439,B(7)=46 
 

我們期望能由數列<K(2),K(3),K(4),...... >、.<A(2),A(3),A(4),…… >或<B(4),B(5),B(6),…… > 
尋找前後項的關係,而推出例如:N(n+1)的情形。 

陸、 參考資料 
1.二零零八數學奧林匹亞選訓營報告 
2.高中數學 
3.高中數學競賽教程 



【評語】030401 

本作品利用一個連接頂點的規則及遞迴關係求出所有

可能的連結方式，推論井然流暢，所得到結果也是正確，美

中不足的地方是連接方式過於侷限，未能適度延伸，成果較

為單薄。 
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