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作 品 名 稱 ： 虛 像 你 在 何 處 ？ ─ ─ 視 深 的 深 入 探 討  

摘   要  

    我 們 探 討 的 內 容 有 兩 項 主 題 ： 第 一 是 觀 察 者 在 空 氣 中 (疏 介 質 ) 看 水 中

(密 介 質 ) 的 物 體 ， 第 二 是 觀 察 者 從 水 中 (密 介 質 )去 看 空 氣 中 ( 疏 介 質 )的 物

體 。 這 兩 項 主 題 皆 有 虛 像 位 置 的 推 導 與 測 量 ， 及 分 析 觀 察 方 向 改 變 時 虛 像

位 置 的 奇 妙 變 動 。 首 先 ， 我 們 運 用 簡 易 的 數 學 與 物 理 知 識 自 創 一 個 『 虛 像

位 置 』 的 幾 何 公 式 ， 及 自 行 設 計 兩 種 『 觀 測 視 角 測 量 器 』 的 工 具 ， 進 行 實

驗 測 量 與 理 論 演 算 的 工 作 。 接 著 引 入 複 雜 但 精 確 的 微 分 公 式 作 為 檢 驗 自 創

公 式 的 依 據 ， 最 後 再 全 面 分 析 各 種 實 深 條 件 下 的 測 量 值 與 理 論 值 之 差 距 。  

 

 

壹 、 研 究 動 機  

    在 國 二 理 化 的 第 四 單 元 介 紹 光 的 『 視 深 』 現 象 時 ， 當 中 有 一 幅 視 深 的

圖 片 引 起 我 們 熱 烈 的 討 論 。 該 圖 片 介 紹 從 空 氣 中 看 水 中 的 物 體 時 ， 物 體 與

虛 像 不 在 同 一 位 置 ， 且 僅 止 於 視 深 小 於 實 深 等 定 性 上 的 描 述 。 之 後 為 了 探

求 隱 藏 在 實 深 與 視 深 之 間 的 關 係 ， 我 們 請 老 師 來 指 導 與 協 助 ， 但 面 對 艱 深

的 三 角 函 數 和 微 積 分 的 繁 雜 過 程 ， 我 們 仍 是 毫 無 具 體 的 概 念 。 幸 好 在 師 長

們 不 斷 地 鼓 勵 與 探 究 真 相 的 好 奇 心 牽 引 之 下 ， 經 過 漫 長 時 間 的 努 力 ， 我 們

團 隊 終 於 獲 得 完 整 的 成 果 。  

 

 

貳 、 研 究 目 的  

研 究 一 、 推 導 虛 像 位 置 公 式 的 相 關 理 論  

  (一 )  以 簡 易 的 數 學 理 論 導 出 虛 像 位 置 的 公 式 (簡 稱 ： 自 創 公 式 )  

  (二 )  融 合 物 理 與 數 學 的 理 論 導 出 視 線 斜 率 的 公 式 ( 簡 稱 ： 斜 率 公 式 )  

  (三 )  藉 由 三 角 函 數 與 微 積 分 導 出 虛 像 位 置 的 公 式 ( 簡 稱 ： 微 分 公 式 )  

研 究 二 、 分 析 『 微 分 公 式 』 理 論 的 虛 像 坐 標  

研 究 三 、 分 析 『 自 創 公 式 』 理 論 的 虛 像 坐 標  

研 究 四 、 檢 視 『 自 創 公 式 』 理 論 值 與 『 微 分 公 式 』 理 論 值 的 差 距  
研 究 五 、 檢 視 『 自 創 公 式 』 測 量 值 與 『 微 分 公 式 』 理 論 值 的 差 距  
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參 、 研 究 設 備 及 器 材  

一 、 基 本 器 材  

  1 . 鋼 尺   2 . 布 尺   3 . 自 製 分 度 儀   4 . 圓 規   5 . 壓 克 力 板   6 . 磁 鐵  

  7 . 小 型 水 族 箱   8 . 雷 射 光 筆   9 .  
4
1

圓 木 板   10 . 長 條 木 板  

 
二 、 自 製 的 測 量 工 具  

  (一 )  第 一 套 觀 測 視 角 測 量 裝 置 ： 應 用 在 空 氣 中 觀 看 水 中 的 物 體  
   1 .  下 圖 (一 ) 是 測 量 器 的 示 意 圖 ， 下 圖 (二 ) 是 測 量 器 的 實 物 相 片 。  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

視 角 測 量 器 示 意 圖  

    (圖 一 )  

分 度 儀  

雷 射 光 筆  

θ

刻 度 線  

角 度 游 標  

轉 軸  

β  

轉 動 板  

視 角 測 量 器 相 片  

    (圖 二 )  

 整 套 裝 置 相 片  

    (圖 四 )  

θ  

實 物 點 P  

雷 射 光 筆  

分 度 儀  

水 族 箱  

 整 套 裝 置 示 意 圖  

    (圖 三 )  

β  

α  

水  

y 軸  

O  x 軸  

尺 規  鋼 尺  

游 標 副 尺  橫 軸 截 距  

   m d  

實

深
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   2 .  上 頁 圖 (三 )是 觀 察 者 在 空 中 看 水 中 物 體 的 整 套 測 量 裝 置 示 意 圖 。 圖

中 的 物 體 P 安 排 在 y 軸 上 ， 應 用 光 徑 的 可 逆 性 ， 雷 射 光 線 如 同 水 中

物 體 發 出 的 光 線。圖 中 的 β 角 當 作 進 入 眼 睛 的 視 線 折 射 角 (後 續 皆 以

視 角 代 表 )。  

   3 .  上 頁 圖 (四 )是 整 套 裝 置 測 量 時 的 實 物 相 片 。  

 
  (二 )  第 二 套 觀 測 視 角 測 量 裝 置 ： 應 用 在 水 中 觀 看 空 氣 中 的 物 體  

   1 .  下 左 圖 (五 )是 測 量 器 的 示 意 圖 ， 下 右 圖 (六 ) 是 測 量 器 的 實 物 相 片 。  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

分 度 儀 與 光 源 架 之 相 片  

       (圖 六 )  

水 面 線  

螺 絲  

雷 射 光 筆  

玻 璃 棒  

分 度 儀  

刻 度 線  

角 度 游 標  

游 標 轉 軸  

分 度 儀 與 光 源 架 之 示 意 圖  

       (圖 五 )  

長 木 條  
y 軸  

整 套 裝 置 相 片  

  (圖 八 )  
整 套 裝 置 示 意 圖  

   (圖 七 )  

x 軸  

y 軸  

α  

β  

md  

分 度 儀  
尺 規  

實

深
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   2 .  上 頁 圖 (七 )是 觀 察 者 在 水 中 看 空 氣 中 物 體 的 整 套 裝 置 示 意 圖 。 圖 中

螺 絲 代 表 物 體 P， 而 雷 射 光 線 如 同 P 所 發 出 的 光 線 。 圖 中 的 β 角 是

進 入 眼 睛 的 視 線 折 射 角 。  

   3 .  上 頁 圖 (八 )是 整 套 裝 置 測 量 時 的 實 物 相 片 。  

 
  (三 )  角 度 游 標 尺  

   1 .  角 度 游 標 尺 的 設 計 原 理 仿 照  

      直 線 游 標 尺 。  

   2 .  角 度 游 標 尺 的 測 量 精 密 度  
      =1 o - 0 . 9 o =0 . 1 o 。  

   3 .  右 圖 (九 ) 是 第 一 套 測 量 裝 置 的  

      角 度 游 標 相 片 。  

   4 .  右 圖 (十 ) 是 第 二 套 測 量 裝 置 的  

      角 度 游 標 相 片 。  

 

 

肆 、 研 究 過 程 或 方 法  

研 究 一 、 推 導 虛 像 位 置 公 式 的 相 關 理 論  

  (一 )  以 簡 易 的 數 學 理 論 導 出 虛 像 位 置 的 公 式  

       (簡 稱 ： 自 創 公 式 )  
   1 .  光 徑 可 逆 性 ： 在 一 條 光 徑 的 終 點 ， 發 出  

      反 方 向 的 光 ， 此 光 可 沿 原 路 徑 回 到 原 來  

      的 起 點 。  

   2 .  司 乃 耳 折 射 定 律 ： 2211 sinnsinn    

      光 線 的 折 射 及 反 射 之 簡 圖 如 右 圖 (十 一 ) 所 示 。  

   3 .  物 體 發 出 的 每 一 條 光 線 通 過 水 面 折 射 後 進 入 觀 察 者 的 眼 睛 ， 所 以 眼

睛 看 見 的 虛 像 是 由 許 多 折 射 線 的 反 方 向 延 長 線 匯 聚 而 成 ， 因 此 我 們

藉 助 光 徑 可 逆 性 的 觀 念 ， 使 用 雷 射 光 循 著 折 射 線 路 徑 來 追 蹤 物 體 P

的 位 置 ， 即 可 測 出 重 要 的 視 角 β 。  

   4 .  視 線 (折 射 線 )的 方 程 式 ： (後 續 的 折 射 線 皆 以 視 線 代 表 )  

    ( 1 )  設 每 條 視 線 的 折 射 角 為 β m，而 視 線 與 水 面 之 夾 角 為 θ m ( =90 o ─β m )，

則 視 線 的 斜 率 s m =t a nθ m。又 每 一 條 視 線 通 過 水 面 的 位 置 ( O m ) 和 坐

標 原 點 ( O)之 距 離 md 稱 為 該 視 線 的『 橫 軸 截 距 』。其 中 d 值 是 相 鄰

兩 條 指 定 視 線 通 過 水 面 的 間 距 (也 是 測 量 器 的 移 動 間 距 )，m 則 是 代

表 視 線 的 編 號 ， m=1, 2 , 3 , …. . . 。  

第 一 套 實 驗 裝 置 的  

角 度 游 標 ( 圖 九 )  

第 二 套 實 驗 裝 置 的  

角 度 游 標 ( 圖 十 )  

第 1 介 質  

第 2 介 質  θ 2  

θ 1  ( n 1 )  

( n 2 )  

(圖 十 一 )  
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    ( 2 )  下 列 是 每 一 條 視 線 ( O m E m )的 基 本 條 件 ： 配 合 上 圖 (十 二 )  

        O 1 E 1 稱 為 視 線 L 1 ： 橫 軸 截 距  d ， 傾 斜 角 θ 1 ， 斜 率 s 1 =t a nθ 1  

        O 2 E 2 稱 為 視 線 L 2 ： 橫 軸 截 距 2d， 傾 斜 角 θ 2 ， 斜 率 s 2 =t a nθ 2  
        O 3 E 3 稱 為 視 線 L 3 ： 橫 軸 截 距 3d， 傾 斜 角 θ 3 ， 斜 率 s 3 =t a nθ 3  

        O 4 E 4 稱 為 視 線 L 4 ： 橫 軸 截 距 4d， 傾 斜 角 θ 4 ， 斜 率 s 4 =t a nθ 4  

        依 此 類 推 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

        O m E m 稱 為 視 線 L m ： 橫 軸 截 距 md， 傾 斜 角 θ m ， 斜 率 s m =t a nθ m  

    ( 3 )  幾 何 的 運 用 ：  

        若 已 知 一 直 線 的 斜 率 s 及 其 橫 軸 截 距 d， 則 可 列 出 該 直 線 的 方 程

式 為 y= s( x- d ) 。 現 將 每 一 條 視 線 作 如 下 的 推 論 ：  

        視 線 L 1 的 直 線 方 程 式 ： y= s 1 ( x- d )  

        視 線 L 2 的 直 線 方 程 式 ： y= s 2 ( x- 2 d)  

        視 線 L 3 的 直 線 方 程 式 ： y= s 3 ( x- 3 d)  

        視 線 L 4 的 直 線 方 程 式 ： y= s 4 ( x- 4 d)  

        依 此 類 推  ………… ………… …   
        視 線 L m 的 直 線 方 程 式 ： y= s m ( x- md )  ，  m=1 , 2 , 3 , ……. .  

   5 .  虛 像 位 置 的 坐 標 公 式 ： (觀 察 者 位 於 第 一 象 限 中 的 公 式 )  

 

X  

Y y 1  

O 

y 2  y 3  

o 1  o 2  o 3  

可 進 退 滑 動

的 測 量 器  

水 面  

雷 射 筆  

θ 3  θ 2  
θ 1  

d  d  d  P ( 實 物 )  

Q 1  
Q 2  

E 3  

E 2  

E 1  

n 1 (水 ) = n 

n 2 (空 氣 ) =1  

α 1  

β 1  

β 2  
β 3  

(圖 十 二 )  

α 2  α 3  

h ( 實 深 )  

測 量 器 的 移 動 間 距  
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    ( 1 )  將 上 述 的 相 鄰 兩 直 線 方 程 式 皆 作 聯 立 演 算 ， 可 得 一 系 列 的 兩 視 線

交 會 點 Q 之 坐 標 ， 它 是 眼 睛 在 空 中 看 到 水 中 『 虛 像 』 的 坐 標 。  

    ( 2 )  因 為 虛 像 位 置 是 相 鄰 兩 條 視 線 的 交 會 點 ， 所 以 我 們 制 訂 一 個 『 觀

察 方 位 角 γ』來 對 應 位 置 。 這 個 γ 是 相 鄰 兩 視 角 β 之 算 術 平 均 數 ，

即 γ m =( β m +β m + 1 ) / 2。  

    ( 3 )  演 算 與 結 果 ：  

        L 1 與 L 2 的 交 點 Q 1 坐 標 ： d)
s-s
2s-s(x

21

21
1    ，  d)

s-s
s s( -y

21

21
1   

        L 2 與 L 3 的 交 點 Q 2 坐 標 ： d)
s-s
3s-2s(x

32

32
2   ，  d)

s-s
s s( -y

32

32
2   

        L 3 與 L 4 的 交 點 Q 3 坐 標 ： d)
s-s
4s-3s(x

43

43
3   ，  d)

s-s
s s( -y

43

43
3   

        依 此 類 推 ， ……… ………… … ….  

        L m 與 L m + 1 的 交 點 Q m 坐 標 為 ( x m ， ym ) ， 其 中 m=1, 2 , 3 , 4 , … …. . ，  

        得 虛 像 坐 標 公 式 為 ： (斜 率 s m >0)  

         d]
s-s

1)s(m-ms[x
1mm

1mm
m 






  與  d)
s-s
s s ( -y

1mm

1mm
m 



  - - - - 自 創 公 式 之 一  

   6 .  若 觀 察 者 在 第 二 象 限 中 ， 則 虛 像 位 置 的 坐 標 公 式 為 ： (斜 率 s m < 0)  

         d]
s-s

1)s(m-ms[-x
1mm

1mm
m 






  與  d)
s-s

s s (y
1mm

1mm
m 



  - - - - 自 創 公 式 之 二  

   7 .  若 觀 察 者 在 水 中 而 物 體 在 空 中 ， 則 觀 察 者 從 第 三 象 限 中 看 見 虛 像 坐

標 的 公 式 為 ： (斜 率 s m > 0)  

         d]
s-s

1)s(m-ms[-x
1mm

1mm
m 






  與  d)
s-s

s s (y
1mm

1mm
m 



  - - - - 自 創 公 式 之 三  

   8 .  若 觀 察 者 在 水 中 而 物 體 在 空 中 ， 則 觀 察 者 從 第 四 象 限 中 看 見 虛 像 坐

標 的 公 式 為 ： (斜 率 s m < 0)  

         d]
s-s

1)s(m-ms[x
1mm

1mm
m 






  與  d)
s-s

s s ( -y
1mm

1mm
m 



  - - - - 自 創 公 式 之 四  

   9 .  我 們 設 定『 空 氣 』的 分 佈 區 域 在 平 面 坐 標 系 的 第 一 象 限 與 第 二 象 限 ，

而 『 水 』 的 分 佈 區 域 則 在 平 面 坐 標 系 的 第 三 象 限 與 第 四 象 限 。 物 體

的 位 置 則 指 定 在 y 軸 線 上 。  

   10 .  『 自 創 公 式 』 的 運 用 流 程 ： 實 驗 專 用  

 
 

 

 

實 驗 測 量  

折 射 角 β  

視 線 斜 率 s  

= 正 切 函 數  
視 線 編 號 m 虛 像 坐 標  自 創 公 式  
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  (二 )  融 合 物 理 與 數 學 的 理 論 導 出 視 線 斜 率 的 公 式 (簡 稱 ： 斜 率 公 式 )  

   1 .  由 折 射 定 律 推 導 視 線 的 斜 率 s m ： (觀 察 者 位 於 第 一 象 限 中 )  

    ( 1 )  依 折 射 定 律  11 sin1sinn   ， 其 中 n 為 水 的 折 射 率 ， α 為 入 射 角  

        ， β 為 折 射 角 ， h 為 物 體 的 實 深 。 由 圖 (十 二 )可 知  

        
221

dh
dsin


  ，  
221

dh
ndsin


    
2221

)dn-(1h
ndtan


   

        得 視 線 斜 率  s 1 =
nd

)dn-(1h
 )-tan(90tan

222

1
o

1


  

    ( 2 )  承 ( 1 )結 果 可 推 導 至 第 m 條 視 線 斜 率 的 公 式 ： m=1, 2 , 3 , . . . . .  

        
222m

dmh
mdsin


  ，
222m

dmh
nmdsin


    
2222m

d)mn-(1h
nmdtan


  

        得 視 線 斜 率 s m =
nmd

d)mn-(1h
)-tan(90

2222

m


  - - - -  斜 率 公 式 之 一   

    ( 3 )  全 反 射 現 象 限 制 m 值 的 使 用 範 圍 ： (光 線 由 水 中 進 入 空 氣 中 )  

        全 反 射 臨 界 角 c 的 由 來 ： o
c 90sin1sinn    ，  

n
1sin c   

        光 線 由 水 中 折 射 進 入 空 氣 中 ， 其 入 射 角 m 必 小 於 臨 界 角 c  

        即 有  cm sinsin        
n
1

dmh
md

222



 

        得 出 限 制 範 圍 ：   
1nd

hm
2 

  

   2 .  若 觀 察 者 在 第 二 象 限 中 ， 則 視 線 斜 率 的 公 式 為 ： ( m 值 限 制 同 上 )  

        
nmd

d)mn-(1h
s

2222

m


  - - - - 斜 率 公 式 之 二  

   3 .  若 觀 察 者 在 水 中 而 物 體 在 空 中 ， 則 觀 察 者 在 第 三 象 限 中 的 視 線 斜 率

之 公 式 為 ： (因 為 物 體 在 疏 介 質 中 ， 所 以 m 值 沒 有 限 制 )  

        
md

d1)m-(nhn
s

22222

m


  - - - - 斜 率 公 式 之 三  

   4 .  若 觀 察 者 在 水 中 而 物 體 在 空 中 ， 則 觀 察 者 在 第 四 象 限 中 的 視 線 斜 率

之 公 式 為 ： (因 為 物 體 在 疏 介 質 中 ， 所 以 m 值 沒 有 限 制 )  

        
md

d1)m-(nhn
s

22222

m


  - - - - 斜 率 公 式 之 四  

   5 .  『 斜 率 公 式 』 與 『 自 創 公 式 』 的 運 用 流 程 ： 理 論 專 用  

 

 

 
斜 率 公 式  

 基 本 條 件 ：

m、 d 、 n 、 h  
虛 像 坐 標  自 創 公 式  
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  (三 )  藉 由 三 角 函 數 與 微 積 分 導 出 虛 像 位 置 的 公 式 (簡 稱 ： 微 分 公 式 )  

   1 .  微 分 公 式 的 由 來 ： 配 合 下 頁 圖 ( 十 三 )所 示  

    ( 1 )  司 乃 耳 定 律  2211 sinnsinn    ， 設 空 氣 折 射 率 n 2 =1， 水 折 射 率 n 1 = n  

        有  21 sin1sinn   ， 左 式 對 θ 微 分  

        得  2211 dcosdcosn   - - - - -○1  

    ( 2 )  在 x─ y 坐 標 系 ：  

        實 物 位 置 S 1 ( x 1 ， y 1 )  

        虛 像 位 置 S 2 ( x 2 ， y 2 )  

        而 x 與 y 的 關 係 如 下  
        111 tanyx  ， 222 tanyx   

        將 上 面 二 式 對 θ 微 分   

        得  11
2

11 dsecydx   與  

        22
2

22 dsecydx   - - - -○2  
    ( 3 )  聯 立 方 程 式 ○1 與 ○2 ，  

        且 d x 1 =d x 2 ( =d x) ， 並  

        消 除 dθ 1 與 dθ 2 之 後 ，  

        得  
1

3
2

3

1

2

cosn
cos

y
y




  - - - -○3  

    ( 4 )  由 方 程 式 ○1 可 知 ，
n

sinsin 2
1


  ，

n
sinn

cos 2
22

1


  

        以 及 設 定 y 1 =- h ( h 為 實 深 )。 這 些 條 件 代 入 方 程 式 ○3 中 ， 即 得 虛 像

位 置 y 2 坐 標 為  2/3
2

22
2

32

2 )sinn(
coshny




  - - - - - - - - - -○4  

    ( 5 )  將 x─ y 坐 標 系 轉 換 成 x’ ─ y’ 坐 標 系 ： (實 物 定 位 在 原 點 的 正 下 方 )  

       虛 像 位 置 坐 標 由 ( x 2 ， y 2 ) 轉 換 成 新 的 表 示 ( x ’， y’ )  

       兩 組 關 係 ： x’ = x 2 - x 1 = y 2 t a nθ 2 - y 1 t a nθ 1  ，  y’ = y 2   - - - - - - - -○5  

       將 相 關 條 件 和 方 程 式 ○4 一 起 代 入 方 程 式 ○5 中  

       得  
1

1

2

2

1
3

2
3

cos
sin)h(

cos
sin

cosn
cosh'x










 = 2/3
2

22
2

32

)sinn(
sin)1n(h




  

    ( 6 )  觀 察 者 在 第 一 象 限 中 看 到 虛 像 的 位 置 坐 標 公 式 ：  

 

       虛 像 的 水 平 位 置 ：  2/3
2

22
2

32

)sinn(
sin)1n(h'x






    

       虛 像 的 鉛 直 位 置 ：  2/3
2

22
2

32

)sinn(
coshn'y





    

 

- - - - 微 分 公 式 之 一  

n 1 ( 水 ) =n  

n 2 ( 空 氣 ) =1  

θ 2  

θ 1  

x 

y y’  

x ’  

實 物 S 1 ( x 1 , y1 )  

虛 像 S 2 ( x 2 , y2 )  

虛 像 S’( x ’ ,  y’ )  d θ 1  

d θ 2  

d x  

(圖 十 三 )  

( y 軸 平 移 )  水 面  

( y 軸 平 移 )  
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   2 .  觀 察 者 在 第 二 象 限 中 看 到 虛 像 的 位 置 坐 標 公 式 ：  

      虛 像 的 水 平 位 置 ：  2/3
2

22
2

32

)sinn(
sin)1n(h'x



    

      虛 像 的 鉛 直 位 置 ：  2/3
2

22
2

32

)sinn(
coshn'y





    

   3 .  觀 察 者 在 水 中 而 物 體 在 空 中 ， 則 從 第 三 象 限 中 看 到 虛 像 的 位 置 坐 標

公 式 ：  

      虛 像 的 水 平 位 置 ：  2/3
2

22
2

32

)sinn1(
sin)1n(nh'x



    

      虛 像 的 鉛 直 位 置 ：  2/3
2

22
2

3

)sinn1(
cosnh'y




    

   4 .  觀 察 者 在 水 中 而 物 體 在 空 中 ， 則 從 第 四 象 限 中 看 到 虛 像 的 位 置 坐 標

公 式 ：  

      虛 像 的 水 平 位 置 ：  2/3
2

22
2

32

)sinn1(
sin)1n(nh'x



    

      虛 像 的 鉛 直 位 置 ：  2/3
2

22
2

3

)sinn1(
cosnh'y




    

   5 .  『 微 分 公 式 』 的 運 用 流 程 ： 理 論 專 用  

 

 

 
 
研 究 二 、 分 析 『 微 分 公 式 』 理 論 的 虛 像 位 置  

  (一 )  探 討 觀 察 者 在 各 種 方 向 看 見 的 虛 像 位 置 分 佈 情 形  

   1 .  分 析 項 目 ： 此 處 僅 對 實 深 200  mm 的 情 形 進 行 研 究 。  

    ( 1 )  觀 察 者 在 空 中 的 第 一 象 限 和 第 二 象 限 ， 他 的 視 角 從 0 o 增 大 至 90 o

附 近 ， 其 虛 像 坐 標 的 數 據 演 算 。  

    ( 2 )  觀 察 者 在 水 中 的 第 三 象 限 和 第 四 象 限 ， 他 的 視 角 從 0 o 增 大 至 48 o

附 近 ， 其 虛 像 坐 標 的 數 據 演 算 。  

   2 .  分 析 觀 察 者 在 四 個 象 限 中 看 見 的 虛 像 位 置 分 佈 圖 。  

 
  (二 )  探 討 虛 像 位 置 隨 觀 察 方 向 改 變 所 產 生 的 變 動  

   1 .  觀 察 者 在 空 中 (第 一 象 限 的 分 析 )  
    ( 1 )  研 究 觀 察 方 位 角 γ 每 變 動 1 度 時 ， 其 虛 像 位 移 有 何 變 化 。  

    ( 2 )  觀 察 方 位 角 γ= 微 分 公 式 中 的 視 角 θ 2 。  

   2 .  觀 察 者 在 水 中 (第 三 象 限 的 分 析 )  

- - - - 微 分 公 式 之 二  

- - - - 微 分 公 式 之 三  

- - - - 微 分 公 式 之 四  

 基 本 條 件 ：  

 θ 2 、 n 、 h  
虛 像 坐 標  微 分 公 式  
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    ( 1 )  研 究 觀 察 方 位 角 γ 每 變 動 1 度 時 ， 其 虛 像 位 移 有 何 變 化 。  

    ( 2 )  全 反 射 造 成 觀 察 方 位 角 γ <  48 . 59 o ( 臨 界 角 )的 限 制 。  

    ( 3 )  分 析 虛 像 的 水 平 位 移 與 鉛 直 位 移 之 關 係 。  

   3 .  上 述 過 程 採 用 h= 200  mm、 h= 1 60  mm、 h=12 0  mm 的 三 種 實 深 。  

 
研 究 三 、 分 析 『 自 創 公 式 』 理 論 的 虛 像 位 置  

  (一 )  探 討 各 個 觀 察 方 位 角 γ 與 虛 像 坐 標 之 關 係  

   1 .  推 算 觀 察 者 在 空 中 看 水 中 的 虛 像 之 坐 標 理 論 值 。  

   2 .  推 算 觀 察 者 在 水 中 看 空 中 的 虛 像 之 坐 標 理 論 值 。  

 
  (二 )  探 討 虛 像 位 置 隨 觀 察 方 向 改 變 所 產 生 的 變 動  

   1 .  分 析 觀 察 者 在 空 中 時 ， 虛 像 位 移 與 觀 察 方 位 角 δ 之 關 係 。  

   2 .  分 析 觀 察 者 在 水 中 時 ， 虛 像 位 移 與 觀 察 方 位 角 δ 之 關 係 。  

   3 .  研 究 說 明 ：  

    ( 1 )  ( Δ x) ∕ ( Δγ)  =  觀 察 方 位 角 γ 每 變 動 1 o 時 ， 虛 像 x 坐 標 的 變 化 量 。       

  Δ x(水 平 位 移 ) =x m + 1 - x m ， Δγ= γ m + 1 - γ m 。  

    ( 2 )  ( Δ y) ∕ ( Δγ)  =  觀 察 方 位 角 γ 每 變 動 1 o 時 ， 虛 像 y 坐 標 的 變 化 量 。         

  Δ y(鉛 直 位 移 ) = ym + 1 - y m ， Δγ= γ m + 1 - γ m 。  

    ( 3 )  因 為 虛 像 位 移 是 指 虛 像 在 Δγ 範 圍 內 的 位 置 變 動，故 我 們 必 須 另 用

觀 察 方 位 角 δ 的 名 稱 來 對 應 這 個 虛 像 位 移 ， 其 δ m =( γ m + γ m + 1 ) / 2 。  

 
研 究 四 、 檢 視 『 自 創 公 式 』 理 論 值 與 『 微 分 公 式 』 理 論 值 的 差 距  

  (一 )  探 討 相 同 觀 察 方 位 角 γ 的 虛 像 坐 標 之 差 距  

   1 .  觀 察 者 在 空 中 (第 一 象 限 )看 水 中 的 虛 像 ： 設 定 實 深 h=20 0  mm。  

    ( 1 )  設 定 自 創 公 式 中 的 視 線 移 動 間 距 d= 5  m m 。  

    ( 2 )  設 定 自 創 公 式 中 的 視 線 移 動 間 距 d= 1  m m。  

   2 .  觀 察 者 在 水 中 (第 三 象 限 )看 空 中 的 虛 像 ： 設 定 實 深 h=20 0  mm。  

    ( 1 )  設 定 自 創 公 式 中 的 視 線 移 動 間 距 d= 5  m m 。  

    ( 2 )  設 定 自 創 公 式 中 的 視 線 移 動 間 距 d= 1  m m。  

 
研 究 五 、 檢 視 『 自 創 公 式 』 測 量 值 與 『 微 分 公 式 』 理 論 值 的 差 距  

  (一 )  觀 察 者 在 空 中 (第 一 象 限 )看 水 中 虛 像 的 實 驗  

   1 .  操 作 步 驟 ： (採 用 第 一 套 觀 測 視 角 測 量 裝 置 )  
    ( 1 )  將 鋼 尺 用 磁 鐵 吸 附 在 水 族 箱 的 玻 璃 壁，尺 上 的 刻 度 線 代 表 物 體 P，

而 刻 度 數 字 就 是 實 深 h 大 小 。  

  ( 2 )  選 定 實 深 h 與 移 動 間 距 d 後 ， 開 始 移 動 測 量 器 至 指 定 的 橫 軸 截 距
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md 位 置 ， 分 度 儀 的 圓 心 與 玻 璃 壁 上 的 布 尺 刻 度 線 必 須 對 齊 。  

  ( 3 )  撥 動 雷 射 筆 至 適 當 的 角 度 附 近 ， 微 調 雷 射 光 方 向 使 它 恰 好 通 過 分

度 儀 的 圓 心 ， 光 線 進 入 水 中 後 射 至 鋼 尺 上 的 刻 度 線 。  

  ( 4 )  接 著 觀 察 游 標 副 尺 上 的 刻 度 線 與 分 度 儀 上 的 刻 度 線 ， 即 可 讀 取 該

視 線 的 視 角 數 據 。  

   2 .  實 驗 紀 錄 與 演 算 方 式 ：  

    ( 1 )  將 每 一 視 線 的 編 號 m 與 對 應 的 視 角 β m 依 序 紀 錄 在 表 格 內 。  

    ( 2 )  把 每 一 視 線 的 視 角 β m 代 入 正 切 函 數 中 ， 即 得 每 一 視 線 的 斜 率

s m =t a n( 9 0 o - β m ) 。  
    ( 3 )  最 後 將 視 線 編 號 m、 斜 率 s m 及 移 動 間 距 d 等 數 據 代 入 『 自 創 公 式

之 一 』， 即 可 算 出 在 某 觀 察 方 位 角 γ m 的 虛 像 坐 標 ( x m ， ym )。  

 
  (二 )  觀 察 者 在 水 中 (第 三 象 限 )看 空 中 虛 像 的 實 驗  

   1 .  操 作 步 驟 ： (採 用 第 二 套 觀 測 視 角 測 量 裝 置 )  

    ( 1 )  將 光 源 木 架 用 C 型 夾 固 定 在 桌 面 ， 並 使 長 木 條 上 的 鉛 直 線 (代 表 y

軸 線 )對 齊 玻 璃 壁 上 布 尺 的 0 刻 度 線 。  

    ( 2 )  長 木 條 上 的 螺 絲 用 來 代 表 物 體 ， 所 以 設 計 雷 射 光 線 必 通 過 螺 絲 的

中 心 點 ， 可 代 表 物 體 發 出 的 每 一 條 光 線 。  

    ( 3 )  螺 絲 中 心 點 至 水 面 的 距 離 = 物 體 實 深 h。  

  ( 4 )  選 定 實 深 h 與 移 動 間 距 d 後 ， 開 始 移 動 分 度 儀 至 指 定 的 橫 軸 截 距

md 位 置，每 次 都 必 須 將 分 度 儀 的 圓 心 與 玻 璃 壁 上 的 布 尺 刻 度 線 對

齊 ， 再 微 調 雷 射 光 使 它 恰 好 通 過 分 度 儀 的 圓 心 。  

  ( 5 )  接 著 撥 動 游 標 副 尺，使 副 尺 上 的 0 刻 度 線 與 水 中 的 雷 射 光 線 對 齊，

即 可 讀 取 每 一 條 視 線 的 視 角 β 數 據 。  

   2 .  紀 錄 與 演 算  

    ( 1 )  將 每 一 視 線 的 編 號 m 與 對 應 的 視 角 β m 依 序 紀 錄 在 表 格 內 。  

    ( 2 )  把 每 一 視 線 的 視 角 β m 代 入 正 切 函 數 中 ， 即 得 每 一 視 線 的 斜 率

s m =t a n( 9 0 o - β m ) 。  

    ( 3 )  最 後 將 視 線 編 號 m、 斜 率 s m 及 移 動 間 距 d 等 數 據 代 入 『 自 創 公 式

之 三 』， 即 可 算 出 在 某 觀 察 方 位 角 γ m 的 虛 像 坐 標 ( x m ， ym )。  

 

 

伍 、 研 究 結 果  

研 究 一 、 推 導 虛 像 位 置 公 式 的 相 關 理 論 ： 本 段 內 文 已 在 『 肆 、 研 究 過 程 或

方 法 』中 詳 述，故 此 處 不 再 重 複 。 
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研 究 二 、 分 析 『 微 分 公 式 』 理 論 的 虛 像 位 置  

  (一 )  探 討 觀 察 者 在 各 種 方 向 看 見 的 虛 像 位 置 分 佈 情 形  

   1 .  虛 像 位 置 坐 標 之 數 據 表  

    ( 1 )  觀 察 者 在 空 中 看 水 中 的 物 體 ：  

[表 格 A- 1]  

控 制 變 因 ： 實 物 的 位 置 ( 0  ,  - 200)， 水 的 折 射 率 =4/3  

觀 察 者 在 第 一 象 限 中  觀 察 者 在 第 二 象 限 中  觀 察 方 位 角  

γ  (視 角 θ 2 )  

( 度 )  
虛 像 x’坐 標  

 ( mm)  

虛 像 y ’坐 標  

 ( mm)  

虛 像 x’坐 標  

 ( mm)  

虛 像 y ’坐 標  

 ( mm)  

1  0 . 000   - 149 . 970   0 . 000   - 149 . 970   

2  0 . 003   - 149 . 880   - 0 . 003   - 149 . 880   

3  0 . 009   - 149 . 730   - 0 . 009   - 149 . 730   

28  8 . 282   - 125 . 928   - 8 . 282   - 125 . 928   

29  9 . 250   - 124 . 144   - 9 . 250   - 124 . 144   

30  10 . 297   - 122 . 295   - 10 . 297   - 122 . 295   

53  65 . 102   - 63 . 674   - 65 . 102   - 63 . 674   

54  69 . 188   - 60 . 651   - 69 . 188   - 60 . 651   

55  73 . 434   - 57 . 623   - 73 . 434   - 57 . 623   

87  224 . 660   - 0 . 074   - 224 . 660   - 0 . 074   

88  225 . 834   - 0 . 022   - 225 . 834   - 0 . 022   

89  226 . 542   - 0 . 003   - 226 . 542   - 0 . 003   

 
    ( 2 )  觀 察 者 在 水 中 看 空 中 的 物 體 ：  

[表 格 A- 2]   

控 制 變 因 ： 實 物 的 位 置 ( 0  ,  200) ， 水 的 折 射 率 =4/3  

觀 察 者 在 第 三 象 限 中  觀 察 者 在 第 四 象 限 中  觀 察 方 位 角  

γ  (視 角 θ 2 )  

( 度 )  
虛 像 x’坐 標  

 ( mm)  

虛 像 y ’坐 標  

 ( mm)  

虛 像 x’坐 標  

 ( mm)  

虛 像 y ’坐 標  

 ( mm)  

1  0 . 001  266 . 761  - 0 . 001  266 . 761  

2  0 . 009  267 . 047  - 0 . 009  267 . 047  

3  0 . 030  267 . 523  - 0 . 030  267 . 523  

18  8 . 090  303 . 238  - 8 . 090  303 . 238  

19  9 . 790  308 . 314  - 9 . 790  308 . 314  
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20  11 . 772  313 . 911  - 11 . 772  313 . 911  

38  259 . 847  700 . 541  - 259 . 847  700 . 541  

39  321 . 126  777 . 520  - 321 . 126  777 . 520  

40  402 . 732  876 . 435  - 402 . 732  876 . 435  

 
   2 .  觀 察 者 在 四 個 象 限 中 看 見 的 虛 像 位 置 分 佈 圖  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
  (二 )  探 討 虛 像 位 置 隨 觀 察 方 向 改 變 所 產 生 的 變 動  

   1 .  觀 察 者 在 空 中 (第 一 象 限 )的 分 析   

    ( 1 )  虛 像 位 移 數 據 表 ：  

觀察者在第二象限中看見的虛像位置分佈圖

[實物位置(0 , -200)]
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-50

0

50

100

-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100

虛像的x坐標

(mm)

虛像的y坐標

(mm)

實 物  

觀察者在第一象限中看見的虛像位置分佈圖

[實物位置(0 , -200)]

-200

-150

-100

-50

0

50

100

-100 -50 0 50 100 150 200 250

虛像的x坐標

(mm)

虛像的y坐標

(mm)
觀 察 者  觀 察 者  

實 物  (圖 十 四 )  (圖 十 三 )  

水 中 虛 像 的 分 佈 曲 線  水 中 虛 像 的 分 佈 曲 線  

 上 面 四 個 圖 形 的 重 點 ： 觀 察 者 不 論 在 甚 麼 位 置 觀 看 物 體 ，  

它 所 看 見 的 虛 像 必 定 是 出 現 在 四 條 曲 線 上 的 某 一 點 位 置 。  

觀察者在第三象限中看見的虛像位置分佈圖

[實物位置(0 , 200)]
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虛像的x坐標

(mm)

虛像的y坐標

(mm)

實 物  

(圖 十 五 )  

空 中 虛 像 的 分 佈 曲 線  

觀察者在第四象限中看見的虛像位置分佈圖

[實物位置(0 , 200)]
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虛像的x坐標
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虛像的y坐標

(mm)

實 物  

(圖 十 六 )  

空 中 虛 像 的 分 佈 曲 線  

觀 察 者  觀 察 者  
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[表 格 B - 1]： 觀 察 者 在 空 中 ， 物 體 在 水 中  

實 深 h=200  m m 實 深 h=160  m m 實 深 h=120  m m 觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

鉛 直 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

水 平 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

鉛 直 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

水 平 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

鉛 直 位 移  

( mm/ 度 )  

1  0 . 000  0 . 030  0 . 000  0 . 024  0 . 000  0 . 018  

2  0 . 002  0 . 090  0 . 002  0 . 072  0 . 001  0 . 054  

3  0 . 007  0 . 150  0 . 005  0 . 120  0 . 004  0 . 090  

54  4 . 086  3 . 023  3 . 269  2 . 418  2 . 451  1 . 814  

55  4 . 245  3 . 028  3 . 396  2 . 422  2 . 547  1 . 817  

56  4 . 403  3 . 026  3 . 523  2 . 421  2 . 642  1 . 816  

69  5 . 781  2 . 277  4 . 625  1 . 822  3 . 469  1 . 366  

70  5 . 782  2 . 162  4 . 626  1 . 729  3 . 469  1 . 297  

71  5 . 759  2 . 040  4 . 607  1 . 632  3 . 456  1 . 224  

87  1 . 631  0 . 100  1 . 304  0 . 080  0 . 978  0 . 060  

88  1 . 174  0 . 052  0 . 939  0 . 042  0 . 704  0 . 031  

89  0 . 708  0 . 019  0 . 567  0 . 015  0 . 425  0 . 012  

 
    ( 2 )  三 種 實 深 的 虛 像 位 移 對 比 圖 ：  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 說 明 一 ： 物 體 在 不 同 實 深 的 狀 況 下 ， 虛 像 水 平 位 移 的 最 大 值 都 出

現 在 相 同 的 角 度 ， 鉛 直 位 移 也 是 如 此 。  

微分公式的三種實深之虛像鉛直位移對比圖

[觀察者在第一象限中]
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虛像鉛直位移

(mm/度)

實深200 mm

實深160 mm

實深120 mm

微分公式的三種實深之虛像水平位移對比圖

[觀察者在第一象限中]
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實深200mm

實深160mm

實深120mm

位 移 最 大 值 出 現 在 7 0 o 附 近  位 移 最 大 值 出 現 在 5 5 o 附 近  

(圖 十 七 )  (圖 十 八 )  
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   2 .  觀 察 者 在 水 中 (第 三 象 限 )的 分 析  

    ( 1 )  虛 像 位 移 數 據 表 ：  

[表 格 B - 2]： 觀 察 者 在 水 中 ， 物 體 在 空 氣 中  

實 深 h=200  m m 實 深 h=160  m m 實 深 h=120  m m 觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

鉛 直 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

水 平 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

鉛 直 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

水 平 位 移  

( mm/ 度 )  

虛 像  

鉛 直 位 移  

( mm/ 度 )  

1  0 . 001  0 . 094  0 . 001  0 . 076  0 . 001  0 . 057  

2  0 . 008  0 . 285  0 . 006  0 . 228  0 . 005  0 . 171  

3  0 . 021  0 . 477  0 . 017  0 . 382  0 . 013  0 . 286  

45  682 . 432  693 . 208  545 . 946  554 . 567  409 . 459  415 . 925  

46  1426 . 25 7  1398 . 26 7  1141 . 00 5  1118 . 6 13  855 . 754  838 . 960  

47  4049 . 97 2  3829 . 80 7  3239 . 97 8  3063 . 84 5  2429 . 98 3  2297 . 88 4  

 
    ( 2 )  三 種 實 深 的 虛 像 位 移 對 比 圖 ：  

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 說 明 二 ： 我 們 發 現 虛 像 在 水 平 和 鉛 直 兩 個 方 向 上 的 位 移 ， 都 是 先

增 大 後 減 小 。 其 中 ， 位 移 的 最 大 值 可 解 釋 成 觀 察 者 在 這 個 特 別 角 的

附 近 移 動 時 ， 他 看 到 虛 像 位 置 的 移 動 最 為 迅 速 。  

 上 面 兩 圖 形 顯 示 ： 觀 察 者 在 水 中 看 空 氣 中 物 體 的 虛 像 位 置 變 動 時 ， 發

現 在 不 同 實 深 的 條 件 下 ， 無 論 是 水 平 位 移 或 是 鉛 直 位 移 的 變 化 曲 線 都 幾

乎 相 似 ， 位 移 量 值 約 在 3 0 o 以 後 才 開 始 逐 漸 作 大 幅 度 的 增 加 ， 。  

(圖 十 九 )  (圖 二 十 )  

微分公式的三種實深之虛像水平位移對比圖

[觀察者在第三象限中]
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微分公式的三種實深之虛像鉛直位移對比圖

[觀察者在第三象限中]

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

0 10 20 30 40 50

觀察方位角

(度)

虛像鉛直位移

(mm/度)

實深200 mm

實深160 mm

實深120 mm



 16 

   ( 3 )  鉛 直 位 移 與 水 平 位 移 之 關 係 圖 ： (以 實 深 200  mm 和 1 20  mm 代 表 )  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
研 究 三 、 分 析 『 自 創 公 式 』 理 論 的 虛 像 位 置  

  (一 )  探 討 各 個 觀 察 方 位 角 γ 與 虛 像 坐 標 之 關 係  

   1 .  推 算 觀 察 者 在 空 中 看 水 中 的 虛 像 之 理 論 坐 標 值  

    ( 1 )  虛 像 位 置 坐 標 數 據 表 ：  

[表 格 C- 1]： 觀 察 者 在 第 一 象 限 中  

固 定 條 件 ： 視 線 的 移 動 間 距 d=5  m m ， 水 折 射 率 =4/3  

實 深 200  mm 實 深 160  mm 實 深 120  mm  
視 線

編 號

m 

虛 像  

x 坐 標  

( m m)  

虛 像  

y 坐 標  

( m m)  

虛 像  

x 坐 標  

( m m)  

虛 像  

y 坐 標  

( m m)  

虛 像  

x 坐 標  

( m m)  

虛 像  

y 坐 標  

( m m)  

0  0 . 000   - 150 . 000   0 . 000  - 120 . 000  0 . 000   - 90 . 000   

1  0 . 007   - 149 . 745   0 . 011  - 119 . 681  0 . 020   - 89 . 575   

2  0 . 036   - 149 . 308   0 . 057  - 119 . 135  0 . 101   - 88 . 847   

3  0 . 102   - 148 . 653   0 . 160  - 118 . 317  0 . 284   - 87 . 760   

23  31 . 534   - 93 . 832   49 . 280  - 53 . 040  87 . 698   - 11 . 421   

24  35 . 735   - 89 . 376   55 . 846  - 48 . 115  99 . 426   - 7 . 274   

25  40 . 294   - 84 . 812   62 . 971  - 43 . 158  112 . 224   - 3 . 634   

26  45 . 224   - 80 . 151   70 . 678  - 38 . 196  126 . 559   - 0 . 703   

33  91 . 382   - 45 . 912   142 . 931  - 6 . 673  X X 

34  99 . 815   - 40 . 987   156 . 232  - 3 . 394  X X 

 上 頁 的 圖 ( 二 十 一 ) 與 圖 ( 二 十 二 ) 顯 示 雖 然 實 深 不 同 但 物 理 意 義 相 同 。 當 觀

察 方 位 角 δ 的 角 度 逐 漸 增 大 時 ， 雖 然 圖 線 皆 有 稍 微 下 彎 的 情 形 ， 但 是 鉛 直

位 移 與 水 平 位 移 二 者 之 間 仍 可 視 為 幾 乎 呈 正 比 的 走 勢 。  

(圖 二 十 一 )  (圖 二 十 二 )  

微分公式的鉛直位移與水平位移之關係圖

[觀察者在水中；實物位置(0 , 200)]
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微分公式的鉛直位移與水平位移之關係圖

[觀察者在水中；實物位置(0 , 120)]
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35  108 . 753   - 36 . 115   170 . 727  - 0 . 773  X X 

42  186 . 745   - 6 . 270   X X X X 

43  200 . 349   - 3 . 251   X X X X 

44  214 . 926   - 0 . 839   X X X X 

 
    ( 2 )  虛 像 坐 標 與 指 定 視 線 的 關 係 圖 ：  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
   2 .  推 算 觀 察 者 在 水 中 看 空 中 的 虛 像 之 理 論 坐 標 值  

    ( 1 )  虛 像 位 置 坐 標 數 據 表 ：  

[表 格 C- 2]： 觀 察 者 在 第 三 象 限 中  

固 定 條 件 ： 視 線 的 移 動 間 距 d=5  m m ， 水 折 射 率 =4/3  

實 深 200  mm 實 深 160  mm 實 深 120  mm  
視 線

編 號

m 

虛 像  

x 坐 標  

( m m)  

虛 像  

y 坐 標  

( m m)  

虛 像  

x 坐 標  

( m m)  

虛 像  

y 坐 標  

( m m)  

虛 像  

x 坐 標  

( m m)  

虛 像  

y 坐 標  

( m m)  

0  0  266 . 667  0  213 . 333  0  160 . 000  

1  0 . 004  266 . 922  0 . 006  213 . 652  0 . 011  160 . 425  

2  0 . 021  267 . 360  0 . 032  214 . 200  0 . 057  161 . 156  

3  0 . 057  268 . 017  0 . 090  215 . 021  0 . 159  162 . 253  

92  1082 . 011  1627 . 41 8  1690 . 63 8  2142 . 94 5  3005 . 57 2  3285 . 46 6  

93  1117 . 4 85   1664 . 73 6  1746 . 06 6  2198 . 04 7  3104 . 111   3378 . 74 9  

94  1153 . 72 6  1702 . 74 1  1802 . 69 3  2254 . 21 3  3204 . 78 0  3473 . 91 6  

自創公式的虛像x坐標與指定視線之關係圖

[觀察者在第一象限中]
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自創公式的虛像y坐標與指定視線之關係圖

[觀察者在第一象限中]
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 1 . 因 為 自 創 公 式 是 由 視 線 編 號 m 引 導 產 生 的，所 以 用 指 定 視 線 與 虛 像 坐

標 的 關 係 作 圖 ， 才 能 將 三 種 實 深 的 坐 標 曲 線 一 起 在 同 一 個 圖 中 比 較 。  

 2 . 在 上 面 的 兩 個 圖 形 中 可 以 看 出 ， 雖 然 實 深 不 同 但 是 它 們 都 有 相 似 的 曲

線 ， 尤 其 是 圖 ( 二 十 四 ) 的 三 條 曲 線 近 乎 相 同 。  

(圖 二 十 三 )  (圖 二 十 四 )  
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    ( 2 )  虛 像 坐 標 與 指 定 視 線 的 關 係 圖 ：  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
  (二 )  探 討 虛 像 位 置 隨 觀 察 方 向 改 變 所 產 生 的 變 動  

   1 .  觀 察 者 在 空 中 的 情 形  

    ( 1 )  虛 像 位 移 數 據 表 ：  

[表 格 D- 1]： 觀 察 者 在 第 一 象 限 中  

實 深 h=200  m m 實 深 h=160  m m 實 深 h=120  m m 

觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平  

位 移  

( m m / 度 )  

虛 像  

鉛 直  

位 移  

( m m 度 )  

觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平  

位 移  

( m m / 度 )  

虛 像  

鉛 直  

位 移  

( m m / 度 )  

觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平  

位 移  

( m m / 度 )  

虛 像  

鉛 直  

位 移  

( m m / 度 )  

3 . 8 2   0 . 0 1 5   0 . 2 2 9   4 . 7 7   0 . 0 1 9   0 . 2 2 9   6 . 3 5   0 . 0 2 6   0 . 2 3 0   

5 . 7 2   0 . 0 3 4   0 . 3 4 4   7 . 1 5   0 . 0 4 3   0 . 3 4 4   9 . 5 1   0 . 0 5 8   0 . 3 4 5   

5 3 . 1 3  4 . 0 2 7   3 . 0 2 0   5 3 . 1 3   3 . 2 2 1   2 . 4 1 6   5 3 . 1 3  2 . 4 1 6   1 . 8 1 2   

5 4 . 7 6  4 . 2 8 7   3 . 0 2 8   5 5 . 1 7  3 . 4 8 1   2 . 4 2 2   5 5 . 8 6  2 . 6 7 5   1 . 8 1 4   

6 8 . 5 8  5 . 7 7 6   2 . 2 6 8   6 8 . 1 2   4 . 6 1 3   1 . 8 5 6   6 7 . 3 5  3 . 4 4 3   1 . 4 4 0   

7 0 . 5 6  5 . 7 4 9   2 . 0 3 3   7 0 . 5 8   4 . 5 9 5   1 . 6 2 4   7 0 . 6 2  3 . 4 3 8   1 . 2 1 6   

7 7 . 6 2  4 . 7 7 7   1 . 0 6 0   7 6 . 3 1   4 . 0 4 7   0 . 9 9 8   7 4 . 3 1  3 . 2 3 3   0 . 9 1 9   

8 0 . 9 8  3 . 7 6 3   0 . 6 2 3   8 0 . 2 2   3 . 1 9 1   0 . 5 7 7   7 9 . 0 6  2 . 5 8 0   0 . 5 2 7   

 

 

自創公式的虛像y坐標與指定視線之關係圖

[觀察者在第三象限中]
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 1 . 因 為 觀 察 者 從 水 中 看 空 氣 中 的 物 體 時 ， 視 線 是 來 自 疏 介 質 中 ， 所 以

自 創 公 式 中 的 視 線 數 量 就 沒 有 全 反 射 現 象 的 限 制 ， 但 也 造 成 了 坐 標

數 據 的 數 量 非 常 龐 大 ， 因 此 我 們 就 取 至 編 號 m = 9 4 來 作 圖 觀 察 。  

 2 . 可 以 看 出 上 面 兩 個 圖 形 中 的 曲 線 ， 也 是 以 近 乎 相 似 地 走 勢 呈 現 。  

自創公式的虛像x坐標與指定視線之關係圖

[觀察者在第三象限中]
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(圖 二 十 五 )  (圖 二 十 六 )  
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    ( 2 )  虛 像 位 移 與 觀 察 方 位 角 δ 之 關 係 圖 ：  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
   2 .  觀 察 者 在 水 中 的 情 形  
    ( 1 )  虛 像 位 移 數 據 表 ：  

[表 格 D- 2]： 觀 察 者 在 第 三 象 限 中  

實 深 h=200  m m 實 深 h=160  m m 實 深 h=120  m m 

觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平  

位 移  

( m m / 度 )  

虛 像  

鉛 直  

位 移  

( m m / 度 )  

觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平  

位 移  

( m m/ 度 )  

虛 像  

鉛 直  

位 移  

( m m/ 度 )  

觀 察

方 位

角 δ  

( 度 )  

虛 像  

水 平  

位 移  

( m m/ 度 )  

虛 像  

鉛 直  

位 移  

( m m/ 度 )  

2 . 1 4  0 . 0 1 5  0 . 4 0 9  2 . 6 8  0 . 0 1 9  0 . 4 1 0  3 . 5 7  0 . 0 0 6  0 . 2 4 0  

3 . 2 1  0 . 0 3 5  0 . 6 1 6  4 . 0 1  0 . 0 4 3  0 . 6 1 9  5 . 3 3  0 . 0 2 6  0 . 4 1 6  

4 . 2 7  0 . 0 6 2  0 . 8 2 6  5 . 3 3  0 . 0 7 8  0 . 8 3 3  7 . 0 8  0 . 0 5 9  0 . 6 3 4  

4 3 . 8 1  4 4 6 . 1 9 4  4 6 5 . 0 7 4  4 5 . 3 5  9 7 7 . 1 4 5  9 6 5 . 0 0 6  4 6 . 5 3  2 2 5 3 . 5 8 8  2 1 3 9 . 6 4 4  

4 3 . 8 9  4 6 7 . 1 3 0  4 8 5 . 4 7 6  4 5 . 4 1  1 0 2 4 . 8 6 6  1 0 1 0 . 0 2 9  4 6 . 5 7  2 3 7 2 . 6 6 2  2 2 4 9 . 3 5 5  

4 3 . 9 7  4 8 8 . 8 6 6  5 0 6 . 6 1 9  4 5 . 4 7  1 0 7 4 . 4 6 7  1 0 5 6 . 7 6 9  4 6 . 6 1  2 4 9 6 . 7 7 9  2 3 6 3 . 6 11  

 

自創公式的虛像位移隨觀察方位角之變化圖

[實深200 mm]
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自創公式的虛像位移隨觀察方位角之變化圖

[實深160 mm]
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(圖 二 十 七 )  (圖 二 十 八 )  

自創公式的虛像位移隨觀察方位角之變化圖

[實深120 mm]
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 1 . 三 個 圖 形 內 的 水 平 位 移 曲 線 形 狀

相 同 ， 而 曲 線 之 最 高 點 大 約 都 在

5 5 o 附 近 。  

 2 . 三 個 圖 形 內 的 鉛 直 位 移 曲 線 形 狀

相 同 ， 而 曲 線 之 最 高 點 都 很 接 近

7 0 o 。  

(圖 二 十 九 )  
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    ( 2 )  虛 像 位 移 與 觀 察 方 位 角 δ 之 關 係 圖 ： (以 實 深 2 00  mm 和 12 0  mm

代 表 )  

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
研 究 四 、 檢 視 『 自 創 公 式 』 理 論 值 與 『 微 分 公 式 』 理 論 值 的 差 距  

  (一 )  探 討 相 同 觀 察 方 位 角 γ 的 虛 像 坐 標 之 差 距  

   1 .  觀 察 者 在 空 中 (第 一 象 限 )看 水 中 的 虛 像 ： 設 定 實 深 200  m m  
    ( 1 )  虛 像 坐 標 數 據 表 ：  

 [表 格 E- 1]： 自 創 公 式 中 的 移 動 間 距 d=5  m m 

微 分 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 與 微 分  

的 百 分 誤 差  

觀 察 方

位 角 γ  

( 度 )  x’( mm)  y’ ( mm)  x( mm)  y( mm)  (x ’ -x ) / x ’  ( y’ - y) / y ’  

2 . 8 6   0 . 0 0 8   - 1 4 9 . 7 5 4   0 . 0 0 7   - 1 4 9 . 7 4 5   11 . 0 7 5 %  0 . 0 0 6 %  

4 . 7 7   0 . 0 3 8   - 1 4 9 . 3 1 7   0 . 0 3 6   - 1 4 9 . 3 0 8   3 . 9 6 1 %  0 . 0 0 6 %  

6 . 6 7   0 . 1 0 4   - 1 4 8 . 6 6 2   0 . 1 0 2   - 1 4 8 . 6 5 3   2 . 0 0 1 %  0 . 0 0 6 %  

8 . 5 7   0 . 2 2 1   - 1 4 7 . 7 9 1  0 . 2 1 9   - 1 4 7 . 7 8 1  1 . 1 9 5 %  0 . 0 0 7 %  

7 3 . 7 7   1 7 3 . 8 7 6   - 9 . 8 0 7   1 7 3 . 8 2 5   - 9 . 7 5 4   0 . 0 2 9 %  0 . 5 4 1 %  

7 6 . 2 0   1 8 6 . 8 2 3   - 6 . 3 3 0   1 8 6 . 7 4 5   - 6 . 2 7 0   0 . 0 4 2 %  0 . 9 3 8 %  

7 9 . 0 5   2 0 0 . 4 8 7   - 3 . 3 2 2   2 0 0 . 3 4 9   - 3 . 2 5 1   0 . 0 6 9 %  2 . 1 3 1 %  

8 2 . 9 2   2 1 5 . 2 9 4   - 0 . 9 4 3   2 1 4 . 9 2 6   - 0 . 8 3 9   0 . 1 7 1 %  1 0 . 9 3 6 %  

 

自創公式的虛像位移隨觀察方位角之變化圖

[實深200 mm]
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自創公式的虛像位移隨觀察方位角之變化圖

[實深120 mm]
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 我 們 以 兩 個 實 深 的 圖 形 為 代 表 說 明，從 水 中 看 空 氣 中 的 虛 像 位 移 都 是

隨 觀 察 方 位 角 δ 的 增 大 而 變 大 ， 但 虛 像 位 移 開 始 作 急 遽 增 大 的 角 度 卻

不 同 。  

(圖 三 十 )  (圖 三 十 一 )  
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[表 格 E- 2]： 自 創 公 式 中 的 移 動 間 距 d=1  m m 

微 分 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 與 微 分  

的 百 分 誤 差  

觀 察 方

位 角 γ  

( 度 )  x’( mm)  y’ ( mm)  x( mm)  y( mm)  (x ’ -x ) / x ’  ( y’ - y) / y ’  

0 . 5 7   0 . 0 0 0  - 1 4 9 . 9 9 0  0 . 0 0 0  - 1 4 9 . 9 9 0  11 . 11 0 %  0 . 0 0 0 %  

0 . 9 5   0 . 0 0 0  - 1 4 9 . 9 7 3  0 . 0 0 0  - 1 4 9 . 9 7 2  3 . 9 9 8 %  0 . 0 0 0 %  

1 . 3 4   0 . 0 0 1  - 1 4 9 . 9 4 6  0 . 0 0 1  - 1 4 9 . 9 4 6  2 . 0 3 9 %  0 . 0 0 0 %  

1 . 7 2   0 . 0 0 2  - 1 4 9 . 9 11  0 . 0 0 2  - 1 4 9 . 9 11  1 . 2 3 3 %  0 . 0 0 0 %  

8 2 . 5 9   2 1 4 . 2 2 3  - 1 . 0 7 9  2 1 4 . 2 1 0  - 1 . 0 7 5  0 . 0 0 6 %  0 . 3 6 5 %  

8 3 . 5 3   2 1 7 . 1 3 8  - 0 . 7 2 3  2 1 7 . 1 2 0  - 0 . 7 1 9  0 . 0 0 8 %  0 . 6 1 7 %  

8 4 . 6 4   2 2 0 . 0 9 1  - 0 . 4 1 7  2 2 0 . 0 6 4  - 0 . 4 11  0 . 0 1 2 %  1 . 2 7 4 %  

8 6 . 0 5   2 2 3 . 11 3  - 0 . 1 6 8  2 2 3 . 0 6 4  - 0 . 1 6 1  0 . 0 2 2 %  4 . 2 1 9 %  

 
    ( 2 )  兩 種 公 式 的 坐 標 誤 差 對 比 圖 ：  

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
   2 .  觀 察 者 在 水 中 (第 三 象 限 )看 空 中 的 虛 像 ： 設 定 實 深 200  m m  

    ( 1 )  虛 像 坐 標 數 據 表 ：  

 

 

自創公式與微分公式的理論坐標誤差圖

[實深h=200 mm ; 移動間距d=5 mm]
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自創公式與微分公式的理論坐標誤差圖

[實深h=200 mm ; 移動間距d=1 mm]
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 1 . 上 面 兩 個 圖 形 顯 示 ， 當 觀 察 角 度 小 於 1 0 o 或 大 於 8 0 o 時 ， 因 為 坐 標 數 值

都 小 於 1 或 是 更 小 ， 所 以 演 算 後 的 誤 差 值 就 相 對 比 較 大 ， 但 是 中 間 範

圍 角 度 的 誤 差 值 就 非 常 的 小 ， 甚 至 小 於 萬 分 之 1 。  

 2 . 若 選 擇 愈 小 的 移 動 間 距 d 值， 則 兩 公 式 的 誤 差 值 就 會 愈 小 ， 這 表 示『 自

創 公 式 』 的 精 確 度 與 d 的 大 小 有 關 。  

(圖 三 十 二 )  (圖 三 十 三 )  
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 [表 格 F- 1]： 自 創 公 式 中 的 移 動 間 距 d=5  m m 

微 分 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 與 微 分  

的 百 分 誤 差  

觀 察 方  

位 角 γ  

( 度 )  x’( mm)  y’ ( mm)  x( mm)  y( mm)  (x ’ -x ) / x ’  ( y’ - y) / y ’  

1 . 6 1 0  0 . 0 0 5  2 6 6 . 9 1 3  0 . 0 0 4  2 6 6 . 9 2 2  11 . 0 6 6 %  - 0 . 0 0 3 %  

2 . 6 8 1  0 . 0 2 1  2 6 7 . 3 5 0  0 . 0 2 1  2 6 7 . 3 6 0  3 . 9 5 2 %  - 0 . 0 0 3 %  

3 . 7 4 8  0 . 0 5 9  2 6 8 . 0 0 7  0 . 0 5 7  2 6 8 . 0 1 7  1 . 9 9 2 %  - 0 . 0 0 4 %  

4 . 8 0 9  0 . 1 2 5  2 6 8 . 8 8 4  0 . 1 2 3  2 6 8 . 8 9 3  1 . 1 8 5 %  - 0 . 0 0 4 %  

4 3 . 8 5 5  1 2 2 8 . 4 7 9  1 7 8 0 . 7 5 8  1 2 2 8 . 5 4 2  1 7 8 0 . 8 3 8  - 0 . 0 0 5 %  - 0 . 0 0 5 %  

4 3 . 9 3 7  1 2 6 7 . 0 6 9  1 8 2 0 . 8 6 4  1 2 6 7 . 1 3 3  1 8 2 0 . 9 4 5  - 0 . 0 0 5 %  - 0 . 0 0 4 %  

4 4 . 0 1 8  1 3 0 6 . 4 5 9  1 8 6 1 . 6 8 5  1 3 0 6 . 5 2 4  1 8 6 1 . 7 6 7  - 0 . 0 0 5 %  - 0 . 0 0 4 %  

4 4 . 0 9 7  1 3 4 6 . 6 5 7  1 9 0 3 . 2 2 7  1 3 4 6 . 7 2 3  1 9 0 3 . 3 1 0  - 0 . 0 0 5 %  - 0 . 0 0 4 %  

 

[表 格 F- 2]： 自 創 公 式 中 的 移 動 間 距 d=1  m m 

微 分 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 公 式 的  

理 論 坐 標 ( mm)  

自 創 與 微 分  

的 百 分 誤 差  

觀 察 方

位 角 γ  

( 度 )  x’( mm)  y’ ( mm)  x( mm)  y( mm)  (x ’ -x ) / x ’  ( y’ - y) / y ’  

0 . 9 6 7  0 . 0 0 1  2 6 6 . 7 5 5  0 . 0 0 1  2 6 6 . 7 5 6  1 . 2 3 3 %  0 . 0 0 0 %  

1 . 1 8 1  0 . 0 0 2  2 6 6 . 7 9 9  0 . 0 0 2  2 6 6 . 7 9 9  0 . 8 2 4 %  0 . 0 0 0 %  

1 . 3 9 6  0 . 0 0 3  2 6 6 . 8 5 2  0 . 0 0 3  2 6 6 . 8 5 2  0 . 5 9 0 %  0 . 0 0 0 %  

1 . 6 11  0 . 0 0 5  2 6 6 . 9 1 3  0 . 0 0 5  2 6 6 . 9 1 3  0 . 4 4 2 %  0 . 0 0 0 %  

1 9 . 0 2 1  9 . 8 2 9  3 0 8 . 4 2 8  9 . 8 2 9  3 0 8 . 4 2 8  0 . 0 0 1 %  0 . 0 0 0 %  

1 9 . 1 8 7  1 0 . 1 3 7  3 0 9 . 3 1 9  1 0 . 1 3 7  3 0 9 . 3 2 0  0 . 0 0 1 %  0 . 0 0 0 %  

1 9 . 3 5 2  1 0 . 4 5 2  3 1 0 . 2 2 0  1 0 . 4 5 2  3 1 0 . 2 2 1  0 . 0 0 1 %  0 . 0 0 0 %  

1 9 . 5 1 6  1 0 . 7 7 4  3 11 . 1 3 2  1 0 . 7 7 4  3 11 . 1 3 3  0 . 0 0 1 %  0 . 0 0 0 %  

    ( 2 )  兩 種 公 式 的 坐 標 誤 差 對 比 圖 ：  

 

 

 

 

 

 

 

 

自創公式與微分公式的虛像坐標誤差圖

[實深h=200 mm , 移動間距d=1 mm]
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(圖 三 十 四 )  (圖 三 十 五 )  

自創公式與微分公式的虛像坐標誤差圖

[實深h=200 mm , 移動間距d=5 mm]
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研 究 五 、 檢 視 『 自 創 公 式 』 測 量 值 與 『 微 分 公 式 』 理 論 值 的 差 距  

  (一 )  觀 察 者 在 空 中 (第 一 象 限 )看 水 中 虛 像 的 實 驗  

   1 .  實 驗 測 量 與 公 式 演 算 的 數 據 表  
    ( 1 )  實 深 h=200  m m：  

[表 格 G- 1]： 移 動 間 距 d=5  m m， 水 折 射 率 n=4/3  

實 驗 測 量 與 自 創 公 式 的 配 合  微 分 公 式  

視 線

編 號

m 

折 射

角 β  

(度 )  

視 線  

斜 率  

S m  

觀 察  

方 位 角

γ (度 )  

x  

坐 標  

( mm)  

y  

坐 標  

( mm)  

x ’  

坐 標  

( mm)  

y ’  

坐 標  

( mm)  

1  1 . 9 0  3 0 . 1 4 5  2 . 8 5  0 . 0 11  -1 5 0 . 3 9 2  0 . 0 0 8  -1 4 9 . 7 5 6  

2  3 . 8 0  1 5 . 0 5 6  4 . 7 5  0 . 0 5 5  -1 4 9 . 7 3 0  0 . 0 3 7  -1 4 9 . 3 2 3  

3  5 . 7 0  1 0 . 0 1 9  6 . 6 0  -0 . 6 7 5  -1 5 7 . 0 3 9  0 . 1 0 1  -1 4 8 . 6 9 2  

2 7  4 8 . 3 0  0 . 8 9 1  4 9 . 1 0  4 8 . 8 7 9  -7 6 . 7 3 1  5 0 . 6 9 1  -7 5 . 3 0 9  

2 8  4 9 . 9 0  0 . 8 4 2  5 0 . 7 0  5 4 . 7 3 0  -7 1 . 8 0 4  5 6 . 3 11  -7 0 . 5 7 6  

2 9  5 1 . 5 0  0 . 7 9 5  5 2 . 3 0  6 0 . 8 5 5  -6 6 . 9 3 2  6 2 . 3 3 8  -6 5 . 7 8 4  

 
    ( 2 )  實 深 h=16 0  m m：   

 [表 格 G- 2]： 移 動 間 距 d=5  mm， 水 折 射 率 n=4/3  

實 驗 測 量 與 自 創 公 式 的 配 合  微 分 公 式  

視 線

編 號

m 

折 射

角 β  

(度 )  

視 線  

斜 率  

S m  

觀 察  

方 位 角

γ (度 )  

x  

坐 標  

( mm)  

y  

坐 標  

( mm)  

x ’  

坐 標  

( mm)  

y ’  

坐 標  

( mm)  

1  2 . 4 0  2 3 . 8 5 9  3 . 6 0  0 . 0 2  -11 8 . 8 8  0 . 0 1 3  -11 9 . 6 8 9  

2  4 . 8 0  11 . 9 0 9  5 . 9 5  -0 . 3 5  -1 2 3 . 2 0  0 . 0 5 9  -11 9 . 1 5 0  

3  7 . 1 0  8 . 0 2 8  8 . 3 0  0 . 4 4  -11 6 . 8 6  0 . 1 6 1  -11 8 . 3 4 3  

2 7  5 9 . 3 0  0 . 5 9 4  6 0 . 3 5  7 8 . 8 4  -3 3 . 3 5  7 9 . 0 0 1  -3 3 . 3 0 6  

2 8  6 1 . 4 0  0 . 5 4 5  6 2 . 5 0  8 9 . 1 5  -2 7 . 7 2  8 8 . 0 3 6  -2 8 . 3 8 6  

2 9  6 3 . 6 0  0 . 4 9 6  6 4 . 7 0  9 7 . 1 8  -2 3 . 7 4  9 7 . 7 0 4  -2 3 . 5 8 8  

 

 1 . 虛 像 的 x 坐 標 值 最 初 都 很 小 ， 所 以 它 的 誤 差 值 也 相 對 較 大 ， 但 觀 察 角 大

於 5 o 以 後 ， 它 的 誤 差 值 就 急 速 地 減 小 至 0 左 右 。 至 於 y 坐 標 的 誤 差 值 幾

乎 都 維 持 在 很 小 的 情 況 ， 相 當 的 精 準 。  

 2 . 若 自 創 公 式 的 d 值 愈 小 ， 則 x 坐 標 的 高 誤 差 值 會 向 愈 小 的 觀 察 角 靠 攏 。  
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    ( 3 )  實 深 h=12 0  m m：  

 [表 格 G- 3]： 移 動 間 距 d=5  mm， 水 折 射 率 n=4/3  

實 驗 測 量 與 自 創 公 式 的 配 合  微 分 公 式  

視 線

編 號

m 

折 射

角 β  

(度 )  

視 線  

斜 率  

S m  

觀 察  

方 位 角

γ (度 )  

x  

坐 標  

( mm)  

y  

坐 標  

( mm)  

x ’  

坐 標  

( mm)  

y ’  

坐 標  

( mm)  

1  3 . 2  1 7 . 8 8 6  4 . 8 0  0 . 0 3 1  -8 8 . 8 7 4  0 . 0 2 3  -8 9 . 5 8 5  

2  6 . 4  8 . 9 1 5  8 . 0 0  0 . 1 5 5  -8 7 . 7 6 6  0 . 1 0 8  -8 8 . 8 4 6  

3  9 . 6  5 . 9 1 2  11 . 1 0  -0 . 5 4 9  -9 1 . 9 3 0  0 . 2 9 0  -8 7 . 7 7 4  

2 1  6 1 . 4  0 . 5 4 5  6 2 . 8 5  6 7 . 3 7 2  -2 0 . 5 1 6  6 7 . 1 6 1  -2 0 . 7 0 4  

2 2  6 4 . 3  0 . 4 8 1  6 5 . 8 0  7 6 . 7 7 9  -1 5 . 9 8 8  7 6 . 9 9 9  -1 5 . 9 7 6  

2 3  6 7 . 3  0 . 4 1 8  6 8 . 9 0  8 7 . 4 1 7  -11 . 5 3 8  8 7 . 6 8 7  -11 . 5 1 5  

 

 

 
 

 
   2 .  虛 像 坐 標 的 測 量 數 據 與 微 分 公 式 數 據 之 比 較 圖  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 [ 特 別 註 明 ]： 因 受 實 驗 測 量 器 材 的 影 響 ， 在 視 線 移 動 間 距 d = 5  m m 時 ， 實 深

2 0 0  m m 的 視 線 編 號 數 只 用 到『 2 9 』，實 深 1 6 0  m m 的 視 線 編 號 數 只 用 到『 2 9 』，

而 實 深 1 2 0  m m 的 視 線 編 號 數 只 用 到 『 2 3 』。  

測量數據與微分公式數據之比較圖

[觀察者在第一象限中；實物位置(0 , -200)]
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測量數據與微分公式數據之比較圖

[觀察者在第一象限中；實物位置(0 , -160)]

-160

-120

-80

-40

0

40

80

120

0 10 20 30 40 50 60 70

觀察方位角

(度)

虛像坐標

(mm)

微分公式的x坐標

微分公式的y坐標

測量的x坐標

測量的y坐標

(圖 三 十 六 )  (圖 三 十 七 )  

測量數據與微分公式數據之比較圖

[觀察者在第一象限中；實物位置(0 , -120)]
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 1 . 折 射 角 必 須 經 過 多 次 非 常 仔 細 的

測 量，才 能 計 算 出 誤 差 較 低 的 視 線

斜 率 與 虛 像 坐 標 之 數 據 。  

 2 . 圖 中 的 測 量 數 據 偶 有 脫 離 理 想 的

軌 道 曲 線 仍 可 接 受， 除 非 折 射 角 的

測 量 精 密 度 能 達 到 0 . 1 o 以 下 。  
(圖 三 十 八 )  
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  (二 )  觀 察 者 在 水 中 (第 三 象 限 )看 空 中 虛 像 的 實 驗  

   1 .  實 驗 測 量 與 公 式 演 算 的 數 據 表  

    ( 1 )  實 深 h=200  m m：  

[表 格 H- 1]： 移 動 間 距 d=5  m m， 水 折 射 率 n=4/3  

實 驗 測 量 與 自 創 公 式 的 配 合  微 分 公 式  

視 線

編 號

m 

折 射

角 β  

(度 )  

視 線  

斜 率  

S m  

觀 察  

方 位 角

γ (度 )  

x  

坐 標  

( mm)  

y  

坐 標  

( mm)  

x ’  

坐 標  

( mm)  

y ’  

坐 標  

( mm)  

4  4 . 3 0  1 3 . 3 0 0  4 . 8 0  1 . 3 8 9  2 8 4 . 4 6 6  0 . 1 2 4  2 6 8 . 8 7 6  

5  5 . 3 0  1 0 . 7 8 0  5 . 8 5  -1 . 0 9 2  2 5 7 . 7 2 2  0 . 2 2 6  2 6 9 . 9 6 6  

6  6 . 4 0  8 . 9 1 5  6 . 9 0  1 . 6 6 9  2 8 2 . 3 3 7  0 . 3 7 4  2 7 1 . 2 8 8  

7  7 . 4 0  7 . 7 0 0  7 . 9 5  -1 . 8 2 3  2 5 5 . 4 4 5  0 . 5 7 8  2 7 2 . 8 5 1  

3 2  2 7 . 9 0  1 . 8 8 9  2 8 . 2 0  3 6 . 3 4 9  3 7 0 . 8 3 9  4 6 . 7 3 9  3 8 9 . 8 1 0  

3 3  2 8 . 5 0  1 . 8 4 2  2 8 . 8 0  3 4 . 0 7 2  3 6 6 . 6 4 5  5 1 . 5 11  3 9 8 . 5 9 7  

3 4  2 9 . 1 0  1 . 7 9 7  2 9 . 3 5  7 2 . 2 8 8  4 3 5 . 3 0 5  5 6 . 3 2 1  4 0 7 . 2 4 7  

3 5  2 9 . 6 0  1 . 7 6 0  X  X  X  X  X  

 
    ( 2 )  實 深 h=16 0  m m：   

[表 格 H- 2]： 移 動 間 距 d=5  m m， 水 折 射 率 n=4/3  

實 驗 測 量 與 自 創 公 式 的 配 合  微 分 公 式  

視 線

編 號

m 

折 射

角 β  

(度 )  

視 線  

斜 率  

S m  

觀 察  

方 位 角

γ (度 )  

x  

坐 標  

( mm)  

y  

坐 標  

( mm)  

x ’  

坐 標  

( mm)  

y ’  

坐 標  

( mm)  

4  5 . 4 0  1 0 . 5 7 9  6 . 0 5  0 . 5 9 9  2 1 7 . 9 11  0 . 2 0 0  2 1 6 . 1 6 0  

5  6 . 7 0  8 . 5 1 3  7 . 3 5  0 . 4 6 3  2 1 6 . 7 5 2  0 . 3 6 3  2 1 7 . 5 4 2  

6  8 . 0 0  7 . 11 5  8 . 6 5  0 . 2 6 9  2 1 5 . 3 7 4  0 . 6 0 0  2 1 9 . 2 2 6  

7  9 . 3 0  6 . 1 0 7  9 . 9 5  0 . 0 0 8  2 1 3 . 7 7 9  0 . 9 2 9  2 2 1 . 2 2 9  

3 2  3 1 . 8 0  1 . 6 1 3  3 2 . 0 5  9 5 . 2 0 8  4 11 . 6 0 8  7 0 . 2 6 1  3 6 8 . 0 9 8  

3 3  3 2 . 3 0  1 . 5 8 2  3 2 . 5 5  9 2 . 3 5 2  4 0 7 . 0 9 1  7 6 . 4 2 6  3 7 7 . 8 4 9  

3 4  3 2 . 8 0  1 . 5 5 2  3 3 . 0 5  8 9 . 4 1 8  4 0 2 . 5 3 8  8 3 . 2 0 1  3 8 8 . 3 6 0  

3 5  3 3 . 3 0  1 . 5 2 2  X  X  X  X  X  

 
    ( 3 )  實 深 h=12 0  m m：  
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[表 格 H- 3]： 移 動 間 距 d=5  m m， 水 折 射 率 n=4/3  

實 驗 測 量 與 自 創 公 式 的 配 合  微 分 公 式  

視 線

編 號

m 

折 射

角 β  

(度 )  

視 線  

斜 率  

S m  

觀 察  

方 位 角

γ (度 )  

x  

坐 標  

( mm)  

y  

坐 標  

( mm)  

x ’  

坐 標  

( mm)  

y ’  

坐 標  

( mm)  

4  7 . 1 0   8 . 0 2 8   7 . 9 5   0 . 5 8 7   1 6 5 . 2 8 1   0 . 3 4 7   1 6 3 . 7 11   

5  8 . 8 0   6 . 4 6 0   9 . 6 5   0 . 3 5 3   1 6 3 . 7 6 9   0 . 6 3 3   1 6 5 . 5 5 3   

6  1 0 . 5 0  5 . 3 9 6   11 . 3 5   0 . 0 2 1   1 6 1 . 9 7 7   1 . 0 5 6   1 6 7 . 8 2 7   

7  1 2 . 2 0  4 . 6 2 5   1 3 . 0 0   1 . 7 5 0   1 6 9 . 9 7 6   1 . 6 3 2   1 7 0 . 4 9 1   

3 0  3 6 . 1 0  1 . 3 7 1  3 6 . 3 5  1 2 1 . 0 2 2  3 7 1 . 6 6 4  11 2 . 6 4 1  3 6 3 . 3 7 5  

3 1  3 6 . 6 0  1 . 3 4 7  3 6 . 8 5  11 7 . 4 6 7  3 6 6 . 8 7 8  1 2 3 . 9 6 5  3 7 8 . 6 2 0  

3 2  3 7 . 1 0  1 . 3 2 2  3 7 . 3 5  11 3 . 8 2 9  3 6 2 . 0 6 7  1 3 6 . 7 3 4  3 9 5 . 5 0 1  

3 3  3 7 . 6 0  1 . 2 9 9  X  X  X  X  X  

 
   2 .  虛 像 坐 標 的 測 量 數 據 與 微 分 公 式 數 據 之 比 較 圖 ：  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

測量數據與微分公式數據之比較圖

[觀察者在第三象限中；實物位置(0 , 160)]
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測量數據與微分公式數據之比較圖

[觀察者在第三象限中；實物位置(0 , 200)]
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(圖 三 十 九 )  (圖 四 十 )  

測量數據與微分公式數據之比較圖

[觀察者在第三象限中；實物位置(0 , 120)]
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 1 . 在 實 驗 操 作 時，第 二 套 測 量 工 具 的

技 術 難 度 比 較 高 ， 加 上 整 套 工 具

各 處 環 節 的 微 小 誤 差 ， 因 此 坐 標

數 據 的 曲 線 難 免 表 現 的 較 差 。  

 2 . 測 到 的 視 角 數 據 經 過 計 算 後， 每 一

條 視 線 的 斜 率 值 和 虛 像 坐 標 值 的

誤 差 都 顯 示 出 相 對 的 偏 高 。  

(圖 四 十 一 )  
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陸 、 討  論  

一 、 理 論 的 分 析 與 歸 納  

   1 .  一 位 觀 察 者 不 論 他 出 現 在 空 中 或 水 中 的 哪 個 位 置 ， 他 所 見 到 的 虛 像

位 置 必 定 都 在 圖 (十 三 )至 圖 ( 十 六 ) 的 四 條 曲 線 上 。  

   2 .  若 固 定 實 深 ， 而 觀 察 者 在 平 行 於 水 面 (界 面 ) 的 平 面 上 逐 漸 遠 離 物

體 ， 即 觀 察 方 位 角 γ 逐 漸 增 大 時 ：  

    ( 1 )  觀 察 者 在 空 中 看 水 中 的 物 體 ： 虛 像 會 逐 漸 接 近 觀 察 者 。 其 中 虛 像

與 物 體 之 間 的 水 平 距 離 逐 漸 增 大 ， 但 虛 像 與 界 面 之 間 的 鉛 直 距 離

( =視 深 )卻 是 逐 漸 減 小 至 0。  

    ( 2 )  觀 察 者 在 水 中 看 空 中 的 物 體 ： 虛 像 會 逐 漸 遠 離 觀 察 者 。 其 中 虛 像

與 物 體 之 間 的 水 平 距 離 和 虛 像 與 界 面 之 間 的 鉛 直 距 離 ( =視 深 )都

是 同 步 進 行 先 緩 慢 而 後 急 遽 的 增 大 。  

   3 .  當 觀 察 者 在 空 中 看 水 中 的 物 體 時 ， 若 觀 察 方 位 角 δ 每 次 改 變 1 o ， 則

虛 像 位 置 的 變 動 量 ( =位 移 )會 出 現 一 個 特 殊 景 像 。  

    ( 1 )  當 觀 察 方 位 角 δ 逐 漸 增 大 時 ， 虛 像 的 水 平 位 移 會 先 增 大 後 減 小 ，

而 鉛 直 位 移 ( =兩 次 視 深 的 差 )也 是 先 增 大 後 減 小 。  

    ( 2 )  我 們 對 照 三 種 實 深 的 虛 像 位 移 與 觀 察 方 位 角 δ 之 關 係 圖 ， 發 現 實

深 雖 然 不 同 但 曲 線 的 最 高 點 卻 有 共 同 的 特 徵 。 即 水 平 位 移 的 最 大

值 出 現 在 55 o 附 近 ， 而 鉛 直 位 移 的 最 大 值 出 現 在 7 0 o 的 附 近 。  

   4 .  『 自 創 公 式 』 的 視 線 編 號 m 之 問 題 ： 觀 察 者 在 空 中 看 水 中 的 物 體 。  
    ( 1 )  選 用 d =5  m m：  

       ○a 實 深 h=2 00  mm： m 理 論 ≤4 5    ○b 實 深 h= 160  mm： m 理 論 ≤3 6      

○c 實 深 h= 120  mm： m 理 論 ≤2 7  

    ( 2 )  選 用 d =1  m m：  

       ○a 實 深 h=2 00  mm： m 理 論 ≤2 26   ○b 實 深 h= 160  mm： m 理 論 ≤1 81     

○c 實 深 h= 120  mm： m 理 論 ≤1 36  

   5 .  『 斜 率 』 與 『 坐 標 』 的 數 值 為 何 都 取 用 到 小 數 點 下 三 位 ？  

    ( 1 )  當 初 導 出 『 自 創 公 式 』 後 進 行 數 字 驗 算 的 工 作 時 ， 發 現 斜 率 的 數

值 在 小 數 點 下 的 位 數 愈 多 ， 則 『 自 創 公 式 』 與 『 微 分 公 式 』 之 間

的 坐 標 誤 差 就 愈 小 。  

    ( 2 )  當 虛 像 坐 標 的 數 值 採 用 較 精 細 的 數 字 時 ， 我 們 才 能 從 坐 標 的 數 值

變 動 中 觀 察 出 它 們 有 奇 妙 的 位 移 變 化 。  
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二 、 測 量 值 與 理 論 值 之 對 照 與 分 析  

   1 .  我 們 在 所 有 實 驗 的 測 量 和 理 論 推 算 中 都 用 d =5  mm 的 移 動 間 距 ， 這

是 為 兼 顧 『 降 低 誤 差 』 與 『 求 取 較 多 的 測 量 數 據 』。  

   2 .  為 何 『 測 量 數 據 』 與 『 理 論 數 據 』 會 出 現 相 當 明 顯 的 誤 差 ？  

    ( 1 )  因 為 整 套 測 量 工 具 是 完 全 自 製 的 ， 且 實 驗 期 間 仍 不 斷 地 修 改 與 調

整 ， 但 仍 有 其 測 量 能 力 的 極 限 ， 導 致 無 法 測 出 更 準 確 的 視 角 。  

    ( 2 )  當 我 們 分 析 自 創 公 式 的 理 論 數 據 時 ， 發 現 其 中 某 一 個 視 角 數 值 若

有 微 小 的 誤 差 ， 則 它 對 應 的 斜 率 也 跟 著 變 動 ， 這 樣 將 會 連 帶 使 前

後 兩 個 虛 像 坐 標 的 數 值 同 時 產 生 誤 差 ， 這 就 是 圖 線 會 出 現 鋸 齒 狀

的 走 勢 之 故 。  

 
三 、 實 驗 操 作 的 困 擾 與 解 決  

   1 .  視 角 測 量 器 每 次 移 動 時 ， 水 族 箱 內 的 水 總 會 溢 出 一 些 ， 需 要 隨 時 加

水 至 滿 才 能 使 實 深 的 數 值 符 合 實 驗 的 要 求 ， 否 則 測 得 的 視 角 就 有 誤

差 。  

   2 .  剛 開 始 時 ， 視 角 的 精 密 度 本 來 只 到 1 度 ， 結 果 演 算 出 來 的 坐 標 數 據

非 常 不 理 想 。 後 來 才 設 計 一 個 角 度 游 標 尺 ， 使 測 量 的 角 度 可 以 達 到

0 . 1 度 的 精 密 度 ， 但 是 顯 然 還 不 夠 好 。  

   3 .  分 度 儀 上 的 刻 度 線 是 用 小 型 分 度 器 影 印 放 大 ， 因 此 刻 度 線 條 也 跟 著

變 粗 ， 提 高 了 讀 取 角 度 的 工 作 難 度 ， 因 此 需 要 稍 加 修 飾 。  

   4 .  觀 察 者 在 水 中 看 空 中 的 物 體 時 ， 為 何 實 驗 數 據 誤 差 相 對 比 較 高 ？  
    ( 1 )  因 為 第 二 套 實 驗 裝 置 的 結 構 比 第 一 套 複 雜 ， 需 要 注 意 長 度 的 地 方

很 多 ， 所 以 無 形 中 就 在 累 積 誤 差 。  

    ( 2 )  這 個 實 驗 的 視 角 讀 取 方 式 是 將 水 中 的 雷 射 光 線 與 游 標 副 尺 上 的 0

刻 度 線 對 齊 ， 但 這 種 觀 察 方 法 容 易 出 現 誤 差 ， 仍 有 改 進 的 空 間 。  

   5 .  當 折 射 角 有 點 小 時 ， 投 射 在 鋼 尺 上 的 雷 射 光 並 沒 有 出 現 一 個 光 點 ，

而 是 一 個 長 條 狀 的 光 斑 ， 造 成 測 量 上 的 困 擾 。 後 來 在 水 中 加 入 少 許

的 牛 奶 ， 使 水 中 的 光 線 清 晰 可 見 後 ， 便 採 用 該 光 斑 範 圍 的 中 心 。  

 

 

 

柒 、 結  論  

   1 .  『 視 深 』 是 物 理 學 的 專 有 名 詞 ， 不 論 是 學 生 或 老 師 對 這 個 名 詞 都 相

當 地 熟 悉 ， 所 以 我 們 特 別 將 它 擺 放 在 作 品 名 稱 上 ， 當 作 整 個 研 究 的

起 點 。  
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   2 .  本 專 題 的 重 點 是 把 物 體 當 作 一 個 『 質 點 』 來 處 理 ， 唯 有 物 體 質 點 化

才 能 簡 化 問 題 ， 而 把 問 題 簡 化 後 才 比 較 容 易 解 決 與 研 究 。  

   3 .  『 微 分 公 式 』 的 特 色 ： 只 要 『 一 個 折 射 角 』 就 能 求 得 虛 像 的 坐 標 。

在 公 式 的 推 導 過 程 中 運 用 微 分 方 法 而 取 得 視 角 的 微 小 變 動 ， 這 代 表

公 式 內 已 經 有 兩 條 視 線 進 行 交 會 的 演 算 而 求 取 虛 像 坐 標 。  

   4 .  『 自 創 公 式 』 的 實 用 ： 不 需 要 學 習 深 奧 的 數 學 。  

    ( 1 )  理 論 方 面 ： 我 們 只 要 選 定 實 深 、 移 動 間 距 及 介 質 的 折 射 率 ， 就 可

以 由 公 式 求 得 觀 察 者 看 到 的 虛 像 坐 標 ， 且 不 限 空 氣 與 水 的 兩 種 介

質 。  
    ( 2 )  實 驗 方 面 ： 只 要 有 精 密 工 具 與 細 心 操 作 的 兩 項 條 件 ， 任 何 學 生 都

能 測 量 出 準 確 的 視 角 數 據 ， 然 後 從 公 式 求 出 準 確 的 虛 像 坐 標 。  

 

 

 

捌 、 參 考 資 料 及 其 他  

   1 .  徐 國 誠 老 師 ： 科 學 教 育 月 刊 第 267  期 的 視 深 文 章 。  
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      h t t p : / / ma i l2 . c jhs . k h. edu . t w/P hys ic sE le a r n ing /a bo u t /  
   3 .  翰 林 出 版 社 ： 高 中 選 修 物 理 ( 上 )的 幾 何 光 學 。  

 
 

 



【評語】030109 

1. 本件作品探討課程相關物理學中視深問題，並系統化應

用理論推導分析。 

2. 本件作品乃屬光學折射率問題，應可應用司乃耳折射定

律而分析得到本作用相同對此結果。 

3. 對於數值處理的方式論(例如誤差分析及有效位數等)應

留意。並建議本作品可深思努力之。 
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