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摘要

在四堆石頭的遊戲中，利用五年級上學期「整數的四則運算」「結合律」、「分配律」「因

數與倍數」中的質因數分解，及利用五下的「如何解題」引進未知數進行解題策略，使四組

數字皆成為其總和的平均數，並藉由四組數字的數量關係，歸納出移位時所需的最少次數。

壹、研究動機

有一天，我在一本數學益智書上發現一道題目：四堆石頭分別為２，６，７，１７，

要藉由移動石頭使其變成８，８，８，８，並且只能移動四次，移動時的遊戲規則如下：

一、將石頭分成四堆

A B C D

2 6 7 17
表格 1

二、從任一堆拿幾顆石頭到另一堆，拿過去的石頭數目必須與原來的數目一樣，例

如：

D 堆 17 顆移給 C 堆 7顆 變成 A,B 兩堆不變,C 堆變 14 顆,D 堆變 10 顆

三、持續上面規則將石頭搬移，到每堆石頭數目皆一樣為止。

我試了好幾次才有辦法在四次內完成，後來我嘗試不同的數字組合，發現石頭總數

一樣但組合方式不同時，所需的移動次數也不同，而且並非所有的數字組合都能順利的

平分為四堆。 這個題目深深的吸引了我，於是我和老師討論，希望能找出各種組合的最

少步數，因而有了這次的研究主題！

貳、研究目的

一、計算不同總數的石頭共有幾種組合

二、實驗各種組合之最少移動次數

三、歸納可平分成四堆或不可的因素

四、探討移動過程中各堆石頭數的變化規則與關係

參、研究設備及器材

棋子(代替石頭)、紙、筆

肆、研究過程

一、計算石頭的組合數

（一）老師要我先減少石頭的總數，以便探討。

為了簡化問題，我先從三堆石頭著手，用實際分堆的方式列出石頭總數為 12

顆時所有的組合，並記錄做成下面的表格 2。
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組別 第一堆 第二堆 第三堆

1 1 1 10

2 1 2 9

3 1 3 8

4 1 4 7

5 1 5 6

6 2 2 8

7 2 3 7

8 2 4 6

9 2 5 5

10 3 3 6

11 3 4 5

12 4 4 4

表格 2

接著我增加石頭的數量，同樣分成三堆，總數增為 24 顆，總共可以排列

出 48 種組合，詳細實驗紀錄如表格 3

組別 第一堆 第二堆 第三堆

1 1 1 22

2 1 2 21

3 1 3 20

4 1 4 19

5 1 5 18

6 1 6 17

7 1 7 16

8 1 8 15

9 1 9 14

10 1 10 13

11 1 11 12

12 2 2 20

13 2 3 19

14 2 4 18

15 2 5 17

16 2 6 16

17 2 7 15

18 2 8 14

19 2 9 13

20 2 10 12

21 2 11 11
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22 3 3 18

23 3 4 17

24 3 5 16

25 3 6 15

26 3 7 14

27 3 8 13

28 3 9 12

29 3 10 11

30 4 4 16

31 4 5 15

32 4 6 14

33 4 7 13

34 4 8 12

35 4 9 11

36 4 10 10

37 5 5 14

38 5 6 13

39 5 7 12

40 5 8 11

41 5 9 10

42 6 6 12

43 6 7 11

44 6 8 10

45 6 9 9

46 7 7 10

47 7 8 9

48 8 8 8
表格 3

試了三堆的組合後，我開始將堆數增加成四堆，看看會有什麼發現，以下為

每堆 2 顆石頭，合計 8 顆時，共列出 5 個組合，紀錄如表格 4
組別 第一堆 第二堆 第三堆 第四堆

1 1 1 1 5

2 1 1 2 4

3 1 1 3 3

4 1 2 2 3

5 2 2 2 2
表格 4
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接著我又增加石頭的數量，同樣分成四堆，總數共 16 顆，總共可以排列

出 34 種組合，記錄如表格 5。

組別 第一堆 第二堆 第三堆 第四堆

1 1 1 1 13

2 1 1 2 12

3 1 1 3 11

4 1 1 4 10

5 1 1 5 9

6 1 1 6 8

7 1 1 7 7

8 1 2 2 11

9 1 2 3 10

10 1 2 4 9

11 1 2 5 8

12 1 2 6 7

13 1 3 3 9

14 1 3 4 8

15 1 3 5 7

16 1 3 6 6

17 1 4 4 7

18 1 4 5 6

19 1 5 5 5

20 2 2 2 10

21 2 2 3 9

22 2 2 4 8

23 2 2 5 7

24 2 2 6 6

25 2 3 3 8

26 2 3 4 7

27 2 3 5 6

28 2 4 4 6

29 2 4 5 5

30 3 3 3 7

31 3 3 4 6

32 3 3 5 5

33 3 4 4 5

34 4 4 4 4
表格 5
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隨著石頭的總數增加，組合的數量也變多，如果要逐一記錄將會需要許多的

時間，也難以立刻判斷是否沒有遺漏，於是我和老師討論是否有較快的方式

可求得正確的組數。

（二）歸納石頭數量的變化過程，尋找計算組數的規則

（1）從表格 2~5 觀察發現最少的一堆石頭，是由少變化到多，而且一定會從

1變成石頭總數 T× 。

例如：3堆時，若石頭總數 T=12 顆，
3
T =4，因此最少的一堆會由 1~4

4 堆時，若石頭總數 T=16 顆，
4
T
=4，因此最少的一堆會由 1~4

（2）堆數為 3堆時，第一堆決定後，剩下的兩堆總和不變，永遠等於石頭總

數－第一堆，因此可將剩下兩堆視為一組。

（3）堆數為 4堆時，第一堆固定後，第二堆也會由 1~
4
T
，而這兩堆合計的變

化數較小，而且觀察得知兩堆和一定小於或等於總數的一半(
2
T
)。

（4）堆數為 4堆時，剩下的兩堆總數為扣除較少的兩堆之後的數，會因剩下

的石頭數量多寡而有不同的組合變化。

（5）堆數為 4堆時，依照前面歸納出來的情況，可將最少的兩堆石頭當成一

組來看，再將較多的兩堆石頭當成一組來看。

（三）觀察到前面的特點後，與老師討論，我們找出了一些計算組數的規則，利用

此方式可減少推算組數的複雜度，下面為我們找出的計算規則

(1)兩堆石頭合起來為一個整數 n 時，如果將 n 分解成兩個正整數，發現可以

分出的組數不超過 n的一半，我們記成[
2
n
]

【例】7可以分解成（1,6）、（2,5）、（3,4）三組正整數，組數=[
2
7
]=3

(2)我們以三堆石頭，總數 12 顆的情形為例，將 12 分成(a,b,c)，其中 ，
按前面討論的情況，最少的一堆石頭 a，是由少變到多，而且一定會從 1

變成石頭總數 T× ，因此我們將 a 固定後，就可以將(b、c)視為一組來

討論，並利用(1)的原則計算組數。

例如：a=2，則 b+c=10，為了確保 b、c、a，我們先給 b、c 各 1 顆石頭，b、

c 的組合數相當於 10－2(2－1)=8 顆石頭分成兩堆時的組合數，也就是

[
2
8
]=4，(b、c)有四種組合，(1,7)、(2,6)、(3,5)、(4,4)。

所以我們導出下面的計算公式。

組數= [ ]
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接著我們用公式驗證表格 2的結果，

3堆共 12 顆可求出 12 組的變化，詳細結果如下：

a (b+c) (b+c)－2(a-1) [ ]

1 11 11 5

2 10 8 4

3 9 5 2

4 8 2 1

總組數 12

表格 2-A

再驗證表格 3

3 堆共 24 顆，共可求出 48 組的變化，詳細結果如下：

a (b+c) (b+c)－2(a-1) [ ]

1 23 23 11

2 22 20 10

3 21 17 8

4 20 14 7

5 19 11 5

6 18 8 4

7 17 5 2

8 16 2 1

總組數 48

表格 3-A

(3)接著我們討論 4 堆石頭的情形，以總數 16 顆為例，將 16 分成（a,b,c,d），

其中 ，將（a,b）視為一組，（c,d）視為一組，我們只要固定
（a,b），剩下的（c,d）就可以用上面的方法算出組數

【說明】以 a=2，b=3 為例，此時 c+d=16-2-3=11，但因 c,d 都大於等於 b，

所以 c,d 最小為 3，為了確保 c,d 會大於 3，因此我們先各分配 2 給 c 和 d，

於是 c,d 的組合數相當於 11-2(3-1)=7 顆石頭分成兩堆時的組合。也就是說，

組數為 [
2
7
] =3，我們將上述過程簡化為[ ]以方便計算。

(4)接著我們利用這個方式列表計算表格 5 的組合數和我一個一個推算出來的

組數是否相同。

a b (c+d) (c+d)-2(b-1)

1 1 14 14 7

1 2 13 11 5



- 7 -

1 3 12 8 4

1 4 11 5 2

1 5 10 2 1

2 2 12 10 5

2 3 11 7 3

2 4 10 4 2

3 3 10 6 3

3 4 9 3 1

4 4 8 2 1

總組數 34

表格 5-A

(5)利用此方法可以用較少的步驟計算出所有的組數，例如 3堆共 24 顆原先逐

步推算共需要 48 次(如表格 3)，利用此方式只要 8次(如表格 3-A)就可以計

算出來，4堆共 16 顆原先逐步推算共需要 34 次(如表格 5)，但利用公式只

需要 11 次就可以計算(如表格 5-A)；若要推算 4 堆 32 顆石頭，逐一排列

計算共要 249 次(如附件表格 3)，但用此方式只要 43 次(如附件表格 4)就
可以完成組數推算。另外此方式也可以驗算出採用逐步排列計算出來的總

組數是否正確，也較容易推算在哪發生錯誤。

二、依遊戲規則移動石頭使每一堆相等，並紀錄最少移動次數

接著將石頭依照遊戲的規則進行移動的實驗，並記錄各組合的最少移動次數，我先

從總數量少的開始進行。

(一)我們先從三堆石頭開始，逐一移動並記錄移動次數，結果如下：

3堆石頭總數 12 顆時的移動記錄

組數 數字 1 數字 2 數字 3 步數

1 1 1 10 4

2 1 2 9 3

3 1 3 8 3

4 1 4 7 2

5 1 5 6 2

6 2 2 8 2

7 2 3 7 2

8 2 4 6 1

9 2 5 5 3

10 3 3 6 ∞

11 3 4 5 2

12 4 4 4 0

表格 6
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接著實驗 3 堆石頭共 24 顆的移動，記錄如下

組別 數字 1 數字 2 數字 3 步數

1 22 1 1 6

2 21 2 1 5

3 20 3 1 6

4 19 4 1 4

5 18 5 1 6

6 17 6 1 5

7 16 7 1 6

8 15 8 1 3

9 14 9 1 6

10 13 10 1 5

11 12 11 1 6

12 20 2 2 4

13 19 3 2 5

14 18 4 2 3

15 17 5 2 5

16 16 6 2 4

17 15 7 2 5

18 14 8 2 2

19 13 9 2 5

20 12 10 2 4

21 11 11 2 5

22 18 3 3 ∞

23 17 4 3 4

24 16 5 3 4

25 15 6 3 ∞

26 14 7 3 5

27 13 8 3 3

28 12 9 3 ∞

29 11 10 3 3

30 16 4 4 2

31 15 5 4 4

32 14 6 4 3

33 13 7 4 4

34 12 8 4 1

35 11 9 4 4

36 10 10 4 3
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37 14 5 5 5

38 13 6 5 3

39 12 7 5 7

40 11 8 5 3

41 10 9 5 5

42 12 6 6 ∞

43 11 7 6 4

44 10 8 6 2

45 9 9 6 ∞

46 10 7 7 5

47 9 8 7 3

48 8 8 8 0

表格 7

我在三堆，總數 12 顆和三堆，總數 24 顆的移動實驗中發現，只要三堆都是 3

的倍數情況下，不管怎麼移動數字組合皆不會再改變，例如 12,6,6 不管由哪一堆

給哪一堆，都還是原來的數字組合，我用∞代表它是一個沒有結束的情況。

與老師討論後，我們推測其原因：3堆 12 顆時，因最後完成時每堆 4顆，將 4

做質因數分解，4=2×2，全部都只有 2的因數，故當石頭數皆有 3的因數時，再

怎麼互給也無法把 3的因數完全消失，故會形成無限循環的情形。

例：(9,9,6)=(3×3,3×3,2×3)

第一堆給第三堆(3×3－2×3，3×3，2×3×2) 整理後(1×3，3×3，4×3)

之後不管再怎麼移動，3的因數皆無法消失，故會形成無限循環的情形。

(二)接著進行四堆共 16 顆，完成後每堆各為 4顆的實驗，結果如下：

數字 1 數字 2 數字 3 數字 4 步數

4 4 4 4 0

6 4 4 2 1

5 4 4 3 2

6 5 4 1 2

6 6 2 2 2

7 4 4 1 2

7 4 3 2 2

8 4 2 2 2

5 5 4 2 3

6 6 3 1 3

6 5 3 2 3

7 6 2 1 3

7 5 3 1 3

7 5 2 2 3
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8 5 2 1 3

8 4 3 1 3

9 4 2 1 3

10 2 2 2 3

9 3 2 2 3

5 5 5 1 4

5 5 3 3 4

6 4 3 3 4

7 7 1 1 4

8 6 1 1 4

8 3 3 2 4

9 5 1 1 4

9 3 3 1 4

10 4 1 1 4

10 3 2 1 4

11 2 2 1 4

7 3 3 3 5

11 3 1 1 5

12 2 1 1 5

13 1 1 1 6

表格 8

(三)接著進行四堆共 24 顆，完成後每堆各為 6顆的實驗

四堆各 6 顆時，按照規則實際移動時，我發現有許多的組合無法完成移動。

例如：18,3,2,1 的組合就會無法完成，移動的過程如下

18 3 2 1

15 6 2 1

13 6 4 1

13 6 3 2

10 6 6 2

8 6 6 4

8 2 6 8

8 4 4 8

表格 9

當移動到 8,4,4,8 的組合時，會發生無論如何都無法再移動的情形。

推測原因：4 堆石頭共 24 顆的情況下，最後每堆要有六顆，將 6 質因數分解，

6=2×3，而(8，4，4，8)皆只有 2的因數，無論再怎麼互給也不可能產生 3的因數，

故會造成無限循環。

例：(8，4，4，8)=(2×2×2，2×2，2×2，2×2×2)
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第一堆移給第二堆時(2×2×2－2×2，2×2×2，2×2，2×2×2)整理後(1×2×2，2×2，

2×2，2×2×2)，之後再怎麼互給皆無法產生 3的因數，故造成無限循環。

4堆 24 顆時，經實驗發現只有以下 4個組合能正常的完成移動。

15 3 3 3

12 6 3 3

9 9 3 3

9 6 6 3
表格 10

四堆石頭，每堆兩顆時的所有可完成組合數。

5 1 1 1

4 2 1 1

3 3 1 1

3 2 2 1
表格 4

小發現：我發現這 4種組合，每個數字恰好是表格 4的 3倍，如上。

根據以上實驗我發現四堆石頭，每堆 6顆時的所有組合數，恰好與四堆石頭，每

堆 2顆的所有組合數一樣多。這是否為巧合呢？老師鼓勵我繼續實驗下去。

(四)完成 4 堆，每堆 4 顆石頭和 4 堆，每堆 6 顆石頭後，我繼續進行數量較多的 4

堆，每堆 8 顆共 32 顆的移動和分析。

4堆石頭共 32 顆的組合共有 249 組，扣掉 8,8,8,8 組合有 248 組，我先以筆記方

式逐一將所有的組合推算出移動的步數並整理成表格，列於最後的附件表格 3

中。

接著老師要我試著用石頭移動的規則，找出石頭組合與移動次數之間的關聯性。

(1)以未知數來代表各堆石頭的量

遊戲規則:任一堆拿幾顆石頭到另一堆，拿過去的石頭數目必須與原來的一堆

數目一樣。

因此我假設石頭總數為 T，三堆石頭時各堆為 A,B,C，四堆石頭時為W,X,Y,Z，

三堆石頭的情況，我試著以算式表示如下：

若第一次的移動是由B移到C，則B移到C堆的數量必須和C原來的一樣多，

B 堆變為(B-C)，而 C 將從 B 堆或得到和自己一樣多的數量，C 堆變為

則移動一次後：
若第二次的移動是由A 移 C 的位置，此時的 C 的值已經為 2C

則移動兩次後：
實例：

用 3堆石頭，總數為 24 的其中一組(12,10,2)代入

步驟 1
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24=12+10+2
步驟 2

由此得知此組合只要移動兩次即可完成。

四堆石頭的情況，可以寫成下面的計算式

T=W+X+Y+Z

若第一次移動如果是由Y 堆移到 Z堆

則移動一次將會形成以下的計算式

若第二次移動假設為W 和 Y 的移動，則運算式會形成

實例：

用 4堆石頭，總數 16 顆的一組(4,4,7,1)來代入：

步驟 1

16=4+4+7+1 16=4+4+(7-1)+(2 =4+4+6+2
步驟 2

16=4+4+[(7-1)- (2×1)]+[2 (2 ]=4+4+(6-2)+(2

此組合只要移動兩次就可以完成。

但是我發現如果多次移動後，運算式將變得十分複雜，因此老師建議我減少

未知數的量，並從最終結果反推整個移動過程。

(2)以單變量 k代表石頭的平均數，並由結果反推前一步的組合

我們以 3堆 24 顆和 4堆 32 顆的來進行演算時，它最終結果為 8,8,8 和 8,8,8,8，

由此可知，不管用幾顆石頭，完成時各堆的石頭數量都是相等的，

可以統一用一個代數符號來代表，我選擇用 k代表。

從前面的運算規則，我們知道每次的移動只有兩堆的數量產生變化，因此我

們試著用單變數推演上述的運算。

三堆石頭的情況

以 3堆石頭，總數 24 為例：我們假設A,B,C 就是最後的解 k,k,k，因此運算式

可以改為

所以它的上一步為

往前推一步，可得到三堆石頭的比例為 2:3:1

再往前推一步運算式將成為

24=k+(
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往前推兩步，可得到三堆石頭的比例為 4:7:1

四堆石頭的情況

以 4堆石頭，總數 32 為例：我們假設W,X,Y,Z 就是最後的解 k,k,k,k，因此運

算式可以改為

而他的上一步為

)+ =

往前推一步，可得到四堆石頭的比例為 2:2:3:1

再往前推一步運算式將成為

32=k+k+(

往前推兩步，四堆石頭的比例為 4:4:7:1

用上面的方式並依照規則每次任取 2 組來移動，就可以逐步回推出各種數量

變化的情況。

回推過程中由 3 堆或 4 堆中每次任取 2 堆，每往前回推一次，3 堆會產生 6

種情況，4堆會產生 12 種情況，但需要再扣除之前已出現過的比例、或石頭

數目經推算後非整數的情況，但這方法可以逐步推回各組合尚需幾步驟才能

完成移動。

下面我 3堆 24 顆和用 4堆 16 顆來驗證此方法是否正確

三堆石頭，總數 24 顆：

24=8+8+8

往回推一步

，

對照實驗紀錄表格 7，(8,12,4)為的確需移動一次。

再推一步

，

對照實驗紀錄表格 7，(8,14,2)為的確需移動兩次。

四堆石頭，總數 16 顆：

16 = 4 + 4 + 4 + 4

16 = = 4 + 4 + 6 + 2，對照實驗紀錄表格 8，石頭數為

4,4,6,2 的移動次數為一次。

再進行一次的計算

16=4+4+6+2 會變成 4+4+7+1，對照實驗紀錄表格 8，石頭數為 4,4,7,1 的移動

次數為二次。

(3)利用前面的運算式，針對實驗結果來驗算，結果是相同的。運用此方法還可
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以藉由各堆石頭的比例得知移動次數。

三、分析石頭比例和移動次數之間的關係，並作成階層圖來輔助驗證

根據前述方法往前推算，可算出每一步的石頭比例，我畫了以下的階層圖，可以清

楚表示石頭的比例和移動次數之間的關係。

(一)三堆石頭，總數 24 顆的移動次數階層圖
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圖 1

(二)四堆石頭，總數 16 顆的移動次數階層圖

圖 2



- 16 -

伍、研究結果與討論

一、如何簡易計算石頭總組合數

石頭組合數的計算，在一開始的研究過程中我先採用了窮舉法，逐一的列表記

錄，在堆數少或石頭總數少的情況，可以逐一比對是否有遺漏並找出所有的組數，

但堆數或數量變多以後就會非常的耗時。

經過整理後採用計算的方式來計算出組合數；先固定數量較少的一堆或兩堆，

將剩餘兩堆當成一組，利用算式算出組數，大量減少了組數推算的時間，而且還可

以用來檢驗組數是否正確，若有遺漏可以立即發現錯誤。

1.三堆石頭時，組數= [ ]

2.四堆石頭時，組數=[ ]

二、石頭比例與移動次數的關係

(一)以單變數 k代表石頭平均數量時，可以簡化未知數的量。石頭的數量未必要是 8

或 16 或 24，可以推廣到任何數量。

(二)由最後結果逆推回去時，三堆石頭時上一步為(
2
k
，k， k

2
3

)，石頭比例為 1:2:3；

四堆石頭時上一步為(k，k， k
2
3

，
2
k
)，也就是石頭比例為 2:2:3:1，依此方法可

推出所有的階層圖。參考階層圖即可知尚差幾步可完成移動。

(三)每往回推一步，就會有某堆石頭減半，因此變數會逐漸變小，故石頭數目若為

2
k
，則尚需一步才可完成移動，

4
k
則為兩步，

8
k
則為三步，依此類推。

(四)推階層圖時發現將 k因數分解後，如果因數中有越多 2，就可以往回推更多步，

例如：12=2×2×3，18=2×3×3，每堆石頭為 12 顆時的階層圖反而比每堆 18 顆時更

複雜。

(五)由(四)便可以解釋 p.11 為何四堆石頭，每堆兩顆的所有組合數和四堆石頭，每堆

六顆的所有組合數一樣了。因為 k=2 和 k=6=2×3 都只有一個 2 的因數，所以階

層圖一樣複雜。

(六)當 k=2×2×2×2×2…………時，2的因數越多時，可往回推越多步，階層圖最複雜。

三、在沒有階層圖的情形下推測出移動次數

(一)以平均分配後每堆的數量 k=8 的條件下，歸納出來以下幾個數目對移動次數的

關係。

起始有以下數

字

最少步

數

說明

1(
8
k
)

3 步 1 為最小數，因此需接收別堆的數量 3次

((1×2)×2)×2)才能到達 8 的數量
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2(
4
k
)

2 步 2 同樣小於 8，因此((2×2)×2)要接受兩次

4(
2
k
)

1 步 4×2=8 一次即可

3 3 步

6 2 步

12 1 步

(1) 3×2 < 8 因此仍需由其他堆移入一次，因

此至少要兩次(3*2)*2

(2)但(3×2)×2=12 後將大於 8，此堆將從接受

者變成移出者

(3)若同組中有 4(或 1、2)的數量，則由此堆

移往該堆將可減少一次。

(4)若同組中沒有 4(或 1、2)的數量，則可能

移動次數會增加。

(5) 6、12 和 3 的情形一樣，只是移動次數比

較少。

5 2 步

10 1 步

(1) 5×2=10，此堆將從接受者變成移出者。

(2)同組中有 2(或 1)的數量，則由此堆移往

該堆將可減少一次。

(3)若同組中沒有 2(或 1)的數量，則可能移

動次數會增加。

(4) 10 和 5 的情形一樣，只是少一步。

7 2 步

14 1 步

(1) 7×2=14，將從接受者變成移出者。

(2)同組中有 2(或 1)的數量，則由此堆移往

該堆將可減少一次。

(3)必須移出 2+4，若同組沒有 2(或 1)時，移

動次數會增加。

(4) 14 和 7 的情形一樣，只是少一步。

9、11、13、15 ？ 均屬於移出者，9、11、13、15 必須遇到 1

才能順利移出，否則次數可能會增加，判斷

易失敗。

表格 11

(二)藉由表格 1，可猜測移動的最少次數，猜測時先考慮小於平均數的石頭之移動

次數，因為考慮接受者的情形比較簡單(變 2 倍)，例如:

(1)16,10,4,2 我們從實驗結果附件表格 3 知道它需要移動 3次。
利用表格 11 預測移動次數時

4我們從表格 11 得知 4×2=8，要接受 1次。

2我們從表格 11 得知 ，要接受 2次。
2＋1=3

實際移動變化：

(16,10,4,2)
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(16,8,4,4) 10 移給 2，第 2堆完成移動，第 4堆變成 4

(12,8,8,4)16 移給 4，第 3堆完成移動，第 1堆變成 12

(8,8,8,8) 12 移給 4，完成移動。

(2)2,3,10,17 我們從實驗結果附件表格 3 知道它需要移動 4次。
我依照表格 11 的特性，推測它可能需要的移動次數

2移動 2次

3移動 3次，但因有 2(或 4)，故少移動一次，3－1＝2

10移動一次，但因有 2，故少移動一次，1－1＝0

2＋2＋0＝4

(3)4,6,11,11 我們從實驗結果附件表格 3 知道它需要移動 5次。
我依照表格 11 的特性，推測它可能需要的移動次數

4移動 1次

6移動 2次，但因有 4，會少移動 1次，2－1＝1。

1111 為特殊數字，需有 1才能順利移出，但此例中沒有 1，故判斷法則失

敗。

由此發現此法在有很多 1、2、4 時易成功，遇到 9、11、13、15 時易失敗。

(三)當有大於 k 而為奇數的值，若無搭配 1 時，會有接受移入又移出的情況，若又

有多個此類的數目，次數的判斷會較為複雜。

四、遊戲的條件與限制

(一)這個遊戲的平均每堆石頭數 k 一定是要偶數，若 k 為奇數則無法完成移動。因

為若 k為奇數時，完成移動前的上一步一定有一堆石頭是
2
k
，如果 k是奇數，

2
k

就不是整數，所以平均每堆石頭的數目 k不能是奇數。

(二)當各堆石頭的比例不存在於階層圖時，無論怎樣移動都將無法完成。

陸、結論

本次研究的目的在於利用各種數學方法及解題策略，找出四堆石頭移動時的規律性及

判斷法則，藉以推測出移動的最少次數，並且從遊戲中了解命題的條件及限制，我們

發現了幾項結論。

一、石頭組合數的計算方式

1.三堆石頭時，組數= [ ]

2.四堆石頭時，組數=[ ]

二、可以用一個變數 k 代表石頭的平均量，如此便可以推廣到任意顆的情形。
三、各堆石頭的比例如何決定了移動的次數，由階層圖中可以得知不同的比例需要的

移動次數不同。

四、石頭的平均顆數 K 不能是奇數，否則將無法進行遊戲。
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五、當石頭平均顆數 k 中所含的 2 的因數越多，階層圖會越複雜；當 k 中所含 2 的因
數一樣多時，階層圖將會一樣複雜，只是數字不同。

六、石頭數量為 1、2、4 這類只含有 2的因數的數字，在判斷移動次數時最容易。

七、石頭數量為 3、6、12 時必須有另一堆顆數為 1、2、4 的石頭搭配才不會誤判移動

次數。

八、石頭數量為 5、10 時必須有另一堆顆數為 1、2的石頭搭配才不會誤判移動次數。

九、石頭數量為 7、14 時必須有另一堆顆數為 1、2的石頭搭配才不會誤判移動次數。

十、石頭數量為 9、11、13、15 時必須有另一堆顆數為 1的石頭搭配才不會誤判移動次

數。

透過這次的主題研究，我學會了許多數學的原理及邏輯思考，並了解應善用解題

策略來解決生活上的數學問題，真是一舉兩得。

柒、參考資料及其他

一、康軒版國小數學 5上第 9冊，第 2單元整數四則計算

二、國小數學 6上第五單元數量關係

三、數學趣味三百題第 12 頁第 28 題，著者：裘宗滬，凡異出版社

捌、附件

附件一、四堆 16 顆的組合明細、移動次數記錄與堆數間比值

組別 數字 1 數字 2 數字 3 數字 4 步數 比值

1 4 4 4 4 0

2 6 4 4 2 1 3:2:2:1

3 5 4 4 3 2 5:4:4:3

4 6 5 4 1 2 6:5:4:1

5 6 6 2 2 2 3:3:1:1

6 7 4 4 1 2 7:4:4:1

7 7 4 3 2 2 7:4:3:2

8 8 4 2 2 2 4:2:1:1

9 5 5 4 2 3 5:5:4:2

10 6 6 3 1 3 6:6:3:1

11 6 5 3 2 3 6:5:3:2

12 7 6 2 1 3 7:6:2:1

13 7 5 3 1 3 7:5:3:1

14 7 5 2 2 3 7:5:2:2
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15 8 5 2 1 3 8:5:2:1

16 8 4 3 1 3 8:4:3:1

17 9 4 2 1 3 9:4:2:1

18 10 2 2 2 3 5:1:1:1

19 9 3 2 2 3 9:3:2:2

20 5 5 5 1 4 5:5:5:1

21 5 5 3 3 4 5:5:3:3

22 6 4 3 3 4 6:4:3:3

23 7 7 1 1 4 7:7:1:1

24 8 6 1 1 4 8:6:1:1

25 8 3 3 2 4 8:3:3:2

26 9 5 1 1 4 9:5:1:1

27 9 3 3 1 4 9:3:3:1

28 10 4 1 1 4 10:4:1:1

29 10 3 2 1 4 10:3:2:1

30 11 2 2 1 4 11:2:2:1

31 7 3 3 3 5 7:3:3:3

32 11 3 1 1 5 11:3:1:1

33 12 2 1 1 5 12:2:1:1

34 13 1 1 1 6 13:1:1:1

附件表格 1

附件二、三堆 24 顆的組合明細和移動次數記錄

組別 數字 1 數字 2 數字 3 步數 比值

1 8 8 8 0

2 12 8 4 1 3:2:1

3 14 8 2 2 7:4:1

4 16 4 4 2 4:1:1

5 10 8 6 2 5:4:3

6 15 8 1 3 15:8:1

7 18 4 2 3 9:2:1

8 13 8 3 3 13:8:3

9 11 10 3 3 11:10:3

10 14 6 4 3 7:3:2

11 10 10 4 3 5:5:2

12 13 6 5 3 13:6:5

13 11 8 5 3 11:8:5

14 9 8 7 3 9:8:7

15 19 4 1 4 19:4:1
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16 20 2 2 4 10:1:1

17 16 6 2 4 8:3:1

18 12 10 2 4 6:5:1

19 17 4 3 4 17:4:3

20 16 5 3 4 16:5:3

21 15 5 4 4 15:5:4

22 13 7 4 4 13:7:4

23 11 9 4 4 11:9:4

24 11 7 6 4 11:7:6

25 21 2 1 5 21:2:1

26 17 6 1 5 17:6:1

27 13 10 1 5 13:10:1

28 19 3 2 5 19:3:2

29 17 5 2 5 17:5:2

30 15 7 2 5 15:7:2

31 13 9 2 5 13:9:2

32 11 11 2 5 11:11:2

33 14 7 3 5 14:7:3

34 14 5 5 5 14:5:5

35 10 9 5 5 10:9:5

36 10 7 7 5 10:7:7

37 22 1 1 6 22:1:1

38 20 3 1 6 20:3:1

39 18 5 1 6 18:5:1

40 16 7 1 6 16:7:1

41 14 9 1 6 14:9:1

42 12 11 1 6 12:11:1

43 12 7 5 7 12:7:5

44 18 3 3 999 6:1:1

45 15 6 3 999 5:2:1

46 12 9 3 999 4:3:1

47 12 6 6 999 2:1:1

48 9 9 6 999 3:3:2

附件表格 2

附件三、四堆 32 顆的組合明細和移動次數記錄

組別 數 1 數 2 數 3 數 4 步數

1 8 8 8 8 0

2 12 8 8 4 1 3:2:2:1
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3 14 8 8 2 2 7:4:4:1

4 12 10 8 2 2 6:5:4:1

5 16 8 4 4 2 4:2:1:1

6 12 12 4 4 2 3:3:1:1

7 14 8 6 4 2 7:4:3:2

8 10 8 8 6 2 5:4:4:3

9 15 8 8 1 3 15:8:8:1

10 14 9 8 1 3 14:9:8:1

11 13 10 8 1 3 13:10:8:1

12 12 11 8 1 3 12:11:8:1

13 12 10 9 1 3 12:10:9:1

14 18 8 4 2 3 9:4:2:1

15 16 10 4 2 3 8:5:2:1

16 14 12 4 2 3 7:6:2:1

17 17 8 5 2 3 17:8:5:2

18 13 12 5 2 3 13:12:5:2

19 16 8 6 2 3 8:4:3:1

20 14 10 6 2 3 7:5:3:1

21 12 12 6 2 3 6:6:3:1

22 15 8 7 2 3 15:8:7:2

23 17 8 4 3 3 17:8:4:3

24 14 11 4 3 3 14:11:4:3

25 14 8 7 3 3 14:8:7:3

26 13 8 8 3 3 13:8:8:3

27 11 10 8 3 3 11:10:8:3

28 20 4 4 4 3 5:1:1:1

29 18 6 4 4 3 9:3:2:2

30 14 10 4 4 3 7:5:2:2

31 15 7 6 4 3 15:7:6:4

32 12 10 6 4 3 6:5:3:2

33 13 8 7 4 3 13:8:7:4

34 10 10 8 4 3 5:5:4:2

35 13 8 6 5 3 13:8:6:5

36 12 8 7 5 3 12:8:7:5

37 11 8 8 5 3 11:8:8:5

38 11 8 7 6 3 11:8:7:6

39 9 8 8 7 3 9:8:8:7

40 19 8 4 1 4 19:8:4:1
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41 18 9 4 1 4 18:9:4:1

42 17 10 4 1 4 17:10:4:1

43 16 11 4 1 4 16:11:4:1

44 15 12 4 1 4 15:12:4:1

45 14 13 4 1 4 14:13:4:1

46 18 8 5 1 4 18:8:5:1

47 17 9 5 1 4 17:9:5:1

48 16 10 5 1 4 16:10:5:1

49 14 12 5 1 4 14:12:5:1

50 13 13 5 1 4 13:13:5:1

51 17 8 6 1 4 17:8:6:1

52 16 9 6 1 4 16:9:6:1

53 15 10 6 1 4 15:10:6:1

54 14 11 6 1 4 14:11:6:1

55 13 12 6 1 4 13:12:6:1

56 16 8 7 1 4 16:8:7:1

57 15 9 7 1 4 15:9:7:1

58 14 10 7 1 4 14:10:7:1

59 12 12 7 1 4 12:12:7:1

60 20 8 2 2 4 10:4:1:1

61 18 10 2 2 4 9:5:1:1

62 16 12 2 2 4 8:6:1:1

63 14 14 2 2 4 7:7:1:1

64 19 8 3 2 4 19:8:3:2

65 17 10 3 2 4 17:10:3:2

66 16 11 3 2 4 16:11:3:2

67 15 12 3 2 4 15:12:3:2

68 14 13 3 2 4 14:13:3:2

69 22 4 4 2 4 11:2:2:1

70 21 5 4 2 4 21:5:4:2

71 20 6 4 2 4 10:3:2:1

72 19 7 4 2 4 19:7:4:2

73 17 9 4 2 4 17:9:4:2

74 15 11 4 2 4 15:11:4:2

75 19 6 5 2 4 19:6:5:2

76 16 9 5 2 4 16:9:5:2

77 14 11 5 2 4 14:11:5:2

78 18 6 6 2 4 9:3:3:1
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79 17 7 6 2 4 17:7:6:2

80 15 9 6 2 4 15:9:6:2

81 13 11 6 2 4 13:11:6:2

82 13 10 7 2 4 13:10:7:2

83 12 11 7 2 4 12:11:7:2

84 13 9 8 2 4 13:9:8:2

85 10 10 10 2 4 5:5:5:1

86 21 4 4 3 4 21:4:4:3

87 18 7 4 3 4 18:7:4:3

88 15 10 4 3 4 15:10:4:3

89 13 12 4 3 4 13:12:4:3

90 16 8 5 3 4 16:8:5:3

91 14 10 5 3 4 14:10:5:3

92 13 11 5 3 4 13:11:5:3

93 12 12 5 3 4 12:12:5:3

94 15 7 7 3 4 15:7:7:3

95 12 10 7 3 4 12:10:7:3

96 11 11 7 3 4 11:11:7:3

97 19 5 4 4 4 19:5:4:4

98 17 7 4 4 4 17:7:4:4

99 17 6 5 4 4 17:6:5:4

100 16 7 5 4 4 16:7:5:4

101 15 8 5 4 4 15:8:5:4

102 14 9 5 4 4 14:9:5:4

103 13 10 5 4 4 13:10:5:4

104 12 11 5 4 4 12:11:5:4

105 16 6 6 4 4 8:3:3:2

106 13 9 6 4 4 13:9:6:4

107 14 7 7 4 4 14:7:7:4

108 12 9 7 4 4 12:9:7:4

109 11 10 7 4 4 11:10:7:4

110 11 9 8 4 4 11:9:8:4

111 14 7 6 5 4 14:7:6:5

112 12 9 6 5 4 12:9:6:5

113 10 9 8 5 4 10:9:8:5

114 12 8 6 6 4 6:4:3:3

115 10 10 6 6 4 5:5:3:3

116 10 9 7 6 4 10:9:7:6
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117 10 8 7 7 4 10:8:7:7

118 21 8 2 1 5 21:8:2:1

119 20 9 2 1 5 20:9:2:1

120 19 10 2 1 5 19:10:2:1

121 18 11 2 1 5 18:11:2:1

122 17 12 2 1 5 17:12:2:1

123 16 13 2 1 5 16:13:2:1

124 15 14 2 1 5 15:14:2:1

125 20 8 3 1 5 20:8:3:1

126 19 9 3 1 5 19:9:3:1

127 18 10 3 1 5 18:10:3:1

128 17 11 3 1 5 17:11:3:1

129 16 12 3 1 5 16:12:3:1

130 15 13 3 1 5 15:13:3:1

131 14 14 3 1 5 14:14:3:1

132 23 4 4 1 5 23:4:4:1

133 22 5 4 1 5 22:5:4:1

134 21 6 4 1 5 21:6:4:1

135 20 7 4 1 5 20:7:4:1

136 21 5 5 1 5 21:5:5:1

137 20 6 5 1 5 20:6:5:1

138 19 7 5 1 5 19:7:5:1

139 15 11 5 1 5 15:11:5:1

140 19 6 6 1 5 19:6:6:1

141 18 7 6 1 5 18:7:6:1

142 13 11 7 1 5 13:11:7:1

143 13 9 9 1 5 13:9:9:1

144 11 10 10 1 5 11:10:10:1

145 24 4 2 2 5 12:2:1:1

146 23 5 2 2 5 23:5:2:2

147 22 6 2 2 5 11:3:1:1

148 21 7 2 2 5 21:7:2:2

149 19 9 2 2 5 19:9:2:2

150 17 11 2 2 5 17:11:2:2

151 15 13 2 2 5 15:13:2:2

152 23 4 3 2 5 23:4:3:2

153 22 5 3 2 5 22:5:3:2

154 21 6 3 2 5 21:6:3:2



- 26 -

155 20 7 3 2 5 20:7:3:2

156 18 9 3 2 5 18:9:3:2

157 13 13 4 2 5 13:13:4:2

158 18 7 5 2 5 18:7:5:2

159 15 10 5 2 5 15:10:5:2

160 16 7 7 2 5 16:7:7:2

161 14 9 7 2 5 14:9:7:2

162 11 11 8 2 5 11:11:8:2

163 12 9 9 2 5 12:9:9:2

164 11 10 9 2 5 11:10:9:2

165 19 7 3 3 5 19:7:3:3

166 20 5 4 3 5 20:5:4:3

167 19 6 4 3 5 19:6:4:3

168 16 9 4 3 5 16:9:4:3

169 19 5 5 3 5 19:5:5:3

170 18 6 5 3 5 18:6:5:3

171 17 7 5 3 5 17:7:5:3

172 15 9 5 3 5 15:9:5:3

173 16 7 6 3 5 16:7:6:3

174 15 8 6 3 5 15:8:6:3

175 13 10 6 3 5 13:10:6:3

176 12 11 6 3 5 12:11:6:3

177 13 9 7 3 5 13:9:7:3

178 12 9 8 3 5 12:9:8:3

179 10 10 9 3 5 10:10:9:3

180 15 9 4 4 5 15:9:4:4

181 13 11 4 4 5 13:11:4:4

182 18 5 5 4 5 18:5:5:4

183 11 11 6 4 5 11:11:6:4

184 10 9 9 4 5 10:9:9:4

185 14 8 5 5 5 14:8:5:5

186 13 9 5 5 5 13:9:5:5

187 15 6 6 5 5 15:6:6:5

188 11 10 6 5 5 11:10:6:5

189 13 7 7 5 5 13:7:7:5

190 11 9 7 5 5 11:9:7:5

191 10 10 7 5 5 10:10:7:5

192 14 6 6 6 5 7:3:3:3
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193 13 7 6 6 5 13:7:6:6

194 11 9 6 6 5 11:9:6:6

195 12 7 7 6 5 12:7:7:6

196 11 7 7 7 5 11:7:7:7

197 22 8 1 1 6 22:8:1:1

198 21 9 1 1 6 21:9:1:1

199 20 10 1 1 6 20:10:1:1

200 19 11 1 1 6 19:11:1:1

201 18 12 1 1 6 18:12:1:1

202 17 13 1 1 6 17:13:1:1

203 16 14 1 1 6 16:14:1:1

204 15 15 1 1 6 15:15:1:1

205 25 4 2 1 6 25:4:2:1

206 24 5 2 1 6 24:5:2:1

207 23 6 2 1 6 23:6:2:1

208 22 7 2 1 6 22:7:2:1

209 24 4 3 1 6 24:4:3:1

210 23 5 3 1 6 23:5:3:1

211 22 6 3 1 6 22:6:3:1

212 21 7 3 1 6 21:7:3:1

213 17 7 7 1 6 17:7:7:1

214 11 11 9 1 6 11:11:9:1

215 26 2 2 2 6 13:1:1:1

216 25 3 2 2 6 25:3:2:2

217 24 3 3 2 6 24:3:3:2

218 20 5 5 2 6 20:5:5:2

219 22 4 3 3 6 22:4:3:3

220 21 5 3 3 6 21:5:3:3

221 18 8 3 3 6 18:8:3:3

222 16 10 3 3 6 16:10:3:3

223 15 11 3 3 6 15:11:3:3

224 14 12 3 3 6 14:12:3:3

225 13 13 3 3 6 13:13:3:3

226 17 6 6 3 6 17:6:6:3

227 14 9 6 3 6 14:9:6:3

228 11 9 9 3 6 11:9:9:3

229 16 6 5 5 6 16:6:5:5

230 15 7 5 5 6 15:7:5:5
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231 12 10 5 5 6 12:10:5:5

232 11 11 5 5 6 11:11:5:5

233 9 9 9 5 6 9:9:9:5

234 9 9 8 6 6 9:9:8:6

235 9 9 7 7 6 9:9:7:7

236 26 4 1 1 7 26:4:1:1

237 25 5 1 1 7 25:5:1:1

238 24 6 1 1 7 24:6:1:1

239 23 7 1 1 7 23:7:1:1

240 27 2 2 1 7 27:2:2:1

241 26 3 2 1 7 26:3:2:1

242 25 3 3 1 7 25:3:3:1

243 20 6 3 3 7 20:6:3:3

244 17 9 3 3 7 17:9:3:3

245 17 5 5 5 7 17:5:5:5

246 28 2 1 1 8 28:2:1:1

247 27 3 1 1 8 27:3:1:1

248 23 3 3 3 8 23:3:3:3

249 29 1 1 1 9 29:1:1:1

附件表格 3

附件四、四堆 32 顆堆數組計算表格

a b (c+d) (c+d)-2(b-1)

1 1 30 30 15

1 2 29 27 13

1 3 28 24 12

1 4 27 21 10

1 5 26 18 9

1 6 25 15 7

1 7 24 12 6

1 8 23 9 4

1 9 22 6 3

1 10 21 3 1

2 2 28 26 13

2 3 27 23 11

2 4 26 20 10

2 5 25 17 8

2 6 24 14 7

2 7 23 11 5



- 29 -

2 8 22 8 4

2 9 21 5 2

2 10 20 2 1

3 3 26 22 11

3 4 25 19 9

3 5 24 16 8

3 6 23 13 6

3 7 22 10 5

3 8 21 7 3

3 9 20 4 2

4 4 24 18 9

4 5 23 15 7

4 6 22 12 6

4 7 21 9 4

4 8 20 6 3

4 9 19 3 1

5 5 22 14 7

5 6 21 11 5

5 7 20 8 4

5 8 19 5 2

5 9 18 2 1

6 6 20 10 5

6 7 19 7 3

6 8 18 4 2

7 7 18 6 3

7 8 17 3 1

8 8 16 2 1

總組數 249

附件表格 4



【評語】080410 

1.利用數學方法試圖找出四推石頭移動時的規律性及判斷法

則，以推測出移動的最少次數，頗符合數學探究精神。但隨

著複雜度增加，尚未討論完整，可再接再勵。 

2.能製作出階層圖，呈現石頭比例和移動次數之間的關係，

建議作者能進一步觀察階層圖，或許能分析出更完整的結

果。 
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