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得獎感言 

 
 

    這是一次令人感到光榮，並且難以忘懷的經驗。我們能夠代表學校參加全國科

展，在比賽中展現我們在校所學的專題能力，同時也向評審老師們、教授們學習更

多的科學知識，這是我們組員共同的努力、老師辛勤的指導，再加上麗山高中給予

我們這樣的機會展現自我的潛力。 

    在嘗到甜美的果實之前，我們也吃了不少的苦。作數學專題最困難的是：找到

自己要做的題目，適不適合?能不能延伸推廣?我們經歷過一段辛苦尋找數學題目的

過程，花費了很長時間在尋找及研究，最灰心的是用了整個寒假卻沒做出什麼成果。

馬總統在勉勵我們這群小科學家時說過：科學家在做研究時，最辛苦的地方在於等

待實驗的結果。我們熬過最辛苦的階段，這一切的努力、一切的付出都是值得的。 

    比起獎狀、獎盃，我們在參與比賽的過程，是比任何形式上的獎品來的更為重

要。辛苦的耕耘，換得甜美的果實，果實固然甜美，但是那努力的過程未嘗不是一

番獨特的滋味。 



摘     要 
本研究在探討圓上一動點 P 與其內接正 n 邊形及外切正 n 邊形的關係，其所衍生的極值與定

值問題，是本研究討論的主要方向。 

為了敘述的方便，本研究將過圓內接正 n 邊形各頂點的外切正 n 邊形稱為其相關外切正 n 邊

形。針對圓上一動點 P，本作品分為以下幾項研究： 

一、探討點 P 到其內接正 n 邊形各頂點距離之一次方和、平方和、四次方和。 

 

二、探討點 P 到其內接正 n 邊形各邊距離乘積。 

 

三、探討點 P 到其內接正 n 邊形及其外切正 n 邊形各邊距離一次方和、平方和。 
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3四、由點 P，對其外切正三角形各邊作投影點 ，探討 的面積。 1 2C C C、 、 1 2 3C C C
 

五、探討點 P 到其外切正 n 邊形各頂點距離平方和。 
 
六、作過點 P 的切線 L，探討其內接正 n 邊形各頂點到 L 的距離乘積。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



壹、研究動機 
在幾何的課外閱讀中，我們接觸到兩個有趣的定理─西姆松定理及維維安尼定理。 
這兩個由動點產生固定結果的定理，令我們產生興趣，於是我們想利用這兩個關係做延伸探

討，在使用 GSP 繪圖軟體不停地實驗後，試著將動點 P 與正 n 邊形的頂點和邊做了一些連結，

發現許多文獻中未曾提過的結果，我們並試著利用高一所學的「三角函數的廣義角」、「和角

公式」、「正弦定理」、「積化和差」、「棣美弗定理」等觀念及運算技巧展開研究。 
 

※西姆松定理(圖 0-1)： 
P 為圓 O 上任一點， 為圓 O 之內接三角形，P 點在1 2 3A A AΔ 1 2 3A A AΔ 各邊的投影分別為

1 2 3B B B、 、 ，則 1 2 3B B B、 、 共線，此線稱為西姆松線。 

維維安尼定理(圖 0-2)： 

的距離之和為定值。 
次為 ，正 n 邊形面積為 S， 

邊長為 a，則

 

(圖0-1)
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※

正 n 邊形內任一點 P 到各邊

設正 n 邊形 1 2 nA A A 內任一點 P 到各邊的距離依 1 2, , , nh h h

1 2
2Sh+ =nh h
a

+ + (成定值)。 

 3

h4

h1

hn-1
h2hn

h3

(圖0-2)
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貳、研究目的 
找出圓上一動點 P 與其內接正 n 邊形、 ，

參、研究設備及器材 
紙、筆、電腦、GSP 繪圖軟體、

肆、研究過程或方法 
一、研究方法： 

外切正 n 邊形之頂點與邊所衍生的極值與定值之公式

並予以證明。 
 

MathType 6。 
 

 
 

決定研究主題 

閱讀相關文獻 

搭配 GSP 軟體進行實驗 

推導一般式並證明 

結論 

整理歸納 

尋
找
否
定
的
特
例 

否
定
臆
測 

推
廣
延
伸 臆測結果 
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、研究過程： 
動點 P 到其內接正 n 邊形各頂點距離之和。 

二

  (一)探討圓上一

    1.正三角形情況(圖 1-1)： 

θ

(圖1-1)

O

A3

A1

A2

P

 
設圓半徑為 R， 31 2 1 A A P A A P θ∠ = ∠ =  

      則 1PA 、 2PA 、 3PA 所對圓周角分別為θ 、
3
πθ + 、

3
π θ−  

      由正弦定理得 

    

1

2

3

   2 sin

   2 sin
3

2   2 sin 2 sin
3 3

PA R

PA R

PA R R

θ
πθ

π πθ θ

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛= − = +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

  

      所以 1 2PA PA PA+ +  3

 
 
 
 
 
 
 

      當

 

 

2 sin sin sin
3 3

2 sin sin cos cos sin sin cos cos sin
3 3 3 3

2 sin 1 cos cos cos sin sin
3 3 3 3

2 sin 2cos sin 2 sin 3 cos 2 2sin
3 3

R

R

R

R R R

π πθ θ θ

π π π πθ θ θ θ θ

π π π πθ θ

π πθ θ θ θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + = +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
4R⎡ ⎤⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

6
πθ = 時，

1

3

i

iPA
=

∑ 有極大值 4R 
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2. (圖 1-2)： 
 
 
 
 
 
 
 

 

圓半徑為 R，

正四邊形情況

P

 
 

 
 
 
設 1 2 1 4A A P A A P θ∠ = ∠ =  

則 1PA 、 2PA 、 3PA 、 4PA 所對圓周角分別為θ 、
4
πθ + 、

2
πθ + 、

4
π θ−  

      正弦定理得 

      

由

1

2

3

4

2 sin

2 sin           
4

2 sin
2

32 sin 2 sin
4 4

PA R

R

R

R R

θ
πθ

πθ

PA

PA

PA π πθ θ

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

      故 1 2 3 4PA PA PA PA+ + +  

2 sin sinR sin sin
4 2 4

2 sin sin cos cos sin sin cos cos sin sin cos cos sin
4 4 2 2 4 4

2 sin sin cos cos sin sin sin cos cos sin
4 4 2 4 4

2 sin 1

R

R

R

π π πθ θ θ θ

π π π π π π

cos

θ θ θ θ θ θ θ

π π π π πθ θ θ θ θ θ

θ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

= +

( ) ( )

cos cos cos sin sin sin
4 4 4 4 2

2 sin 2 1 cos 2 4 2 2 sin 2 4 2 2R R R

π π π π πθ

θ θ θ α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤= + + = + + ≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

其中
2 1sin

4 2 2
α +
=

+
、

1cos
4 2 2

α =
+

 

θ

(圖1-2)

O

A3

AA 41

A2
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當
8
πθ = 有極大值 2 4 2 2 2 csc

8
R R π

+ =  時，
1

4

i

iPA
=

∑
 

3.根據正三角形、正四邊形的結論，我們做了正 n 邊形情況的臆測，並予以證明。 

 
證明： 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

失一般性，設 P

定理一(圖 1-3)： 

半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各頂點距離之和1 2...... nA A A
1

n

i
i

PA
=
∑ 有

極大值，且其值為 2 csc
2

R
n
π  

 

 

 
 

不 點落於 1 nA A 上， 1PA 所對圓周角 1 2 1 nA A P A A P θ∠ = ∠ = ，圓半徑 R 

正弦定理得 由

1

2

2 sin

2 sin

12 sin

12 sin 2 sin

i

n

PA R

PA R
n

iPA R
n

nPA R R
n n

θ
πθ

θ π

π θ θ π

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

　

 

　

　

　

θ

(圖1-3)

O

A1

An
P

An-1

A2



1

1

1 1
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(圖2-1)

B2

C1

B3

C2

B1

C3

O

D3D1

D2

A2A1

A3

P

2
n

PA sin sin sin + sin

12 sin

i
i

n

i

i nR
n n n

iR
n

πθ θ θ π θ π

θ π

=

=

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
−⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

所以

  

      將等式兩邊同乘以

∑

sin
2n
π

，再利用積化和差運算。 

1
sin PA

2

n

i
in

π
=
∑  

1

12 sin sin
2

n

i

iR
n n
π θ π

=

−⎛ ⎞= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

1

2 3 2 1cos cos
2 2

n

i

i iR
n n

θ π θ π
=

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛= + − +⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦
∑  ⎞

⎟
⎠

分項對消，只剩前後兩項。 

12 2 2i
in n n

2 1sin cos cos

 cos cos
2 2

 2 cos
2

n nPA R

R
n n

R
n

π πθ θ π

π πθ θ

πθ

=

⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎠ ⎝ ⎠⎝⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

　　　　　 

　　　　　

 

1
2 cos csc 2 csc

2 2 2

n

i
i

PA R R
n n n
π π πθ

=

⎛ ⎞= − ⋅ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑所以　  

當
2n
πθ = 2 csc

2
R

n
π  

1

n

PA∑時， i
i=

有極大值

 
  (二)探討圓上一動點 P 到其內接正 n 邊形各邊距離乘積，與該點到其相關外切正 n 邊形各

邊距離乘積。 

    1.正三角形情況(圖 2-1)： 
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L

(圖2-2)

C1

B1 O

A1

P

A2

設圓半徑 R， 弦切角等於圓周角)  

由正弦定理得

1 1 2 1 3 1 PAC PA A PA A∠ =∠ =∠ (

1
1 1 2 1 3 1sin sin sin

2
PAPAC PA A PA A

R
∠ = ∠ = ∠ =  

1 2
1 2 2 1sin

2
PA PAPB PA PA A

R
⋅

= ⋅ ∠ =   所以

2

1
1 1 1 1sin

2
PAPC PA PAC

R
= ⋅ ∠ =       

3 22
2 3 2 3 3 2 3 3sin sin

2 2
PA PAPAPB PA PB A PA PA A PA

R R
⋅

= ∠ = ∠ = ⋅ =   同理

2

2
2 1 2 2

PC PA A A2 2 2 2sin sin PAPA C PA P
R

= =     ⋅ ∠ = ⋅ ∠

1 31
3 3PB PA 3 1 3sin

2 2
PA PAPAPA A PA   

R R
⋅

⋅ ∠ = ⋅ =  =

2

3
3 3 3 3 3 2 3sin sin

2
PAPC PA PA C PA PA A

R
= ⋅ ∠ = ⋅ =     ∠

1 2 3 1 2 3PB PB PB PC PC PC⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
2 2

1 2 3
3(2 )

PA PA PA
R

⋅ ⋅
=  所以

2

2.  
引理一(圖 2-2)： 
為了推廣及證明一般的情況，我們先證明了一個引理。

已知半徑為 R 的圓 O，L 為過 的切線，若 P 為圓上任一點，1A 1 1PB A A⊥  2 於 1B 點， 

於C1點，則 1 2
1 2

PA PAPB
R
⋅

= ，

2

1
1 2

PAPC R=  1PC L⊥

證明： 
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(圖2-3)

C2
D1

D2 Dn

C1 Cn

BnB2

B1

O

A1
A2

A3

An-1

An

P

Dn-1

為 弦切角等於圓周角) 

      正弦定理得

1 1 2 1PAC PA A∠ = ∠ (因

1
2 1 1 1sin sin 2

PAPA A PAC R∠ = ∠ =  由

      在 中，2 1PA BΔ 1 2
1 2 2 1sin

2
PA PAPB PA PA A

R
⋅

= ⋅ ∠ =  故

      中，1 1PACΔ
2

1
1 1 1 1sin

2
PAPC PA PAC

R
= ⋅ ∠ =  在

 
    3.根據正三角形的情況和引理一，我們證明正 n 邊形情況的一般式。 

理二(圖 2-3)： 定

半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各邊距離乘積1 2 nA A A
1

n

i
i

PB
=
∏ ， 

恆等於該點到其相關外切正 n 邊形 各邊距離乘積1 2 nD D D
1

n

i
i

PC
=
∏ ，其值

2 2 2 2 2
1 2 3

1 1i i= = 1

1
(2 ) (2 )

n n n
n

i i in n
i

PA PA PA PAPB PC PA
R R =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = =∏ ∏ ∏  

證明： 

 

 
 
 
 

 

失一般性，設 P 落於

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

1 2A A ，P 點是圓上任一點，圓半徑為 R  不

1i iA A+ 上的投影，其中1 i n≤ ≤iB 為 P 在內接正 n 邊形 ， 1 1nA A+ =  

-1i iD D 上的投影，其中1 i n≤ ≤C 為 P 在相關外切正 n 邊形 ，                  0 nD D=i
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引理一 由

2 31 2

1
22 2

1 2

1

2 2 2
1

n
n

i
i

n

PA PA PA PAPA PAPB
R R R

PAPA PA

=

⋅ ⋅⋅
= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅

 

所以

∏

2 2 2
n

i
i

PC
R R R

=
∏　

2 2 2

2 3 1n n PA PA PAPC ⋅ ⋅ ⋅
= =∏ ∏

2 2
1

1 1 1(2 ) (2 )

n
n

i i in n
i i i

PAPB PA
R R= = =

⋅
= ∏  

 
  (三)探討圓上一動點 P 到其內接正 n 邊形各邊距離之和。 
    1.正三角形情況(圖 3-1)： 

(圖3-1)

θ

B2

B3

BA 11

O

A A2 3

P

 
設圓半徑為 R， 31 2 1 A A P A A P θ∠ = ∠ =  

由引理一得 1 2
1 2

PA PAPB
R
⋅

= ， 2 3
2 2

PA PAPB
R
⋅

= ， 3 1
3 2

PA PAPB
R
⋅

=  

1 2 sinPA R θ=  其中

2

3

2 sin
3
22 sin 2 sin
3 3

PA R

PA R R

π θ

π πθ θ

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛= + =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

 
⎞− ⎟
⎠

1 2B 3PB P PB+ +  所以

2 3 31 2

2 2 2
PAPA PA

R R R
1

sin sin sin sin sin sin
3 3 3 3

PA PA PA

π π π π2R θ θ θ θ θ θ

⋅ ⋅⋅
+

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 
= +

=



2 2

2

3 1 3 1 3 12 sin cos sin cos sin sin cos sin
2 2 4 4 2 2

1 3 1 12 3 sin cos cos 2 sin 2 cos 2
4 2 2 4

 12

( )
( )

( )
1

02cos ,
cos

n

t

k ntk n k N
n n k k n
π α

α=

⎧⎪⎛ ⎞+ = ∈⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎩

∑

引理二：

若 不是 的倍數
其中

若 為 的倍數

1 52 sin 2
6 4 2

R

R R

R R

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

πθ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞= + − = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞= + + ≤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

當 有最大值
5
2

R  =
6
πθ ，

1

3

k

kPB
=

∑
 

2.根據上例，圓上一動點 P 到其內接正 n 邊形各邊距離之和的極大值並無法一眼判斷 為

了後續的論証，我們引入一個有關三角級數和的引理，以便於討論正 n 邊形的情況。 
 
       
 
 

證明： 

數令複 2 2cos sin kZ ikt t
n n
π π 根據棣美弗定理我們知道= + ， 1=Z n  

移項後因式分解得到 0( )( )1 21 1n nZ Z− −− + + + +  Z Z =

(1)當 1Z = 時，則
n
ktπ2 =1cos ，

n
ktπ2 =0 sin

所以我們知道 k 必為 n 的倍數。 

因此
1 1 1

2 2 2cos cos cos sin sin cos
n n n

t t t

t kt ktk k k n
n n n
π π kπα α α

= = =

⎛ ⎞+ = ⋅ − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑ ∑  α

(2)當 Z1 2 1 0n nZ Z− −+ + + + = 時，則
1

2 2cos sin
n kt ktiπ⎛ 0

t n n
π

=

⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

展開後得到

∑  

1 1t t

i
= =

2 2cos sin 0
n nkt kt

n n
π π
+ =∑ ∑  

所以
1

2cos 0
n

t

kt
n
π

=

=∑ 且
1

2sin 0
n

t

kt
n
π

=

=∑  

因此
1 1 1

2 2cos cos cos sin sin
n n n

t t t

t ktk k k
n n
π πα α α

= = =

⎛ ⎞+ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∑ ∑ ０ 2kt

n
π

由(1)、(2)的結果得證。 
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3.根據引理一、引理二，我們證明正 n 邊形情況的一般式。 
定 ： 理三(圖 3-2)

半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各邊距離之和1 2 nA A A
1

n

i
i

PB
=
∑ 有極 

( )2 cos 2R n
n
π⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

 大值，且其值為

證明： 

(圖3-2)

θ

Bn

Bn-1B1

O

A1

An
P

An-1

A2

 

不失一般性，設 P 點落於 上，1 nA A 1PA 所對圓周角 1 2 1 nA A P A A P θ∠ = ∠ = ，圓半徑 R  

由引理一得 1

2
i i

i
PA PAPB

R
+⋅

= ，1 i n≤ ≤ ， 1 1nA A+ =  

12 sini
iPA R
n

θ π−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 其中

1
1 1

1 1 2 2

n n
i i n

i
i i

PA PA PA PAPB
R R

−
+

= =

⋅ ⋅
= +∑ ∑  所以

1

1

1 12 sin sin 2 sin sin
n

i

i i nR R
n n n

θ π θ π θ π θ
−

=

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

( )

1

1

1

1

2 1cos 2 cosR
n n

cos 2 cos

2 12 cos cos cos 2

n

i

n

i

i
n n

iR n
n n n

π

2

π πθ

π ππ θ

−

=

−

=

⎧ ⎫⎡ − ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞− −θ π⎛ ⎞= − + +

θ− +

⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
⎡ − ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  

由引理二得

⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢∑

1

2 1cos 2 0
n

i

i
n

θ π
=

−⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  
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所以
1

1

2 1 2 1cos 2 cos 2
n

i

i n
n n

θ π θ
−

=

− −⎛ ⎞ ⎛− + = −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

∑  π ⎞⎟
⎠

可得 ( )
1

2 12 cos cos 2 cos 2
n

i
i

nPB R n
n n n
π πθ π θ

=

⎡ −⎛ ⎞ ⎛= − + + + −⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦
∑  ⎤⎞⎟

⎠

          ( ) ( )2 cos 2cos 2 2 cos 2R n R n
n n
π πθ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡= − + − ≤ − +⎜ ⎟⎢ ⎥ n

π ⎤
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣⎣ ⎦

 
⎦

當
2n
πθ = 有最大值 ( )2 cos 2R n

n
π⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

 時，
1

n

i
i

PB
=
∑

 
  (四)探討圓上一動點 P 到其內接正 n 邊形各邊距離平方和為定值。 
    1.正三角形情況(圖 4-1)： 

 
 

 
 

 

圓半徑為 R，

B1

 
 
 

 
 

 
 
 
設 31 2 1 A A P A A P θ∠ = ∠ =  
由引理一得 

1 2
1 2

PA PAPB
R
⋅

= ， 2 3
2 2

PA PAPB
R
⋅

= ， 3 1
3 2

PA PAPB
R
⋅

=  

其中 1 2 sinPA R θ= ， 2 2 sin
3

PA R π θ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 3
22 sin 2 sin
3 3

PA R Rπ πθ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

 ⎟
⎠

以所
2 2

1 2PB PB PB+ +  
2

3

22 2 2

22 22 2
2 2

sin sin sin sin
3 3 3 3

3 1 3 14 2sin cos s cos sin
2 2 2 2

R

π π π πθ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

⎧ ⎫
24 sin sinR θ

in
⎛ ⎞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − + −⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎜ ⎟⎢

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

 

(圖4-1)

θ

B2

B3

O

A3
A2

A1
P



2
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 2 4 2 4 2

3 1 3 1

2

2sin cos sin cos sin
4 4 4 4

3 1 34 2sin sin sin
4 2 4

3 9 3 9 94 sin sin sin sin 4
2 16 2 16 4

R

4R

R R R

θ θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞= − + − + = × =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
2.根據上例，我們利用引理一、引理二，證明正 n 邊形情況的一般式。 

定理四(圖 4-2)： 

= +

半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各邊距離平方和恆為定1 2 nA A A
2 2cos 2

2
nR

n
π⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

 值，且其值為

 15

θ

(圖4-2)

Bn

Bn-1B1

O

A1

An

An-1

A2

P

證明： 
 

 

 

 
 

失一般性，設 P 點落於 上，

 
 
 
 
 

 

 
 

1 nA A 1 2 1 nA A P A A P θ∠ = ∠ =  不

1

2
i i

i
PA PAPB

R
+⋅

= ，其中
12 sini

iPA R
n

θ π−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，1 i n≤ ≤由引理一得 ，

以

1 1nA A+ =  

2

1

n

i
i

PB
=
∑

2 2
1

1 1

1 2 2

n
i i n

i

PA PA PA PA
R R

−
+

=

⎛ ⎞ ⎛⋅ ⋅
= +⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
∑  

⎞
⎟
⎠

所

2 21
2

1i n n=

1 14 sin sin sin sin
n i i nR

n
θ π θ π θ π θ

−⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⋅ + + + ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎦ ⎣ ⎦
⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎠⎣⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

( )
2 21

24 s si
n

R θ
−⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎛= + + ⋅∑
1

1 1in sin sin n
i

i i n
n n n

θ π π θ π θ π
=

⎫⎤ ⎡− − ⎪⎛ ⎞ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
 



2
2

1

2 2 2

1

2 2 2

1 1

2

2 1cos cos 2

2 1 2 1cos 2cos cos 2 cos 2

2 1 2 1cos 2cos cos 2 cos 2

cos

n

i

n

i

n n

i i

iR
n n

i iR
n n n n

i iR n
n n n n

R n

π θ π

π π θ π θ π

π π θ π θ π

=

=

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪⎛ ⎞= + +⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= ⋅

∑

∑

∑ ∑
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(圖5-1)

Cn Cn-1
C2

C1
Dn

D1 Dn-1

O

An
A1

A2 An-1

P

2

1 1

2 1 1 4 22cos cos 2 1 cos 4
2

n n

i i

i i
n n n n
π π θ π θ π

= =

⎧ ⎫⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑

 

2 2

1 1

2 1 4 2cos 2cos cos 2 cos 4
2

n n

i i

i n iR n
n n n n
π π θ π θ

= =

⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛= ⋅ + + + + +⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦
∑ ∑  π ⎞⎟

⎠

由引理二得
1

2 1cos 2 0
n

i

i
n

θ π
=

+⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 且
1

4 2cos 4 0
n

i

i
n

θ π
=

−⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

2

1

n

i
i

PB
=
∑

2
2 2 2cos cos 2

2 2
n nRR n

n n
π π⎛ ⎞ ⎛= + =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
 所以
⎞+ ⎟
⎠

 
(五)探討圓上一動點 P 到其內接正 n 邊形各頂點距離平方和。 

     1.根據引理一，我們知道動點 P 到其內接正 n 邊形各頂點平方和，與 P 點到其外切正 n
邊形各邊距離之和有直接的關係，所以我們將維維安尼定理改成以下的形式，並利用它

來推證動點 P 到其內接正 n 邊形各頂點距離平方和公式。 

： 引理三(圖 5-1)

半徑為 R 之圓上一點 P，到其外切正 n 邊形 各邊的距離和1 2 nD D D
1

n

i
i

PC
=
∑ 為定

值，且其值為 nR。 
證明： 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

不失一般性，設 P 點落於

 

 

1 2A A 上，正 n 邊形邊長為 a、面積為 S 
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     所以 1 2 2 3 1 1
1 1

1
2 2

n n

n n n i
i i

aS PD D PD D PD D PD D PC a PC−
= =

= + + + + = ⋅ = i∑ ∑   

1 2 2
a RS n OD D n ⋅

= ⋅ = ⋅ ，所以
1

n

i
i

PC nR
=

=∑      又正 n 邊形面積        

 
2.我們利用引理一、引理三，證明正 n 邊形情況的一般式。 

定理五(圖 5-2)： 
半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各頂點距離平方和恆為1 2 nA A A

22nR  定值，且其值為

 證明：

θ

(圖5-2)

Cn Cn-1
C2

C1
Dn

D1 Dn-1

An

O

A1

P

A2 An-1

 
設圓半徑為 R 

由引理一得

2

2
i

i
PAPC

R
= .，

所以

1 i n≤ ≤  

( )2

1 2
1

2 ......
n

i n
i

PA R PC PC PC
=

= + + +∑  

1 2 ...... nPC PC PC nR+ + + =  由引理三得

2 2

1
2

n

i
i

PA nR
=

=∑  所以
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(六)探討圓上一動點 P 到其內接正 n 邊形各頂點距離四次方和。 

定理六(圖 6-1)： 
R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各頂點的距離四次方和恆1 2 nA A A半徑為

46nR  為定值，且其值為

證明： 

P

(圖6-1)

θ

O

A1

An

An-1

A2

 

不失一般性，設 P 點落於 上， 1 nA A 1PA 所對圓周角 1 2 1 nA A P A A P θ∠ = ∠ =  

12 sini
iPA R
n

θ π−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，1 i n≤ ≤  由正弦定理

4
4

1 1

12 sin
n n

i
i i

iPA R
n

θ π
= =

⎡ − ⎤⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑  所以

2
4

1

4 22 24 1 c cos 2
n iθ π θ π
1

4 2

1 1

4

1

1 2 216 1 cos 2
2

2 2os 2

2 24 1 cos 2 cos 2

1 4 44 0 1 cos 4
2

n

i

i

n n

i i

n

i

iR
n

iR
n n

iR
n n

iR n
n

θ π

2 2iθ π θ π

θ π

=

=

= =

=

⎡ ⎤⎛ − ⎞⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
− ⎤⎛ ⎞ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ − − ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ − ⎤
= − + + +⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∑ ∑
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

 

由引理二得

⎡ − ⎛= − + +∑

⎛ ⎞
⎜ ⎟

4 4cos 4 0i
n

θ π−⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以
4 4 4

1

4 6
2

n

i
i

nPA R n nR
=

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  
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(七)探討圓上一動點 P 到其外切正 n 邊形各邊距離平方和。 

定理七(圖 7-1)： 
半徑為 R 之圓上一動點 P，到其外切正 n 邊形 各邊距離平方和恆為定1 2 nD D D

23
2 nR  值，且其值為

證明： 

θ

(圖7-1)

Cn Cn-1
C2

C1
Dn

D1 Dn-1

An

O

A1

P

A2 An-1

 
 

設圓半徑為 R， 1 2 1 nA A P A A P θ∠ = ∠ =  
2

2
i

i
PAPC

R
=由引理一得 ，

所以

1 i n≤ ≤  

22
2 4

2
1 1 1

1
2 4

n n n
i

i i
i i i

PAPC PA
R R= = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

4
4

1
6

n

i
i

PA nR
=

=∑  由定理六得

2 4 2
2

1

1 36
4 2

n

i
i

PC nR nR
R=

= =∑  所以
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(八)圓上一動點 P，對其外切正三角形各邊作投影點 ，探討 的面積。  

(圖 8-1)： 
1 2 3, ,C C C 1 2 3C C C

定理八

半徑為 R 之圓上一動點 P，對其外切正三角形 各邊作投影點 3 ，則1 2 3D D D 1 2C C C、 、

29 3
16

R  1 2 3C C C 的面 且積恆為定值， 其值為

證明： 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 
 

 

( )

( ) ( )

1 2 1 2

2 3 2 3

3 1 3 1

1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 2 2 3 3 1

2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

1 2sin
2 3
1 2sin
2 3
1 2sin
2 3

1 2= sin + +
2 3

=

PC C PC PC

PC C PC PC

PC C PC PC

C C C PC C PC C PC C

PC PC PC PC PC PC

PC PC PC PC PC PC3
8

π

π

π

π

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

= + +

⋅ ⋅

⎡ ⎤+ + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 由引理三得

⋅ ⋅

1 2 3 3PC PC PC R+ + =  

 由定理七得
2 2 2 2

1 2 3
9=
2

PC PC PC R+ +  

      所以 面積1 2 3C C C
2

2 23 9 9 39
8 2 16

RR R⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
 

(圖8-1)

C3

C2

C1

D2

D3D1 A1

P

O

A3
A2
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(九)探討圓上一動點 P 到其外切正 n 邊形各頂點距離平方和，並把條件放寬，將內切圓放寬

為一般的同心圓。 
1.正三角形情況(圖 9-1)： 

C1

C2
θ

(圖9-1)

O

D3

D1

D2

P

 
 

設圓 、 半徑分別為1C 2C 1R 、 2R ， 1POD θ∠ =  

2
2
3

POD πθ∠ = + ， 3
4
3

POD πθ∠ = +  則

由餘弦定理 

2 2 2
1 1 2 1 2

2 2 2
2 1 2 1 2

2 2 2
3 1 2 1 2

2 cos
22 cos
3

42 cos
3

PD R R R R

PD R R R R

PD R R R R

θ
πθ

πθ

= + −

⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2

1 2PD PD PD+ +  
2

3所以

( )

( )

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2

2 43 2 cos cos cos
3 3

3

R R R R

R R

π πθ θ θ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= +
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2.由上例我們發現證明的過程中，不會利用到圓 與正三角形相切的性質，所以可以放

或 小 於是我們證 正 n 邊形情況的一般式。 

9-2)： 

2C
寬條件，將圓 2C 任意放大 縮 。 明

定理九(圖

以 O 為圓心，作同心圓 、 ，半徑分別為1C 2C 1R 、 2R ，則圓 上一動點 P，到圓 內2C 1C

接正 n 邊形 各頂點距離平方和1 2 nD D D
2

1

n

i
i

PD
=
∑ 恆為定值，且其值為 ( )2 2

1 2n R R+  

證明： 

C1

C2

θ

D1

Dn

(圖9-2)

O

D2
P

D3

D4

Dn-1

 
半徑分別為設圓 1C 、 2C 1R 、 2R ， 1POD θ∠ =  

( )2 1

      

i

i
POD

n
π

θ
−

∠ = +則 ，

又

1, 2, ,i n=  

1 2,iOD R OP R= =  

( )2 2 2
1 2 1 2

2 1
2 cosi

i
PD R R R R

n
π

θ
−⎡ ⎤

= + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 由餘弦定理得

2

1

n

i
i

PD
=
∑ ( ) ( )2 2

1 2 1 2
1

2 1
2 cos

n

i

i
n R R R R

n
π

θ
=

−⎡ ⎤
= + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  所以

( )
1

2 1
cos 0

n

i

i
n

π
θ

=

−⎡ ⎤
+ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ，所以 ( )

2
2 2

1 2
1

n

i
i

PD n R R
=

= +∑  由引理二得
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(十)作通過圓上一動點 P 的切線 L，探討其內接正 n 邊形各頂點到 L 的距離乘積，與其 

相關外切正 n 邊形各頂點到 L 的距離乘積之比值。 

1.正三角形情況(圖 10-1)： 

C2

C1

X軸

L

D3

(圖10-1)

αD1

D2

O A3

A2

A1 P

 
 O 為原點，圓 、 半徑分別為1C 2C 1R 、 2R不失一般性，我們設 ， 落於 x 軸上， 

而 點為圓 上異於頂點 的動點，
3A

P 2C kA 3POA α∠ = 為過 點之圓 的切線。 P 2C， L

( )2 2cos , sinP R Rα α=  可得

2k 2
2 2cos , sin

3 3
k kA R Rπ π⎛ ⎞=

⎠
，⎜ ⎟

⎝
1k = ,2,3 

1 1
2 1 2 1cos , sin

3 3k
k kD R Rπ π+ +⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 1k = ,2,3 

1 1
tanL

OP

m
m α

= − = −  而斜率

之方程式為 ( )2 2
1sin cos

ta
故切線 L

n
y R x Rα α

α
− = − −  

經移項整理得 L： 2 2tan sin tan cos 0x y R Rα α α α+ ⋅ − − =  
由點到直線的距離公式得 

( )
2 3,d A L

2 2 2

2

n cos
3

1 tan
k

R2 2cos tan sin sin tak kR R Rπ πα α α+ ⋅ − α

α

−

+
 =
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2

2 2
2

2

2 2cos tan sin sin tan cos
3 3

sec

2 2cos cos sin sin sin cos
3 3

2cos 1
3

k kR

k kR

kR

π πα α α α

α

π πα α α

πα

+ ⋅ − −
=

= + ⋅ −

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 α−

( )
1 1 2

2

2 1 2 1cos tan sin sin tan cos
3 3,

1 tan
k

k kR R R
d D L

2Rπ α π α α

α

+ +
+ ⋅ − −

=
+

 
α

2 2
1

1 1

2 1 2 1cos tan sin sin tan cos
3 3

sec

R Rk kR
R R

π α π α α

α

+ +
+ ⋅ − −

=  
α

( )2 22
1

1

2 1 2 1cos cos sin sin sin cos
3 3

Rk kR
R

α π α π α α+ +
= + ⋅ − +  

2
1 1

1

2 1 2 1cos cos cos
3 3

Rk kR R
R 3

πα π α π+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

由和差化積得 

( )

( )

2
2 2

1 1

2, cos 1 =2 sin
3 2 3

2 1 1, cos cos =2 sin sin
3 3 2 3 2 3

k

kd D L

k kd A L R R

k k kR R

π α πα

π α π αα π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以

⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
( )

23 3, L

1 ,k kd D L 1
1

sin
2 3

1sin
2 3

k

k

kR
d A

kR

α π

α π= =

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ ∏  

3 3

32 2

1 1

2 3sin sin sin
2 3 2 3 2 3 cos

2 3 4 3sin sin sin
2 3 2 3 2 3

R R
R R

α π α π α π
π

α π α π α π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⋅ − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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2.根據上例，我們做了正 n 邊形情況的臆測，並予以證明。 
定理十(圖 10-2)： 

作通過圓 上一動點 P 的切線 L，則圓 的內接正 n 邊形 各頂點到切線 L2C 2C 1 2 nA A A
的距離乘積，與其相關外切正 n 邊形 各頂點到切線 L 的距離乘積之比值恆1 2 nD D D

cosn

n
π

 為定值，且其值為

證明： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
不失一般性，我們設 為原點， 落於 x 軸上，圓 、 半徑分別為O nA 1C 2C 1R 、 2R ，而 點

為圓 上異於頂點 的動點，

P

2C kA 3POA α∠ = ，L 為過 點之圓 的切線。 

可得

P 2C

( )2 2cos , sinP R Rα α= ， 

R R又OP ( )2 2cos , sinα α= 為 L 的法向量 

故過 P 之切線 L 可表示為 ( ) ( )2 2cos cos sin sin 0x R y Rα α α α− + −  =

經移項整理得 L： 2cos sin 0x y Rα α⋅ + ⋅ − =  

又 2 2
2 2cos , sink
k kA R R
n n
π π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，k=1,2,…,n 

1 1
2 1 2 1cos , sink
k kD R R
n n

π π+ +⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， k=1,2,…,n 

 
 
 

C1

C2

D1

A2D2 A1
DnP

L

X軸

(圖10-2)

α
A3

An
O

An-1



由點到直線的距離公式得 
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( )
2 2 2

2 2

os
,

cos sin
k

2 2c sin sink kcosR R Rπ πα α

α

⋅ + ⋅ ⋅ −
= n nd A L

α +
 

2

2

2 2cos cos sin sin 1

2cos 1

k kR
n n

kR
n

π πα α

πα

= ⋅ + ⋅ ⋅

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
−

       

( )
1 1 2

2 2

2
1

1

1

2 1 2 1cos cos sin sin

cos sin

2 1cos

2 1cos cos

k k

,k

R R R
n nL

RkR
n R

kR
n n

α π α π

α α

α π

πα π

+ +⋅ + ⋅ ⋅ −
=

+

+⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 

( )

d D

由和差化積得

2
2 2

2, cos 1 2 sin
2k

k kd A L R R
n n
π α πα⎛ ⎞ ⎛= − − = −⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
 ⎞⎟

⎠

( ) 1 1
2 1 1, cos cos 2 sin sin

2 2k
k kd D L R R
n n n n

π α π α kα π π+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

 ⎞⎟
⎠

所以
( )
( )

1

,n

k

d A L

= ,
k

kd D L∏  

2
12

1 1 sin1
1

sin sin
2 2

1 1sin
2 2

n

n
k

n
k

k

k kR
n n

Rk kR
n n

α π α π

α α

n R

π π

=

=

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = ⋅⎜ ⎟+ +⎛ ⎞

⎛ ⎞

⎛ ⎞⎝ ⎠− −⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠ ⎠

∏
∏  

⎜
⎝

∏

2 cos
n

nR

1R n
π⎛ ⎞

= =  ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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伍、研究結果 

一、半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各頂點距離之和
1

n

i
i

PA
=
∑1 2...... nA A A 有極大值

且其值為 2 csc
2

R
n
π

。 

 

二、半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形 各邊距離乘積1 2...... nA A A
1

n

i
i

PB
=
∏ ，恆等於

該點到其相關外切正 n 邊形各邊距離乘積
1

n

i
i

PC
=
∏ ，即

2

1 1 1

1
(2 )

n n n

i i n
i i i

PB PC PA
R= = =

= =∏ ∏ ∏ i 。 

 

三、半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形各邊距離之和
1

n

i
i=

PB∑ 有極大值， 

且其值為 ( )2 cos 2R n
n
π⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

 

四、半 動點 P，到其內接正 n 邊形各邊距離平方和恆為定值，且其值為徑為 R 之圓上一
2 2cos 2

2
nR

n
π⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

 

五、半徑為 R 之圓上一動點 P，到其內接正 n 邊形各頂點距離平方和恆為定值，其值為 。 

 

六、半徑為 R 之圓上動點 P，到其內接正 n 邊形各頂點距離四次方和恆為定值，其值為 。 

 

七、半徑為 R 之圓上一動點 P，到其外切正 n 邊形各邊距離平方和恆為定值，且其值為

22nR

46nR

23
2 nR 。 

 

八、半徑為 R 之圓上一動點 P，對其外切正三角形 各邊作投影點 3，

的面積恆為定值，且其值為

1 2 3D D D 1 2C C C、 、 則 1 2 3C C C
29 3

16
R

。 

 

九、以 O 為圓心，作同心圓 、 ，半徑分別為1C 2C 1R 、 2R ，則圓 上一動點 P，到圓 內

接正 n 邊形 各頂點距離平方和

2C 1C

1 2 nD D D
2

1

n

i
i

PD
=
∑ 恆為定值，且其值為 。 

、作通過圓 上一動點 P 的切線 L，則圓 的內接正 n 邊形 各頂點到切線 L
的距離乘積，與其相關外切正 n 邊形 各頂點到切線 L 的距離乘積之比值恆為

定值，且其值為

( )2 2
1 2n R R+

 

2C 2C 1 2 nA A A

1 2 nD D D

cosn

n
π  

十
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C1

C2

A5

(圖11-1)

D2

D4

D5

D3

D1
B5

B4
B3

B2 O

A1

A2

A4

A3

P

B1
 

陸、未來展望 
本研究是以圓上一動點 P 和與圓相切或內接的正 ，我們試著再將條件放寬，n 邊形為討論對象

以正五邊形情況爲例，若把動點的條件改成以動點為中心所形成的正五邊形，則內部正五邊

形頂點到外部正五邊形各頂點及各邊距離之和也有定值的關係。如(圖 11-1) 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 

來我們要找出上述定值公式，並予以證明。 
 
 

 

柒、參考資料 
一、高中數學課本 /三角函數/龍騰出版社。 

、高中數學課本/第三冊/第三章/圓與球/全華出版社。 

四、數學通訊/第一期/用解析法解決平面幾何問題優勢多多。 
五、數學通訊/第十一期//一類高冪次的三角數列求和公式。

、幾何明珠/黃家禮/九章出版社。 
香  

 

 

 

 
 
 
 
未

/第二冊/第二、三章

二

三、數學通訊/第三期/用圖解證明公式。 

 
六

七、數學教育/ 港數學教育學會出版刊物。

2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

2 2 2
A B B A B A+ + +A B A B+ 為定值

8 8 8 8 8

31 1 2 2 3 4 4 5 5A B A B A B B A B+ + +A+ 為定值

6 6 6 6 6

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5A B A B A B A B A B+ + + + 為定值

4 4 4 4 4

1 1 2 3 3 4 4 5 52A B A B A B A B+ + +A B+ 為定值

內部頂點到外部頂點 

2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5B D B D B D B D B D+ + + + 為定值

4 4 4 4 4
B D B D B D B D B D+ + + +1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

為定值

3 3 3 3 3

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5B D B D B D B D B D+ + + + 為定值

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5B D B D B D B D B D+ + + + 為定值

內部頂點到外部邊上的投影點



【評語】040410 

優點：作者試圖整合動點 P 到內接正多邊形、外切正多邊形

的頂點或邊之距離和與乘積之問題及動點 P 在內接正多邊

形、外切 n 邊形邊上的投影點所圍成的面積問題，研究相對

完整，值得鼓勵。 

缺點：參考資料七的內容籠統。 

建議：計算方式可以考慮以複數幾何或是其他幾何工具來處

理部份結果。 
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