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作品名稱： 

凸多邊形周長的分割與包絡 

 

摘要 

    首先探討如何用尺規作圖將過三角形周長上的任一點之周長平分線畫出，並將作圖方法

套用在幾何軟體上，進而利用幾何軟體「顯示軌跡」的功能觀察其包絡線。藉由觀察猜想某

些性質，接著利用嚴謹的數學方法加以證明。再將三角形平分周長線的研究結果延伸至凸多

邊形周長平分線的探討。最後延伸至凸多邊形以 1:k 的比例分割周長線，並且找出直接利用

幾何軟體會出包絡線的方法。 

 

壹、 研究動機： 

    98 年學測數學科試題選填第 I 題：「在 ABC 中， =10AB ，

=9AC ，
3

cos
8

BAC  。設點 P、Q 分別在邊 AB 、 AC 上使得 APQ

之面積為 ABC 面積之一半，則 PQ之最小可能值為？」 

    同時我們也看到了 1971 年全蘇數學奧林匹克中的一題（分三小

題）：「試證：將已知三角形的面積和周長同時等分的直線過該三角形之內心。」 

    這兩題題目中提到的「平分面積之線」以及「平分周長之線」，給了我們一個靈感。在與

老師討論並上網查詢資料後，決定以平分周長之線為研究主題，進行其性質的探討與延伸的

研究。 

 

貳、 研究目的： 

一、找出繪出過三角形邊上任一點之等分周長之線段(以下簡稱等分周線)的方法。 

二、討論三角形等分周線族的包絡線之性質。 

三、將三角形所研究出的結果推廣至凸多邊形，研究其性質是否與三角形的性質有關係。 
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四、將等分周線推廣至1: k 之比例分割（以下簡稱1: k 分周線），並研究其性質是否與等分周

線相關。 

五、藉由等分周線族的包絡線之性質，研究第四點所繪出1: k 分周線族的包絡線之性質。 

六、綜合以上結論，彙整出凸多邊形1: k 分周線的性質，並推導出直接繪出凸多邊形1: k 分周

線族的包絡線之方法。 

 

參、 研究設備及器材 

一、電腦軟體：GeoGebra、GSP 4.07、Microsoft Office Word 2003。 

二、其他：紙、筆、圓規、尺、電腦。 

 

肆、 研究過程 

一、預備知識： 

(一) 包絡線（Envelope）的定義：某參數曲線族 F(x,y,t)=0 ，可找到一曲線 P(x,y)=0 與

F(x,y,t)=0均相切，此 P(x,y)=0 稱為 F(x,y,t)=0的包絡線。 

(二) 包絡線的方程式求法：若曲線族以隱函數形式 F(x,y,t)=0 表示，其包絡線的隱方程，

為

( , , ) 0

 ( , , )
0

F x y t

F x y t

t





 

兩個方程式消去 t 得出。 

 

二、名詞定義：  

(一) 1: k 分周線：在凸多邊形周長上的兩點 P、Q，若 P 點順時針或逆時針沿著周長移動

到 Q，使得移動的路徑長為
2

1

s

k 
（其中

1

2
s  周長），則稱 PQ 為凸 n 邊形的1: k 分周

線。 

(二) 等分周線：即1:1分周線。 

(三) 基本等分周線：過頂點的等分周線。 

(四) 基本1: k 分周線：過頂點的1: k 分周線。 
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三、等分周線的作圖方法： 

    首先我們研究三角形等分周線之作圖方法，並將方法套用到幾何軟體上，使一動點

移動時，所形成的線段一定是等分周線。 

(一) 先作出 ABC 的基本等分周線（圖 1） 

1. 取 AD AB ，其中 CD A 且 CD A  

2. 取CE CB ，其中 E AC 且 E CA  

3. 取 DE 之中點 F 

4. 連接 BF 即為所求 

 

(二) 由一條基本等分周線推廣至過一邊任一點的等分周線（圖 2）。 

1. 已知 AF 為基本等分周線 

2. 在 AC 、 BF 上作兩點 G、I

使得 AG = FI  

3. 連接GI 即為所求 

 

四、任意三角形三條基本等分周線共點： 

 

圖 2：任意等分周線作圖 

    圖 1：基本等分周線作圖 
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                                   圖 3：三條基本等分周線共點 

(一) [已知] AO 、 BK 、CM 為 ABC 的三條基本等分周線（圖 3） 

[證明] AO 、 BK 、CM 三線共點 

1. ∵ AO、CM 皆等分周長  a+b+c=b+c+d   ∴可推得a=d 同理可得b=e、c=f  

2. 由西瓦逆定理：
AM BO CK a c e a c b

1
b d f b a cMB OC KA

   
    

   
 

 AO 、 BK 、CM 三線共點或三線平行。 

3. 由於基本等分周線必相交 AO 、 BK 、CM 三線共點。 

五、繪出三角形等分周線形成的包絡線 

(一) 我們利用等分周線的端點所在的邊上將它分成三類：端點落在 AB 、BC 上的等分周

線，端點落在 BC 、CA 上的等分周線，端點落在CA 、 AB 的等分周線。 

(二) 以下頁圖 5 為例： 

1. AF QR PS IC 的端點皆落在 AB、BC 上，因此 AF QR PS IC 分在同一類，而我

們定義這一類的等分周線由其端點所在之三角形的邊長命名，稱為「等分周線

族 AB BC 。 

2. AF OL NM KB以此類推，該類元素的集合稱為「等分周線族 BC CA 」。 
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3. 基本等分周線(例如 AF )，同時屬於兩個等分周線族。 

 

(三) 利用 GeoGebra，我們可以將前面提到的作圖方法在軟體上作圖，並利用「顯示軌跡

的功能」繪出數條等分周線，並且得到下圖 6、7、8。

 
圖 7 

圖 6 

圖 5 
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(四) 將以上三圖繪在一張圖上（圖 9）： 

 

由圖 6~9，經過觀察我們可得知： 

1. 一個等分周線族形成一條包絡線。 

2. 三角形有 3 個等分周線族。 

3. 三角形會有 3 條等分周線所形成的包絡線。 

4. 由基本等分周線及等分周線族的定義，我們易得知任一線族都以兩條基本等分

周線作為邊界。我們稱這兩條基本等分周線為該線族的「邊界基本等分周線」。 

 

六、求出等分周線族的包絡線方程式： 

圖 9：等分周線軌跡 

圖 8 
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(一)如上圖 10， ABC 的基本等分周線為 BM 、CO 令 =aBC ， =bAC ， =cAB ，

CAB= ，三頂點座標  A(0,0)  B(c,0)  C bcos , bsin  ，周長為 2s。 

(二)令TU 為端點落在 AB 、 AC 上的等分周線，其兩點座標分別為 

( - ,0)U s b k 、  ( - )cos ,  ( - )sinT b k b k  ，其中 k 為變數，且 0 k s a    

(三)由上述兩點可得到等分周線方程式為： 

   ( - )sin - ( - )(1 cos ) ( - ) ( )sin 0b k x s b k y b k s b k        (其中

0 k s a   ) 

(四)由預備知識，將等分周線方程式與其對 k 偏微分之方程式，兩方程式聯立即可得包

絡線方程式。 

(五)將方程式對 k 偏微分： 

1. 對方程式作以 k 為變數的整理：

   2sin sin (1 cos ) ( 2 )sin (1 cos ) sin ( ) sin 0k x y s b k s b y b x s b b                       

2. 將方程式對 k 偏微分： 

    2sin sin (1 cos ) ( 2 )sin (1 cos ) sin ( ) sin 0k x y s b k s b y b x s b b
k

      


               


圖 10 
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1 1 cos

0
2 2sin 2

s
x y b k






      


1

cot 0
2 2 2

s
x y b k


      

(六)將兩式聯立：

   2sin sin (1 cos ) ( 2 )sin (1 cos ) sin ( ) sin 0

1
cot 0

2 2 2

k x y s b k s b y b x s b b

s
x y b k

      



                



    


經計算，可得等分周線族 BA AC 包絡線方程式為： 

 2

2 2 2
1 cos2(1 cos ) (1 cos )

2 2 0
sin sin sin

x xy y sx s y s
 

  

  
       

 

2 2 2 22cot cot 2 2 tan 0
2 2 2

x xy y sx s y s
  

           

 

七、等分周線所形成的包絡線性質： 

由包絡線方程式
2 2 2 22cot cot 2 2 tan 0

2 2 2
x xy y sx s y s

  
         可得到下列性質： 

(一) 包絡線為二次曲線，可由判別式
2

22cot 4 1 cot 0
2 2

 


 
      
 

以及判別式

2 2 2 2 2 2

2

2 2cot 2 1 cot 1
2 2

2cot 2cot 2 tan 8 cot cot tan 8 2 cot tan
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 tan 2 1 tan 1
2 2

s

s s s

s s s

 

       

 

   

 
            

 

   

 0,   0
2 2

s
  
  
 

，  0   包絡線為拋物線。 

(二) 將此拋物線標準化：  

1. 令座標軸逆時針旋轉 ， 

由

2 2 2 2 21 cot cot tan cos sin
cos2 2 2 2 2cot 2 cot

2 sin
2cot 2sin cos

2 2 2
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2


  ，此拋物線對稱軸與 x 軸夾

2


。 

2. 令新的座標任意點為 ( , )X Y ，由旋轉矩陣可得：  

cos sin
cos( ) sin( ) 2 2

sin( ) cos( )
sin cos

2 2

x X Y
x X

y Y
y X Y

 
 

   


        

       
          



 

3. 帶入原方程式得到：

2 2

2

2

cos sin 2cot cos sin sin cos cot sin cos
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 cos sin 2 tan sin cos 0
2 2 2 2 2

X Y X Y X Y X Y

s X Y s X Y s

         

    

      
           

      

   
        

   

 

4. 經計算，得到新方程式為： 2 2

cot cot
2 2cos 0 cos

2 2 2 2
2 sin 2 sin

2 2

s s
X Y X Y

l l

 
 

 
         

 

(三) 由包絡線方程式可得知，方程式與三角形的一角( CAB )以及周長(2s)相關。若三角

形周長相等，且一角相等，且以圖 10 方式訂定座標，則所得出的包絡線方程式將會

一樣。（藉此也可推出同一條拋物線可以為多個三角形的等分周線的包絡線） 

 

八、將包絡線的方程式找到後，將三角形的等分周線研究大致已完整。但若想將等分周線的

畫法推廣到任意凸多邊形，那我們勢必要找出一種跳脫三角形侷限的包絡線繪圖方法與

性質證明的方式。 

(一) 如下頁圖 11，欲求出 ABC 的等分周線族 BA AC 之包絡線與其性質。 
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既然等分周線族 BA AC 的端點皆落在 BA 、 AC 上，我們嘗試用另外一種觀

點，簡化我們的對於等分周線族 BA AC 包絡線的繪圖過程，並讓等分周線的證明

與作法更易進行推廣：

 

今有任意兩條 ' 'A B ' 'A C (如上圖 12)。現在在 ' 'A B 上有一動點 R、在 ' 'A C 上取

一點 S，使得 ' 'RA A S 為固定值 l，且 0 RA' l  。(為了方便說明，以下將在定義範

圍內的 RS ，合稱 RS 集合) 

圖 11 

 

圖 12 
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比較圖 11、12，若令 'A A  、 l s ，則等分周線族 BA - AC  RS 集合，因

此若能找到 RS 集合的包絡線，該包絡線即為等分周線族 BA - AC 的包絡線。 

    接下來的重點將從「研究等分周線族 BA - AC 」，轉為「研究 RS 集合」： 

1. 將 RS 集合的掃略圖與 A' 的角平分線繪出，由 RS 集合作圖方式的對稱性可得

出其包絡線以 'A 的角平分線為對稱軸(如下圖 13、14)。 

 

2. 將 RS 集合的中垂線掃略出來，集合內所有元素的中垂線會共點(如下頁圖 15)。 

 

圖 13、14 
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3. 對 RS 集合的中點進行掃略，發現這些中點共線(如下圖 16)。再將中點掃略圖與

RS 集合的掃略圖疊合，發現兩者似乎相切(如下圖 17)。這時移動動點 R，使 RS

與中點掃略圖重合，藉此我們推測中點掃略出的線段也是 RS 集合內的元素(如

下圖 18)。 

 

(二) 到此我們找出了一些問題與性質，以下將進行證明與討論： 

 

圖 16~18 

圖 15 
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1. RS 集合的元素中點共線，且該線垂直於角平分線。 

2. RS 集合的元素通式與包絡線方程式。 

3. RS 集合形成的包絡線是何種圓錐曲線？ 

4. RS 集合的元素中點連線切過其包絡線（拋物線）頂點。 

5. RS 集合的元素中垂線過定點。 

(三) 開始證明： 

1. RS 集合的所有元素中點共線：（如下圖 19） 

因為 RS 集合的作圖具有對稱性，所以中點掃略圖必定對稱於 'A 的角平分線，

又因圖 18 觀察到中點掃略圖也是 RS 集合內的元素。故合理假設下圖 18 中，RS

之中點都落在 MN 上。 

 

       

[已知] ' 'A R A S l  ， ' '
2

l
A M A N   

[證明] RS 集合的中點都落在 MN 之上 

圖 19  
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(1) 設 K 為 RS 與 MN 的交點， ' 'A R A S l  ， ' '
2

l
A M A N  RM SN  。 

(2) 當 RS與 MN 重合時，顯然 RS之中點落在 MN 上。 

(3) 當 RS與 MN 不重合時，由孟氏定理可得知： 

' / 2
1

/ 2'

SN RK A M MR RK l

lNA KS MR KS MR
       KR KS   

K 為 RS 的中點 

RS 的中點落在 MN 之上（且該交點為 K）。 

(4) R 為動點，綜合(2)(3)可得知 RS 集合的中點都落在 MN 之上。 

2. RS 集合內的元素通式與其包絡線方程式： 

 

    如圖 20 所示，令 'A 的角平分線 A'O 為 Y 軸、 RS 集合的中點連線 MN 為

X 軸、 'MA N   、 ' 'RA A S l  ， ' '
2

l
MA NA  、 MR NS k  。 

(1) 由已知可得出 ( )sin  , cos
2 2 2

l
R k k

  
  
 

、 ( )sin  , cos
2 2 2

l
S k k

  
  

 
 

(2) 由 R、S 兩點座標求得 RS 之方程式通式為： 

 圖 20 
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22 cos sin 2 sin cos 0
2 2 2 2

k x l y k
   

    

(3) 接下來以 k 對方程式作偏微分： 

2[2 cos sin 2 sin cos ] 0
2 2 2 2

k x l y k
k

   
  


 

 2 sin 0
2

k x

   

(4) 將兩式聯立
2

2 sin 0
2

2 cos sin 2 sin cos 0
2 2 2 2

k x

k x l y k



   


 


   


 

可得到包絡線方程式為 2

cot
2

2 sin
2

y x

l




  

3. RS 集合的包絡線是何種圓錐曲線： 

由包絡線方程式可知其為拋物線。 

4. RS 集合的元素中點連線切過其包絡線（拋物線）頂點： 

由包絡線的方程式可知其切過 X 軸，因為令 X 軸為 RS 集合的中點連線。故 RS

集合的中點連線切過其包絡線頂點。 

5. RS 集合內元素的中垂線過定點： 

(1) ( )sin  , cos
2 2 2

l
R k k

  
  
 

、 ( )sin  , cos
2 2 2

l
S k k

  
  

 
  RS 中點為

sin  ,0
2

k
 

 
 

 

(2) 利用 RS 方程式： 22 cos sin 2 sin cos 0
2 2 2 2

k x l y k
   

   ，得垂直於 RS 之

直線斜率為
tan

2

2

l

k



 

(3) 綜合(1)(2)，得 RS 集合之中垂線方程式通式為
tan sin

2 2  
2

2cot
2

l

y x l
k
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(4) 由通式可知 RS 集合的中垂線通過 
sin

2(0,  )

2cot
2

l




。 

6. 原先提出的問題已全部解決，此時又有意外的發現： 

RS 集合中垂線所過的定點
sin

2(0,  )

2cot
2

l




就是包絡線（拋物線） 2

cot
2

2 sin
2

y x

l




 的

焦點。 

(四) 由以上證明可得知：在 RS 集合中，我們只要有任意兩條元素，就可以用中垂線交點

找包絡線的焦點，也可以用中點連線切過頂點的性質，再利用拋物線的基本定義找

出準線。有了準線和焦點，我們就有能力用數學軟體直接將包絡線繪出。對於上述

的性質證明與繪出包絡線的方法，在以下的報告中簡稱廣義版。 

(五) 對照前面第 9 頁的方程式 2

cot cos
2 2

2
2 sin

2

s

X Y

s

 


  ，與 2

cot
2

2 sin
2

y x

l




 做比較。可以發現，

若取 l s ，再經由座標的平移，可以發現兩方程式完全一樣，如此可證明「第八點」

所討論的所有性質均可套回等周線的研究，並藉此得到延伸的功能。值得注意的是，

在廣義版的証明當中我們並沒有規定 ' 'A R A S s  ，而是以定值 l 來做假設，因此

不論定值 l 代入任意正數，其結果不變。（以下的報告中若出現 l ，即代表廣義版中

' 'A R A S 的固定值） 

 

九、將廣義版作圖套用在三角形的等分周線包絡線作圖上： 

(一) 有一個 ABC ，欲求等分周線族 BA AC 之包絡線（圖 21）： 
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1. 找出基本等分周線 BN 、 MC 。 

2. 取 BN 、 MC 的中垂線交點 F 即為包絡線焦點。 

3. 連接 BN 、 MC 中點 IJ ，該線切過包絡線頂點。 

4. 取 L//IJ ，且    , ,d L IJ d IJ F ，L 即為包絡線的準線。 

5. 用 GeoGebra「繪出拋物線」的功能直接將包絡線繪出。 

(二) 實際將 PQ 掃略，其包絡線與我們所繪出的拋物線相符(如下圖 22)。 

圖 21 
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十、推廣至任意凸多邊形 

(一) 此時三角形已經大抵討論結束，接下來要進展至凸多邊形。在三角形等分周線的研

究中，我們已經知道：若同一等分周線族的端點落在「不平行的兩條鄰邊上」，那麼

藉由廣義版作圖，我們可以很輕易的畫出該等分周線族所形成的包絡線。既然如此，

在推廣至凸多邊形時，需要多考慮以下兩個因素就好： 

1. 等分周線族的端點落在不相鄰的兩邊(圖 23)： 

(1) 如下圖，給定四邊形 ABCD，試繪出等分周線族 AD BC 的包絡線。

 
圖 23 

 

圖 22 
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(2) 首先延長 AD 、 BC 交於 O。（圖 24）

 

(3) 現在仿造廣義版作圖的方式對問題作如下的轉換： 

今有任意兩條射線 OD 、OC皆由 O 點向外放射(如圖 25)。在OC 上有一動

點 R，在 OD 上取一點 S，使得SO+OR 為固定值 l ，且0 SO l  。(為了方

便說明，以下依舊將動點 S 在定義範圍內掃出的所有 RS ，統稱 RS 集合) 

 

(4) 此時套入廣義版，並取 l 等於圖 25 之 AO+MO 。因此得出：即使等分周線

族 AD BC 的端點落在不相鄰的兩邊，其依舊符合廣義版的結論。故當初

在廣義版作圖討論出的準線與焦點找法，也同樣適用於端點落在不相鄰二

 

                                                                  圖 24 

 

圖 25 
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邊的等分周線族。 

(5) 實際以圖 26 作為驗證： 

  

2. 等分周線端點落在平行的兩邊： 

透過上面的討論 1，我們知道廣義版的限制變得更少了，但仍僅限於兩條邊的

延長線有交點的情況下才適用。因為圖 28 的 AD 、 BC 延長線有交點，我們才

有辦法在廣義版中取SO+OR 為固定值 l 來討論。但若 AD // BC，這種情況要怎

麼解決呢？ 

(1) 由觀察我們猜測：若有一等分周線族 a-b ，其中 //a b，那麼等分周線族的

元素共點，以下為證明(如圖 27)： 

圖 27 

(2) [已知] EK // DJ ， F EK ，G DJ ， EF DG 。 

圖 26 
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[求證]所有的 DG 交於共點，且其共點為所有 DG 的中點。 

(3) EK // DJ   EDK DEK  、 DGF EFG  ， EF DG (以知) 

 EHF DHG   (ASA 全等性質) 

(4) EHF DHG     H 為所有 DG 的中點，且所有 EF DG 交於 H 

由以上的討論，我們可以得知兩條邊平行，以這兩條邊為端點的等分周線族會

過定點，因此拋物線不存在。若嘗試以廣義版的方式作圖，則會發現焦點落在

準線之上，由此也可得其包絡線不存在。 

(二) 討論過這兩點以後，我們認為凸多邊形的等分周線討論已經足夠完善。以後遇到凸

多邊形，要畫出包絡線時只要進行下列步驟即可： 

1. 將所有基本等分周線畫出。 

2. 用廣義版的方式畫出每一個集合的包絡線。 

3. 若發現某一集合的包絡線焦點落在準線上，則包絡線不存在。 

(三) 以下是我們將以上結論套用至凸五邊形以及凸六邊形的範例（圖 28、29）： 

 

 圖 28 

 



 22 

 

 

十一、繼續推廣到更一般的任意比例分周線。 

(一) 若要畫出1: k 分周線，就等價於在三角形邊上截出一段長度為
2

1

s

k 
的區域，區域的

兩個端點就是1: k 分周線的兩端點。由此可知1: k 分周線只是將廣義版中的定值 l 以

2

1

s

k 
代入，其仍然適用於廣義版。 

(二) 在1: k 分周線的討論中，形成同一包絡線的線族依舊是端點落在相同邊上的所有1: k

分周線，過頂點的1: k 分周線也一樣稱為基本1: k 分周線。 

(三) 有了先前等分周線的研究基礎，在1: k 分周線的討論裡，我們直接進行任意凸多邊

形的探討，並把三角形當成邊數等於三的特例。首先畫出基本1: k 分周線，如下圖

30： 

圖 29 
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(四) 基本1: k 分周線畫出來後，只要有辦法將所有1: k 分周線線族的兩條邊界基本1: k 分

周線配對，即可直接套入廣義版。 

(五) 由定義我們知道「兩條基本1: k 分周線的端點所在的邊相同」，是其為同一線族的邊

界基本1: k 分周線的必要條件。並且在任意1: k 分周線的作圖過程中，與任意等分周

線作圖相同，皆是以已知的某條1: k 分周線，兩端點等速同方向（順時針或逆時針）

移動而成，故同一線族的邊界基本1: k 分周線的又多了一必要條件：「兩線在兩條邊

上的端點，排列方式相同。」 

由簡單的觀察與推導可以知道：「兩條基本1: k 分周線的端點所在的邊相同」且

「兩基本1: k 分周線的端點在兩邊上的排列方向相同」，是「兩基本1: k 分周線為同

一線族邊界」的充要條件。 

(六) 以圖 30 為例，基本1: k 分周線 1AA 與 2BB 端點皆落在 AD 與 BC 上，且 AD 與 BC 上

的端點排列方式「
2A B 」、「

1A B 」皆為順時針，故將 1AA 與 2BB 一組進行廣義

版。 

    而其他的組合例如( 2AA 、 2BB )與( 1AA 、 2DD )，因為不能同時滿足兩個條件，

所以而非同一線族的邊界基本1: k 分周線。 

(七) 以此為基礎，我們將任意凸多邊形的所有包絡線繪出，如下圖 31： 

圖 30 
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伍、 研究結果 

一、找出等分周線的作圖方式，並且在幾何軟體上繪出。 

二、先利用軌跡功能繪出三角形等分周線族的包絡線（為拋物線），最後利用焦點及準線畫出

包絡線。 

三、求出三角形等分周線族的包絡線的方程式。 

四、由方程式推導出不同的三角形能會有同一條等分周線的包絡線。 

五、將廣義版的發現應用到三角形上，我們推導出：同一線族的分周線中垂線交點就是包絡

線焦點，且他們的中點連線切過包絡線（拋物線）頂點。因此只要利用基本等分周線我

們就能找出準線和焦點的位置，並利用 GeoGebra 直接畫出包絡線（拋物線）。 

六、由廣義版得到延伸多邊形的方法，並找出多邊形等分周線的性質，並比較其與三角形有

何異同。 

七、將任意凸多邊形的基本1: k 分周線兩兩配對，並畫出所有包絡線。 

 

陸、 討論 

一、在以上的研究中，我們已經將凸多邊形周長分割線與其包絡線的性質與作圖研究完整，

並且在研究過程中發現許多新的問題，且部分可以直接運用上述研究內容解決，以下是

我們想到的凸多邊形周長分割線另一些研究方向： 
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(一) 討論在平面上每一點對某多邊形1: k 分周長直線的數量，是否可歸納出不同數量的

區域？是否有無解區？當 k 值變化會產生什麼影響？ 

(二) 對於多邊形1: k 分周長線的集合中，最短或最長的線段是否具有特殊的性質 

(三) 多邊形中，1: k 分周長線族的包絡線的數量不一，是否可以歸納出不同情況下，產

生的數量不同的原因，以及 n 邊形中，最多或最少有幾條？ 

二、對於三角形「等分周線」與「等分積線」是否有關聯。在此篇報告中，我們知道了等分

周線的包絡線是拋物線；經由資料的查詢，我們發現等分積線的包絡線為雙曲線。兩者

皆為二次曲線，其兩者是否有關聯，可以作為此篇報告的延伸討論。 

 

柒、 結論 

一、找出等分周線的作圖方式。 

二、任意三角形三條基本等分周線交於同一點。 

三、三角形有 3 個等分周線族與三條包絡線。 

四、利用解析幾何及偏微分可得包絡線的方程式(其座標如圖 32 所示，周長為 2s)： 

2 2 22cot cot 2 2 tan 0
2 2 2

x xy y sx s y s
  

       

 

五、藉此也可推出同一條拋物線可以為多個三角形的等分周線的包絡線。 

六、由廣義版所得結論統整（圖 33）： 

圖 32 
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(一) 利用偏微分得到包絡線方程式 2

cot
2

2 sin
2

y x

l




 ，可證明出 RS 集合的包絡線是拋物線。 

(二) RS 集合的中點共線，且該線段 MN 切過拋物線頂點。 

(三) 包絡線的頂點位於點 (0,0) 的位置，證明角平分線為包絡線的對稱軸； RS 集合的中

點連線垂直於角平分線，其中點即為包絡線（為拋物線）之頂點。 

(四) 根據 RS 集合中垂線 FW 通式
tan sin

2 2

2
2cot

2

l

y x l
k

 


  ，我們得知 RS 集合中垂線會過定

點，且其座標為
sin

2(0,  )

2cot
2

l




。 

(五) RS 集合中垂線過的定點
sin

2(0,  )

2cot
2

l




即為包絡線（拋物線） 2

cot
2

2 sin
2

y x

l




 之焦點。 

圖 33 
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七、將廣義版的發現應用到三角形上，只要利用基本等分周線我們就能找出準線和焦點的位

置，並利用繪圖軟體直接畫出所有的包絡線。 

八、等分周線的包絡線在多邊形中會出現的特例：當某個等分周線族其端點落在平行的兩邊

時，此等分周線族所有的等分周線會交於一點，不會有包絡線。 

九、為凸多邊形基本1: k 分周線找出配對依據：「兩基本1: k 分周線為同一線族邊界」「兩

條基本1: k 分周線的端點所在的邊相同」且「兩基本1: k 分周線的端點在兩邊上的排列方

向相同」。 

十、利用結論九將任意凸多邊形的基本1: k 分周線兩兩配對，並利用凸多邊形等分周線的研

究結果畫出所有包絡線。 
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【評語】040409 

1. 本作品如果使用 Cabri Geometry 則效果會更為理想。 

2. 類似的討論在過去科展已出現多次。 
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