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摘要 
我們發現 
一、Menelaus、Ceva定理亦可應用於平面的凸多邊形與空間中的多角錐， 

且結論彼此有高度關聯性。 
 
二、(一)、能畫出三角錐內部7 條線段共點及內部6 個亦共於此點的方法。 

(二)、若三角錐中的任一個之任 2 條線段的比例為已知， 
只要再任給剩下 19)]42(25[  條的其中1條線段比例，必可知所有 25 條線段比例！ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
三、(一)、正四面體的外接球球心及內切球球心均為同一點 I 。 

(二)、 1:3)()( 內切球半徑：外接球半徑   
 
四、(一)、Menelaus、Ceva定理『大和解』的跳法可推廣到三角錐。 

(二)、三角錐內部7 條線段共點的結論可應用於 
在已知空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線)的條件下， 

證明出若此四點 4321 ,,, PPPP 共平面  
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空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線，但此四點不管有無共平面皆可)， 

均可畫出 ABCD三角錐 ，其中線段 ,AB ,BC ,CD AD分別含此四點 4321 ,,, PPPP 。 

 
 
 

註： 比例」均指本文所提及之「線段的  分為兩小段，一線段上有分點，使其  
。例稱為「線段的比例」則我們將這兩小段的比  
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壹、研究動機 
在高二上學期，讀到平面向量的三點共線、三線共點時，王老師不僅介紹Menelaus、Ceva
定理，還讓倍感神奇的我們欣賞了過去學長姐曾於第四十四屆中小學分區科學展覽會參展 
佳作的作品 Menelaus、Ceva定理『大和解』 )0(如圖  
 

 
 
 
 
                                         
                                               

ABC 有 CEABDCAFB ,, )3( 條外圍 CGFBGEAGD ,,, )3( 條內部 共6 條線段的比例， 

若 CEABDCAFB ,, CGFBGEAGD ,,, 6 條線段中有任 2條線段的比例是已知的， 

透過Menelaus、Ceva定理『大和解』必然可求出其它 4條線段的比例。 
這樣的結論激發了我們的想像力，也更加以學長姐為目標，甚至希望能超越他們， 
當王老師一教到空間向量時，我們知道我們的機會來了！ 
因為三角錐是多角錐的基本圖形(多角錐可分割成多個三角錐)，如同三角形是多邊形的基本 
圖形(多邊形可分割成多個三角形)，我們發現了兩者之間的關聯性，我們知道如果能將 
Menelaus、Ceva定理『大和解』好好應用在三角錐，就有可能會成為「數學界哥倫布的   
接班人」。 

貳、研究目的 
一、希望能推廣Menelaus、Ceva定理至凸多邊形與多角錐，並找出彼此關聯性。！！ 
二、希望找到簡易畫出任意三角錐 ABCD內部7 條線段共點及內部6 個亦共於此點的方法。 
三、希望找到最少的條件來決定三角錐內外所有的線段比例。 
四、希望利用任意三角錐 ABCD內部7 條線段共點來說明正四面體其外接球球心與內切球球心 

為同一個且 1:3)()( 內切球半徑：外接球半徑  
五、希望延續並調整Menelaus、Ceva定理『大和解』的跳法，將其推廣成三角錐跳法。 
六、希望空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線，但此四點不管有無共平面皆可)， 

均可畫出 ABCD三角錐 ，其中線段 ,AB ,BC ,CD AD分別含此四點 4321 ,,, PPPP 。 

接著希望證明若此四點 4321 ,,, PPPP 共平面  
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叁、研究設備及器材 
彩色筆、色鉛筆、繪圖程式( 0.4GSP 、 DCabri 3 ) 
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(圖 0) 
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肆、研究過程或方法 
一、我們使用的定理： 

(一)、Menelaus定理： 

如果一直線 L 截 ABD 的三邊 )(,, 或其延長線ABDABD ， 

依次為點 FGC ,, ，則 1
GA
DG

CD
BC

FB
AF

 )1(如圖  

(二)、Ceva定理： 

給定 ABC ，設點 FED ,, 分別在 ABCABC ,, 上且均非頂點， 

若 CFBEAD ,, 共點，則 1
EA
CE

DC
BD

FB
AF

 )2(如圖  

註：原Ceva定理定義在直線 ABCABC ,, ，本文Ceva定理均定義在線段 ABCABC ,, ， 

如此可使得其逆定理恆成立。 

(三)、在Menelaus定理中，連點 CA, 成 AC，並連點 GB, 且延長 BG  

交 AC於點E，學長姐發現Menelaus、Ceva定理的關聯性， 
原來它們的基本圖都相同！！ )3(如圖  

二、我們重新調整學長姐的Menelaus、Ceva定理『大和解』，並給予證明，讓它更適合推廣： 

(一)、 ABC 有 CEABDCAFB ,, ),3( 條外圍 CGFBGEAGD ,, )3( 條內部 線段的比例， 

若已知 CEABDCAFB ,, CGFBGEAGD ,,,  這6 條線段中任 2條線段的比例， 

配合Menelaus、Ceva定理交互使用，就能求出其它 4條線段的比例。 
(二)、將Menelaus、Ceva定理『大和解』的跳法調整如下： 

. 使用 ABC 6 條線段 CEABDCAFB ,, CGFBGEAGD ,,, 中任3條線段 

(但此3條線段必須有三相異交點，這樣的限制保證此三相異交點必不共線) 
. 始終同點 (從三相異交點中任取一點出發，最後就要回到原出發點) 
. 3條線段接連跳完而同1條線段分兩次跳 

(先從一交點跳到同線段的非交點，再從此非交點跳到同線段另一端的交點， 
         ↓                              ↓ 
    此長度當分子                    此長度當分母 

這樣算跳完一段，且接續下一條線段繼續跳，直到3條線段跳完恰回原出發點， 

並按分子、分母順序一直乘，均可得 1
3

3

2

2
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1 
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例：選 AFB CGFAGD,, ，則 1
CF
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證明) (一)、1. 已知外圍 2條線段比例，不失其普遍性，令 AFB、BDC為已知，則 

CEA AGDBGECGF  (by Ceva；byMenelaus )線段比例均可求出 
          2. 已知外圍1條線段及內部1條線段的比例，不失其普遍性， 

 令 AFB、 AGD為已知，則 

   BDCCEABGECGF  ( by Menelaus ) 線段比例均可求出 

令 AFB、CGF為已知，則 

   BDC  CEA   AGDBGE ( by Menelaus ) 線段比例均可求出 
          3. 已知內部 2條線段的比例，不失其普遍性，令 AGD、BGE為已知，則 

 AFBBDCCEA  CGF  ( by Menelaus ) 線段比例均可求出 

(二)、我們用窮舉法： ABC 有外圍3條線段及內部3條線段， 

先將 CEABDCAFB ,, CGFBGEAGD ,,, 分別編號為1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6， 

並依編號由小到大選出3條線段  )5(如圖群   
. 1 , 2 , 3      . 1 , 2 , 4      . 1 , 2 , 5  × (三線共點)   . 1 , 2 , 6  

 
 
 

. 1 , 3 , 4 × (三線共點)  . 1 , 3 , 5        . 1 , 3 , 6      . 1 , 4 , 5  
 
 
 

. 1 , 4 , 6          . 1 , 5 , 6           ○11 . 2 , 3 , 4       ○12 . 2 , 3 , 5  
 
 
 
 

○13 . 2 , 3 , 6 × (三線共點)   ○14 . 2 , 4 , 5    ○15 . 2 , 4 , 6        ○16 . 2 , 5 , 6  
 
 
 

○17 . 3 , 4 , 5     ○18 . 3 , 4 , 6     ○19 . 3 , 5 , 6      ○20 . 4 , 5 , 6 × (三線共點) 
 
 
                                                                               
 

經我們驗證Menelaus、Ceva定理『大和解』的跳法，結果上述 16)420(  種情形均成立！ 
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三、研究平面上任意凸 n邊形和空間中 n角錐在線段比例連乘的關聯性 

(一)、1.平面上，在 ABC 內任找一點D，連接 CDBDAD ,, ， 

在 CDBDAD ,, 分別任找點 CDBDAD PPP ,, ， 

           先連接 ADBD BPAP , ，這兩條線段交於點 ABDP  

       連接 ADCD CPAP , ，這兩條線段交於點 ACDP  

       連接 BDCD CPBP , ，這兩條線段交於點 BCDP  

       再連接 BCDACDABD DPDPDP ,, 並延長之，分別交 BCACAB ,, 於點 BCACAB PPP ,, ， 

       證明在 ABC 中， 1
AP
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AB ，且得 ABACBC CPBPAP ,, 三線必共點於點 ABCP 。 

)6(如圖  
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(圖 6) 
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2.平面上，在凸n邊形 nAAAA 321 內任找一點 1nA ，連接 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  ， 

在 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  分別任找點
1131211

,,,,
 nnnnn AAAAAAAA PPPP  ， 

         先連接
1112 21 ,

 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點
121 nAAAP  

     連接
1213 32 ,
 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點

132 nAAAP  

                

     連接
111

,1  nnnn AAnAAn PAPA ，這兩條線段交於點
11  nnn AAAP  

連接
111

,1  nnn AAnAA PAPA ，這兩條線段交於點
11 nn AAAP       

再連接
132121 11 ,
  nn AAAnAAAn PAPA

1111 11 ,,,
  nnnnn AAAnAAAn PAPA 並延長之， 

分別交 nnn AAAAAAAA 113221 ,,,,  於點
nnn AAAAAAAA PPPP

113221
,,,,


 ， 
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          n-1.在 11  nnn AAA 中， 1
3

1

1

4

4

3

13

13

14

14

43

43 






 

 AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

n

n

AA

AAn

nAA

AA

AA

AA  

          ○n .在 11  nn AAA 中， 1
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(二)、1.空間中，在異於 ABC 所在平面上任找一點D，連接 CDBDAD ,, ，形成三角錐， 

在 CDBDAD ,, 分別任找點 CDBDAD PPP ,, ， 

          先連接 ADBD BPAP , ，這兩條線段交於點 ABDP  

      連接 ADCD CPAP , ，這兩條線段交於點 ACDP  

      連接 BDCD CPBP , ，這兩條線段交於點 BCDP  

      再連接 BCDACDABD DPDPDP ,, 並延長之，分別交 BCACAB ,, 於點 BCACAB PPP ,, ， 

      證明在 ABC 中， 1
AP

CP
CP

BP
BP

AP

AC

AC

BC

BC

AB

AB ，且得 ABACBC CPBPAP ,, 三線必共點於點 ABCP 。 

      )7(如圖  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      證明) .在 ABD 中， 1
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           .在 BCD 中， 1
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BC  

           .在 CAD 中， 1
CP

DP
DP

AP
AP

CP

CD
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AD

AD

AC

AC  

           由得 1
AP

CP
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BP
BP

AP

AC

AC

BC

BC

AB

AB (在 ABC 中)  

           且得 ABACBC CPBPAP ,, 三線必共點於點 ABCP  (by  Ceva逆定理) ＃ 
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(圖 7) 
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2. 空間中，在異於凸n邊形 nAAAA 321 所在平面上任找一點 1nA ， 

連接 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  ，形成 n角錐， 

在 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  分別任找點
1131211

,,,,
 nnnnn AAAAAAAA PPPP  ， 

        先連接
1112 21 ,

 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點
121 nAAAP  

     連接
1213 32 ,
 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點

132 nAAAP  

                 

     連接
111

,1  nnnn AAnAAn PAPA ，這兩條線段交於點
11  nnn AAAP  

連接
111

,1  nnn AAnAA PAPA ，這兩條線段交於點
11 nn AAAP       

再連接
132121 11 ,
  nn AAAnAAAn PAPA

1111 11 ,,,
  nnnnn AAAnAAAn PAPA 並延長之， 

分別交 nnn AAAAAAAA 113221 ,,,,  於點
nnn AAAAAAAA PPPP

113221
,,,,


 ， 

     證明在凸 n邊形 nAAAA 321 中， 1
1

1

3

2

2

1

1

1

1

1

32

32

21

21 




AP
PA

AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

nn

nn

AA

AAn

nAA

AAn

AA

AA

AA

AA    )3( n  

 

   證明) .在 121  nAAA 中， 1
1

1

1

2

2

1

11

11

12

12

21

21 






 

 AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

n

n

AA

AAn

nAA

AA

AA

AA  

 

          .在 132  nAAA 中， 1
2

1

1

3

3

2

12

12

13

13

32

32 






 

 AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

n

n

AA

AAn

nAA

AA

AA

AA  

                      

          n-1.在 11  nnn AAA 中， 1
3

1

1

4

4

3

13

13

14

14

43

43 






 

 AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

n

n

AA

AAn

nAA

AA

AA

AA  

          ○n .在 11  nn AAA 中， 1
1

1

1

1

11

11

1

1

1

1 




















nAA

AAn

nAA

AAn

nAA

AAn

AP
PA

AP
PA

AP
PA

nn

nn

nn

nn

nn

nn  

        

         由  n-1 ○n 得 1
1

1

3

2

2

1

1

1

1

1

32

32

21

21 




AP
PA

AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

nn

nn

AA

AAn

nAA

AAn

AA

AA

AA

AA
  ＃ 
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四、(一)、研究簡易畫出三角錐 ABCD內部7 條線段共點及內部6 個亦共於此點的方法： 

空間中，在異於 ABC 所在平面上任找一點D，連接 CDBDAD ,, ，形成三角錐， 

在 CDBDAD ,, 分別任找點 CDBDAD PPP ,, ， 

          先連接 ADBD BPAP , ，這兩條線段交於點 ABDP  

      連接 ADCD CPAP , ，這兩條線段交於點 ACDP  

      連接 BDCD CPBP , ，這兩條線段交於點 BCDP  

      再連接 BCDACDABD DPDPDP ,, 並延長之，分別交 BCACAB ,, 於點 BCACAB PPP ,, ， 

      則在 ABC 中， 1
AP

CP
CP

BP
BP

AP

AC

AC

BC

BC

AB

AB ，且得 ABACBC CPBPAP ,, 三線必共點於點 ABCP 。 

     進一步連接三角錐內部的7 條線段 ,,,, ABCABDACDBCD DPCPBPAP BCADBDACCDAB PPPPPP ,, ， 

證明這7 條線段： ,,,, ABCABDACDBCD DPCPBPAP BCADBDACCDAB PPPPPP ,, 必共點於點 I ， 

又共點於點 I 的這7 條線段任選 2條線段，其 4個端點均會共平面， 
且內部6 個： ,CDABP ,BDACP ,BCADP ,ADBCP ,ACBDP ABCDP 亦共點於點 I 。 

)8(如圖  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I

PBCD

PBD

PABD

PBC

PABC

PCD

PACD

D

B
C

A

PAD

PAC

PAB

 

(圖 8) 
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證明) 令 baDPAP ADAD ::  ， cdDPBP BDBD ::  ， efDPCP CDCD ::   

     .在 ABD 中 )9(如圖   

 baDPAP ADAD ::  ， cdDPBP BDBD ::    

       利用Menelaus、Ceva定理『大和解』： 

           bdacBPAP ABAB ::   

             bddcaPPAP BDABDABD :)(:   

.在 ACD 中 )10(如圖   

 baDPAP ADAD ::  ， efDPCP CDCD ::    

       利用Menelaus、Ceva定理『大和解』： 

           bfaeCPAP ACAC ::   

             bffeaPPAP CDACDACD :)(:   

.在 BCD 中 )11(如圖   

 cdDPBP BDBD ::  ， efDPCP CDCD ::    

       利用Menelaus、Ceva定理『大和解』： 

           cfdeCPBP BCBC ::   

             cffedPPBP CDBCDBCD :)(:   

             dedcfPPCP BDBCDBCD :)(:   

             dfcfdePPDP BCBCDBCD :)(:   

.在 ABC 中 )12(如圖  

 bdacBPAP ABAB ::  ， bfaeCPAP ACAC ::  ， cfdeCPBP BCBC ::   

       利用Menelaus、Ceva定理『大和解』： 

           bdfcfdeaPPAP BCABCABC :)(:   

 
 
 
 

PBD

PABD

D

B

A

PAD

PAB

 

PCD

PACD

D

C

A

PAD

PAC

 

PBCD

PBD

PBC

PCD

D

B
C

 

PBC

PABC

B
C

A

PAC

PAB

 

(圖 11) 

(圖 10) 

(圖 9) 

(圖 12) 
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    由上述的....可得下述的.. 
.在 CDABP 中 )13(如圖  

 bdacBPAP ABAB ::  ， cffedPPBP CDBCDBCD :)(:  ， bffeaPPAP CDACDACD :)(:    

 1
)(

)(








fea
bf

cf
fed

bd
ac

AP
PP

PP
BP

BP
AP

ACD

ACDCD

CDBCD

BCD

AB

AB   

利用Ceva逆定理，知 ABCDACDBCD PPBPAP ,, 三線共點於 1I  

 1
1

1 
AP

BP
BP
PP

PI
AI

AB

AB

CD

CDBCD

BCD

 

 1
1

1 



ac
bd

dfcfde
cf

PI
AI

BCD

 


bdf

dfcfdea
PI
AI

BCD

)(

1

1 
  

 
 
.在 BDACP 中 )14(如圖  

 bfaeCPAP ACAC ::  ， dedcfPPCP BDBCDBCD :)(:  ， bddcaPPAP BDABDABD :)(:   

 1
)(

)(








dca
bd

de
dcf

bf
ae

AP
PP

PP
CP

CP
AP

ABD

ABDBD

BDBCD

BCD

AC

AC   

利用Ceva逆定理，知 ACBDABDBCD PPCPAP ,, 三線共點於 2I  

 1
2

2 
AP

CP
CP
PP

PI
AI

AC

AC

BD

BDBCD

BCD

 

 1
2

2 



ae
bf

dfcfde
de

PI
AI

BCD

 


bdf

dfcfdea
PI
AI

BCD

)(

2

2 
  

 
 
 

I1

PBCD
PCD

PACD

B

A

PAB

 

I2

PBCD

PBD

PABD

C

A

PAC

 

(圖 14) 

(圖 13) 
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.在 BCADP 中 )15(如圖  

 baDPAP ADAD ::  ， dfcfdePPDP BCBCDBCD :)(:  ， bdfcfdeaPPAP BCABCABC :)(:   

 1
)(








cfdea
bdf

df
cfde

b
a

AP
PP

PP
DP

DP
AP

ABC

ABCBC

BCBCD

BCD

AD

AD   

利用Ceva逆定理，知 ADBCABCBCD PPDPAP ,, 三線共點於 3I  

 1
3

3 
AP

DP
DP
PP

PI
AI

AD

AD

BC

BCBCD

BCD

 

 1
3

3 



a
b

dfcfde
df

PI
AI

BCD

 


bdf

dfcfdea
PI
AI

BCD

)(

3

3 
  

 
 

. 由上述的..可得 

bdf
dfcfdea

PI
AI

BCD

)(

1

1 
 ，

bdf
dfcfdea

PI
AI

BCD

)(

2

2 
 ，

bdf
dfcfdea

PI
AI

BCD

)(

3

3 
 ， 

又點 321 ,, III 均在線段 BCDAP 上 

故點 321 ,, III 必為同一點，將此點統一令為點 I   
 
 
由上述..的圖示及.的結論，整理後得知 

      在三角錐內部的這7 條線段： ,,,, ABCABDACDBCD DPCPBPAP BCADBDACCDAB PPPPPP ,,  

      必共點於點 I 。 
        又共點於點 I 的這7 條線段任選 2條線段，其 4個端點均會共平面， 
        且內部6 個： ,CDABP ,BDACP ,BCADP ,ADBCP ,ACBDP ABCDP 亦共點於點 I 。 

 
 
 
 
 
 

I3

PBCD

PBC

PABCD

A

PAD

 

(圖 15) 
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(二)、研究透過已知三角錐 ABCD中的 CDBDAD ,,  這3條線段的比例， 

能求得三角錐 ABCD中所有 25條線段的比例： 
      由上述(一) 的結論，我們分析可知這樣的三角錐 ABCD共有 

 . 10個：在三角錐中 
          外部有 4個： ABC ， ABD ， ACD ， BCD  
          內部有6 個： CDABP ， BDACP ， BCADP ， ADBCP ， ACBDP ， ABCDP   

 . 25條線段：在10個中 

          ABC  ABACBC CPBPAPBCACAB ,,,,,  

          ABD  ABADBD DPBPAPBDADAB ,,,,,  

           ACD  ACADCD DPCPAPCDADAC ,,,,,  

           BCD  BCBDCD DPCPBPCDBDBC ,,,,,  

           CDABP  ABCDACDBCDCDCD PPBPAPBPAPAB ,,,,,  

          BDACP  ACBDABDBCDBDBD PPCPAPCPAPAC ,,,,,  

          BCADP  ADBCABCBCDBCBC PPDPAPDPAPAD ,,,,,  

          ADBCP  BCADABDACDADAD PPCPBPCPBPBC ,,,,,  

          ACBDP  BDACABCACDACAC PPDPBPDPBPBD ,,,,,  

          ABCDP  CDABABCABDABAB PPDPCPDPCPCD ,,,,,  

          出現3次的線段： ,,,,,, CDBDBCADACAB ABCABDACDBCD DPCPBPAP ,,, 共10條 

          出現 2次的線段： ,,,,,,,,, BDADABCDADACCDBDBC CPCPCPBPBPBPAPAPAP  

                 BCADBDACCDABBCACAB PPPPPPDPDPDP ,,,,, 共15條 

    由 知每個的6 條線段中，均有3條出現3次的線段及3條出現 2次的線段 
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若知 CDBDAD ,, 這3條線段比例， 

即 baDPAP ADAD ::  ， cdDPBP BDBD ::  ， efDPCP CDCD ::   

則其餘 22條線段比例，我們均可利用Menelaus、Ceva定理『大和解』的跳法求出，      
這 22條線段比例整理如下： 

AB→ bdacBPAP ABAB ::  、 AC→ bfaeCPAP ACAC ::  、BC→ cfdeCPBP BCBC ::   

BCDAP → bdfdfcfdeaIPAI BCD :)(:  、 ACDBP → acfbfafaedIPBI ACD :)(:   

ABDCP → adebdadacfIPCI ABD :)(:  、 ABCDP → adfbdfacfadeIPDI ABC :)(:   

BCAP → bdfcfdeaPPAP BCABCABC :)(:  、 BDAP → bddcaPPAP BDABDABD :)(:   

CDAP → bffeaPPAP CDACDACD :)(:   

ACBP → acfbfaedPPBP ACABCABC :)(:  、 CDBP → cffedPPBP CDBCDBCD :)(:   

ADBP → acbadPPBP ADABDABD :)(:   

ABCP → adebdacfPPCP ABABCABC :)(:  、 ADCP → aebafPPCP ADACDACD :)(:   

BDCP → dedcfPPCP BDBCDBCD :)(:   

ABDP → adbdacPPDP ABABDABD :)(:  、 ACDP → afbfaePPDP ACACDACD :)(:   

BCDP → dfcfdePPDP BCBCDBCD :)(:   

CDABPP → )(:)(: bdacffeadIPIP CDAB   

BDACPP → )(:)(: bfaeddcafIPIP BDAC   

BCADPP → )(:)(: badfcfdeaIPIP BCAD   
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(三)、 由上述(二) 的結論可知，若三角錐 ABCD中的 CDBDAD ,,   

這3條線段的比例均為已知，就可知三角錐 ABCD中所有 25條線段的比例。 
我們想大膽假設： 
若已知三角錐 ABCD中的任一個之任 2條線段的比例， 
則此的6 條線段的比例均變已知，經去除掉此的6 條線段後，這時只要再任給 
剩下 19)]42(25[  條的其中 1 條線段比例，必然可知所有 25條線段比例！！ 

)16(如圖  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

證明) 不失其普遍性，我們讓 ABD 的 2條線段的比例 BDAD, 已知 

則 ABD  ABADBD DPBPAPBDADAB ,,,,, 這6 條線段的比例全變已知 

每個的6 條線段中，均有3條出現3次的線段及3條出現 2次的線段， 
在這10個中，我們用特殊符號☆★◇◆□■來表示線段比例變成已知 

ABC  ABACBC CPBPAPBCACAB ,,,,,  

☆ 

ABD  ABADBD DPBPAPBDADAB ,,,,,  

         ☆  ★ ◇  ◆   □   ■ 

ACD  ACADCD DPCPAPCDADAC ,,,,,  

             ★ 

BCD  BCBDCD DPCPBPCDBDBC ,,,,,  

             ◇ 

             CDABP  ABCDACDBCDCDCD PPBPAPBPAPAB ,,,,,  

                        ☆ 

I

PBCD

PBD

PABD

PBC

PABC

PCD

PACD

D

B
C

A

PAD

PAC

PAB

 

(圖 16) 
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BDACP  ACBDABDBCDBDBD PPCPAPCPAPAC ,,,,,  

              ◆ 

BCADP  ADBCABCBCDBCBC PPDPAPDPAPAD ,,,,,  

           ★ 

ADBCP  BCADABDACDADAD PPCPBPCPBPBC ,,,,,  

□ 

ACBDP  BDACABCACDACAC PPDPBPDPBPBD ,,,,,  

           ◇ 

ABCDP  CDABABCABDABAB PPDPCPDPCPCD ,,,,,  

■ 
這時再提供1條線段的比例 

.提供的這條線段是出現2次的，不失其普遍性，我們選 CDAP 為已知時， 

則 ACD  ABADCD DPCPAPCDADAC ,,,,,   

及 CDABP  ABCDACDBCDCDCD PPBPAPBPAPAB ,,,,, 同時全變已知 

此時剩下的 7 個中，每個均至少有 2條線段的比例會是已知， 
則三角錐 ABCD中，所有 25 條線段的比例全變已知。 

.提供的這條線段是出現 3 次的，不失其普遍性，我們選 BCDAP 為已知時， 

則 CDABP  ABCDACDBCDCDCD PPBPAPBPAPAB ,,,,,  

及 BDACP  ACBDABDBCDBDBD PPCPAPCPAPAC ,,,,,  

與 BCADP  ADBCABCBCDBCBC PPDPAPDPAPAD ,,,,,  

同時全變已知 
此時剩下的6 個中，每個均至少有 2條線段的比例會是已知， 
則三角錐 ABCD中，所有 25條線段的比例全變已知。 

 
        由知 

若已知三角錐 ABCD中的任一個之任 2條線段的比例， 
則此的6 條線段的比例均變已知，經去除掉此的6 條線段後，這時只要再任給 
剩下 19)]42(25[  條的其中1條線段比例，必然可知所有 25條線段比例！！ 
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五、將上述四、的結論應用於正四面體 ABCD  17(如圖 、 )18 ： 

令 1:1: DPAP ADAD ， 1:1: DPBP BDBD ， 1:1: DPCP CDCD  

證明(一)、在正四面體 ABCD內部的 4條線段： ABCABDACDBCD DPCPBPAP ,,, 必共點於點 I 。 

(二)、此點 I 既是正四面體 ABCD的外接球球心，亦是正四面體 ABCD的內切球球心。 

        外接球半徑為 a
4
6

 內切球半徑為 a
12

6
 1:3)()( 內切球半徑：外接球半徑  

證明) (一)、已知 ,DAPAD ,DBPBD DCPCD  3條線段的比例  

在正四面體 ABCD內部的 4條線段 ABCABDACDBCD DPCPBPAP ,,, 必共點於點 I  

(二)、在 CDABP 中， 1:1: BPAP ABAB ， 1:2: CDBCDBCD PPBP  1:3: BCDIPAI ＃ 

         令 aAB  得 ,
2
3 aAPCD  ,

3
3 aBPBCD  CDBCDPP a

6
3

 aAPBCD 3
6

 (餘弦定理) 

           aAPAI BCD 4
6

13
3




 ， aAPIP BCDBCD 12
6

13
1




  

.  aAIBICIDI
4
6

 ， 

故點 I 為正四面體 ABCD的外接球球心，外接球半徑為 a
4
6

＃ 

. 
222

BCDBCD APBPAB  CDBCD BPAP  同理 ,BDBCD CPAP  故 BCDAIPBCD 平面  

同理 ACDBIPACD 平面 ， ABDCIPABD 平面 ， ABCDIPABC 平面  

又 aAIIPIPIPIP BCDACDABDABC 12
6

3
1

  

故點 I 為正四面體 ABCD的內切球球心，內切球半徑為 a
12

6
＃            

. 由知 )()( 內切球半徑：外接球半徑 1:3:  BCDIPAI   ＃ 

 
 
 
 
 
 
 
 

I
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PBD
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PBC

PABC

PCD
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D

B
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A

PAD
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(圖 17) 
(圖 18) 
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六、當我們關注到在三角錐 ABCD中，有著共用線段 AD的 ABD 與 ACD 這兩個  )19(如圖  

 .在 ABD 中， 1
AP

DP
DP

BP
BP

AP

AD

AD

BD

BD

AB

AB  

       .在 ADC 中， 1
AP

CP
CP

DP
DP

AP

AC

AC

CD

CD

AD

AD  

由得 
DP

BP
BP

AP

BD

BD

AB

AB 1
AP

CP
CP

DP

AC

AC

CD

CD ＃ 

我們興奮極了，  

因為 
DP

BP
BP

AP

BD

BD

AB

AB 1
AP

CP
CP

DP

AC

AC

CD

CD ，像極了的Menelaus定理， 

而 ,ABP ,BDP ,CDP ACP 四個分割點共面 ( BDACCDAB PPPP , 這兩線段共點於點 I )， 

又像極了的Menelaus逆定理，  
但我們卻還置身三角錐 ABCD的幻境中。 
於是我們乾脆將夢作的更大些，分兩部分來處理。 

 
(一)、三角錐 ABCD有外圍18條線段及內部7 條線段，總共 25條線段的比例， 

我們延續並調整學長姐Menelaus、Ceva定理『大和解』的跳法， 
將其推廣到三角錐，發現結論出奇的漂亮！  
帥 )(Ceva ！孟 )(Menelaus 想變立體的三角錐跳法如下： 
.使用三角錐 ABCD的 25條線段中，不在同一的任 4條線段 

(但此 4條線段必須有四相異交點，這樣的限制保證此四相異交點必不共面) 
.始終同點 

(從四相異交點中任取一點出發，最後就要回到原出發點) 
. 4條線段接連跳完而同1條線段分兩次跳 

(先從一交點跳到同線段的非交點，再從此非交點跳到同線段另一端的交點， 
          ↓                              ↓ 
      此長度當分子                    此長度當分母 

這樣算跳完一段，且接續下一條線段繼續跳，直到 4條線段跳完恰回原出發點， 

並按分子、分母順序一直乘，均可得 1
4

4

3

3

2

2

1

1 
分母

分子

分母

分子

分母

分子

分母

分子 )  

 
 
 
 

I

PBD

PABD

PCD

PACD

D

B
C

A

PAD

PAC

PAB

 

(圖 19) 
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我們用窮舉法：三角錐 ABCD有外部 4個及內部6 個，從中任選 2個  
1.外部選2個 (共用一線段) 有 64

2 C 種， 

不失其普遍性，舉 ABD 與 ADC (共用線段 DAPAD )， 

)20(如圖  
 
 
 
   
 
 
 

將 ABD 中， DABDAB ,, ABADBD DPBPAP ,,, 依序編號為1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6， 

將 ADC 中， CADCAD ,, ADACCD CPDPAP ,,, 依序編號為1 , 2  , 3 , 4  , 5  , 6  ， 

並依編號由小到大各從 ,ABD ADC 中選3條線段(必選共用線段 13 DAPAD )， 

’.1 , 2 , 3  DAPAD 用到交點 DA, ●    ”.1 , 2  , 3   DAPAD 用到交點 DA, ● 

’.1 , 3 , 5  、、 用到交點 ADPA, ○   ”.1 , 2  , 4  、、 用到交點 DA, ● 
’.1 , 3 , 6 、、 用到交點 DA, ●     ”.1 , 2  , 6  、、 用到交點 DPAD , ◎ 
’. 2 , 3 , 4 、、 用到交點 DA, ●     ”.1 , 3 , 5  、、 用到交點 DA, ● 
’. 2 , 3 , 5 、、 用到交點 DPAD , ◎   ”.1 , 3 , 6  、、 用到交點 ADPA, ○ 
’. 3 , 4 , 5 、、 用到交點 ADPA, ○    ”.1 , 4  , 5  、、 用到交點 DA, ●  

         ’. 3 , 4 , 6 、、 用到交點 DA, ●     ”.1 , 4  , 6  、、 用到交點 ADPA, ○ 
         ’. 3 , 5 , 6 、、 用到交點 DPAD , ◎   ”.1 , 5  , 6  、、 用到交點 DPAD , ◎ 

因為左邊’～ ’與右邊” ～ ”配對時，需使用兩個交點是相同的， 
所以左邊的●配右邊的●、左邊的○配右邊的○、左邊的◎配右邊的◎， 
這樣共 24)222244(  種， 

       故在 1.之中 總共有 4
2C 144)222244(  種 

經逐項驗證後，均滿足帥 )(Ceva ！孟 )(Menelaus 想變立體的三角錐跳法。 

例. ,20如圖  (i).在 ABD 中， 1
DA
DP

PP
BP

BP
AP AD

ADABD

ABD

AB

AB  

                   (ii).在 ADC 中， 1
AP

CP
CP
PP

DP
AD

AC

AC

ACD

ACDAD

AD

 

由(i) (ii)得 
ADABD

ABD

AB

AB

PP
BP

BP
AP 1

AP
CP

CP
PP

AC

AC

ACD

ACDAD ＃ 

PBD

PABD

PCD

PACD

D

B
C

A

PAD

PAC

PAB

 

(圖 20) 
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2.外部選1個及內部選1個  (共用一線段) 有兩類，不失其普遍性， 

.舉 ABD 與 CAPBD  (共用線段 BDABDPAP )這一類有 123
1

4
1 CC 種 

)21(如圖  
 

 
 
 
 
 
 
 

將 ABD 中， DABDAB ,, ABADBD DPBPAP ,,, 依序編號為1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6， 

將 CAPBD 中， CACPAP BDBD ,, ABDACBDBCD CPPPAP ,,, 依序編號為1 , 2  , 3 , 4  , 5  , 6  ，

並依編號由小到大各從 ,ABD CAPBD 中選 3 條線段(必選共用線段 BDABDPAP 14  )， 

’.1 , 2 , 4  BDABDPAP 用到交點 BDPA, ● ”.1 , 2  , 3  BDABDPAP 用到交點 BDPA, ● 

’.1 , 4 , 5 、、 用到交點 ABDPA, ○   ”.1 , 2  , 4  、、 用到交點 BDPA, ● 
’.1 , 4 , 6 、、 用到交點 ABDPA, ○   ”.1 , 2  , 6  、、 用到交點 BDABD PP , ◎ 
’. 2 , 3 , 4 、、 用到交點 BDPA, ●   ”.1 , 3 , 5  、、 用到交點 BDPA, ● 
’. 2 , 4 , 5 、、 用到交點 BDABD PP , ◎ ”.1 , 3 , 6  、、 用到交點 ABDPA, ○ 
’. 2 , 4 , 6 、、 用到交點 BDABD PP , ◎ ”.1 , 4  , 5  、、 用到交點 BDPA, ●  

         ’. 3 , 4 , 5 、、 用到交點 ABDPA, ○   ”.1 , 4  , 6  、、 用到交點 ABDPA, ○ 
         ’. 3 , 4 , 6 、、 用到交點 ABDPA, ○   ”.1 , 5  , 6  、、 用到交點 BDABD PP , ◎ 

因為左邊’～ ’與右邊” ～ ”配對時，需使用兩個交點是相同的， 
所以左邊的●配右邊的●、左邊的○配右邊的○、左邊的◎配右邊的◎， 
這樣共 20)222442(  種 

       故在這一類中 總共有  3
1

4
1 CC 240)222442(  種 

經逐項驗證後，均滿足帥 )(Ceva ！孟 )(Menelaus 想變立體的三角錐跳法。 

例. ,21如圖  (i).在 ABD 中， 1
AP

PP
DP
BD

BP
AP

ABD

ABDBD

BDAB

AB  

                    (ii).在 CAPBD 中， 1
AP

CP
CP
PP

PP
AP

AC

AC

BCD

BCDBD

BDABD

ABD  

由(i) (ii)得 
BDAB

AB

DP
BD

BP
AP 1

AP
CP

CP
PP

AC

AC

BCD

BCDBD ＃ 

I

PBCD
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PABD

D

B
C

A

PAD

PAC

PAB

 

(圖 21) 
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.舉 ABD 與 CDABP  (共用線段 BAPAB )這一類有 123
1

4
1 CC 種 

)22(如圖  
 
 
 
 
 
 
 
 

將 ABD 中， DABDAB ,, ABADBD DPBPAP ,,, 依序編號為1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6， 

將 CDABP 中， APBPAB CDCD ,, ABCDACDBCD PPBPAP ,,, 依序編號為1 , 2  , 3 , 4  , 5  , 6  ，

並依編號由小到大各從 ,ABD CDABP 中選3條線段(必選共用線段 BAPAB 11  )， 

’.1 , 2 , 3  BAPAB 用到交點 BA, ●    ”.1 , 2  , 3  BAPAB 用到交點 BA, ● 

’.1 , 2 , 4 、、 用到交點 BA, ●     ”.1 , 2  , 4  、、 用到交點 BA, ● 
’.1 , 2 , 6 、、 用到交點 BPAB , ◎   ”.1 , 2  , 6  、、 用到交點 BPAB , ◎ 
’.1 , 3 , 5 、、 用到交點 BA, ●     ”.1 , 3 , 5  、、 用到交點 BA, ● 
’.1 , 3 , 6 、、 用到交點 ABPA, ○    ”.1 , 3 , 6  、、 用到交點 ABPA, ○ 
’.1 , 4 , 5 、、 用到交點 BA, ●     ”.1 , 4  , 5  、、 用到交點 BA, ●  

         ’.1 , 4 , 6 、、 用到交點 ABPA, ○    ”.1 , 4  , 6  、、 用到交點 ABPA, ○ 
         ’.1 , 5 , 6 、、 用到交點 BPAB , ◎    ”.1 , 5  , 6  、、 用到交點 BPAB , ◎ 

因為左邊’～ ’與右邊” ～ ”配對時，需使用兩個交點是相同的， 
所以左邊的●配右邊的●、左邊的○配右邊的○、左邊的◎配右邊的◎， 
這樣共 24)222244(  種 

       故在這一類中 總共有  3
1

4
1 CC 288)222244(  種 

經逐項驗證後，均滿足帥 )(Ceva ！孟 )(Menelaus 想變立體的三角錐跳法。 

例. ,22如圖  (i).在 ABD 中， 1
AP

BP
BP

DP
DP

AP

AB

AB

BD

BD

AD

AD  

                    (ii).在 CDABP 中， 1
AP

PP
PP

BP
BP

AP

ACD

ACDCD

CDBCD

BCD

AB

AB  

由(i) (ii)得
BP

DP
DP

AP

BD

BD

AD

AD  1
AP

PP
PP

BP

ACD

ACDCD

CDBCD

BCD ＃ 

I

PBCD

PBD

PABD

PCD

PACD

D

B

A

PAD

PAB

 

(圖 22) 
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3.內部選2個  (共用一線段) 有兩類，不失其普遍性，  

 舉 CDABP 與 CAPBD  (共用線段 BCDAIP )這一類有 123
2

4
1 CC 種， 

)23(如圖  
 
 
 
 
 

將 CDABP 中， APBPAB CDCD ,, ABCDACDBCD PPBPAP ,,, 依序編號為1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6， 

將 CAPBD 中， CACPAP BDBD ,, ABDACBDBCD CPPPAP ,,, 依序編號為1 , 2  , 3 , 4  , 5  , 6  ， 

並依編號由小到大各從 ,CDABP CAPBD 中選3條線段(必選共用線段 BCDAIP 44  )， 

’.1 , 2 , 4  BCDAIP 用到交點 BCDPA, ●  ”.1 , 2  , 4   BCDAIP 用到交點 BCDPA, ● 

’.1 , 4 , 5 、、 用到交點 IA, ○      ”.1 , 4  , 5  、、 用到交點 IA, ○ 
’.1 , 4 , 6 、、 用到交點 IA, ○      ”.1 , 4  , 6  、、 用到交點 IA, ○ 
’. 2 , 3 , 4 、、 用到交點 BCDPA, ●   ”. 2  , 3 , 4  、、 用到交點 BCDPA, ●  
’. 2 , 4 , 5 、、 用到交點 BCDPI , ◎   ”. 2  , 4  , 5  、、 用到交點 BCDPI , ◎ 
’. 2 , 4 , 6 、、 用到交點 BCDPI , ◎   ”. 2  , 4  , 6  、、 用到交點 BCDPI , ◎ 

         ’. 3 , 4 , 5 、、 用到交點 IA, ○     ”.3 , 4  , 5  、、 用到交點 IA, ○ 
         ’. 3 , 4 , 6 、、 用到交點 IA, ○     ”.3 , 4  , 6  、、 用到交點 IA, ○ 

因為左邊’～ ’與右邊” ～ ”配對時，需使用兩個交點是相同的， 
所以左邊的●配右邊的●、左邊的○配右邊的○、左邊的◎配右邊的◎， 
這樣共 24)224422(  種 

       故在這一類中 總共有  3
2

4
1 CC 288)224422(  種 

經逐項驗證後，均滿足帥 (Ceva )！孟(Menelaus )想變立體的三角錐跳法。 

例. ,23如圖  (i).在 CDABP 中， 1
IA
IP

PP
BP

BP
AP BCD

BCDCD

CD

AB

AB  

                   (ii).在 CAPBD 中， 1
AP

CP
CP
PP

IP
AI

AC

AC

BD

BDBCD

BCD

 

由(i) (ii)得 
BCDCD

CD

AB

AB

PP
BP

BP
AP 1

AP
CP

CP
PP

AC

AC

BD

BDBCD  ＃ 
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PBCD

PBD

PABD

PCD
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A
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(圖 23) 
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舉 CDABP 與 DCPAB  (共用線段 CDABIPP )這一類有 33
1 C 種， 

)24(如圖  
 
 
 
 
 
 

將 CDABP 中， APBPAB CDCD ,, ABCDACDBCD PPBPAP ,,, 依序編號為1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6， 

將 DCPAB 中， ABAB CPDCDP ,, ABDABCCDAB CPDPPP ,,, 依序編號為1 , 2  , 3 , 4  , 5  , 6  ， 

並依編號由小到大各從 ,CDABP DCPAB 中選3條線段(必選共用線段 CDABIPP 46  )， 

’.1 , 2 , 6  CDABIPP 用到交點 CDAB PP , ● ”.1 , 2  , 4   CDABIPP 用到交點 CDAB PP , ● 

’.1 , 3 , 6 、、 用到交點 CDAB PP , ●   ”.1 , 4  , 5  、、 用到交點 IPAB , ○ 
’.1 , 4 , 6 、、 用到交點 IPAB , ○     ”.1 , 4  , 6  、、 用到交點 IPAB , ○ 
’.1 , 5 , 6 、、 用到交點 IPAB , ○     ”. 2  , 3 , 4  、、 用到交點 CDAB PP , ●  
’. 2 , 4 , 6 、、 用到交點 CDPI , ◎    ”. 2  , 4  , 5  、、 用到交點 CDPI , ◎ 
’. 2 , 5 , 6 、、 用到交點 CDPI , ◎     ”. 2  , 4  , 6  、、 用到交點 CDPI , ◎ 

         ’. 3 , 4 , 6 、、 用到交點 CDPI , ◎     ”.3 , 4  , 5  、、 用到交點 IPAB , ○ 
         ’. 3 , 5 , 6 、、 用到交點 CDPI , ◎     ”.3 , 4  , 6  、、 用到交點 IPAB , ○ 

因為左邊’～ ’與右邊” ～ ”配對時，需使用兩個交點是相同的， 
所以左邊的●配右邊的●、左邊的○配右邊的○、左邊的◎配右邊的◎， 
這樣共 20)244222(  種 

       故在這一類中 總共有 3
1C 60)244222(  種 

經逐項驗證後，均滿足帥 (Ceva )！孟(Menelaus )想變立體的三角錐跳法。 

例. ,24如圖  (i).在 CDABP 中， 1
AB

CD

CDBCD

BCDAB

IP
IP

PP
BP

AB
AP  

                   (ii).在 DCPAB 中， 1
ABABD

ABDCD

CD

AB

PP
DP

CD
CP

IP
IP  

由(i) (ii)得 
CDBCD

BCDAB

PP
BP

AB
AP 1

ABABD

ABDCD

PP
DP

CD
CP  ＃ 

經我們驗證帥 )(Ceva ！孟 )(Menelaus 想變立體的三角錐跳法， 
結果上述 1.2.3.共 1020)60288288240144(  種情形均成立！ 

I

PBCD

PABD

PABC

PCD

PACD

D

B
C

A

PAB

 

(圖 24) 
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 (二)、1. 空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線，但此四點不管有無共平面皆可)， 

均可畫出 ABCD三角錐 ，其中線段 ,AB ,BC ,CD AD分別含此四點 4321 ,,, PPPP 。 

 
畫法) 不失其普遍性  )25(如圖  

 先畫一平面E通過點 32 ,PP 且讓點 41,PP 落在平面E的同一側， 

 同時在此側任找一點 A (異於點 41,PP )，且此點 A需使得射線 41, APAP 分別交 

   平面E於點B與點D (均異於點 32 ,PP ，萬一有的點產生重合，只要重選 A點即可) 

 最後，只要射線 32 ,DPBP 不平行，不失其普遍性，即可交於點C  

             (萬一射線 32 ,DPBP 平行，只要重選 A點即可) 

            除了現有的線段 ,AB ,BC ,CD AD，再連接線段 ,AC BD，即得三角錐 ABCD， 

             且在此三角錐中的線段 ,AB ,BC ,CD AD分別含此四點 4321 ,,, PPPP  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(圖 25) 
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2. 承 1. 空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線，但此四點不管有無共平面皆可)， 

均可畫出 ABCD三角錐 ，其中線段 ,AB ,BC ,CD AD分別含此四點 4321 ,,, PPPP 。 

所以在已知空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線) 的條件下，  

證明：若此四點 4321 ,,, PPPP 共平面  
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 1
4

4

3

3 
AP

DP
DP
CP  

 

Pf) 先畫出 ABCD三角錐 ，其中線段 ,AB ,BC ,CD AD分別含此四點 4321 ,,, PPPP 。 

           再隱藏線段CD上的點 3P，因為 DAPCBPBAP 421 ,, 這3條線段的比例若均設為已知， 

就可知三角錐 ABCD中所有 25條線段的比例。當然也就包含了 DPC 3 線段的比例， 

而且在線段CD上只有唯一的一點 3P會與點 421 ,, PPP 共平面 

且 
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 1
4

4

3

3 



AP
DP

DP
PC

   (其中點 4321 ,,, PPPP  分別可對照點 ADCDBCAB PPPP ,,, ， 

且 ADBCCDAB PPPP , 這兩條線段共點於點 I ， 

即 4231 , PPPP  這兩條線段共點於點 I ) 

“充分條件 ” 
點 4321 ,,, PPPP 共平面 

  點 33 ,PP 為同一點  
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 
AP

DP
DP
CP

4

4

3

3 
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 1
4

4

3

3 



AP
DP

DP
PC

＃ 

“必要條件 ” 

必然能在線段CD上找到唯一的一點 3P使得 
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 1
4

4

3

3 



AP
DP

DP
PC

  

且點 421 ,, PPP 與點 3P共平面，又已知 
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 1
4

4

3

3 
AP

DP
DP
CP

， 

DP
PC

3

3





DP
CP

3

3  

故點 3P與點 3P為同一點。 
故點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線)共平面＃ 
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伍、討論 
一、本研究只討論三角錐內外所有 25條線段比例、內部7 條線段共點、內部6 個亦共於此點，

雖然多角錐可分割成數個三角錐，但因現行高中仍以研究三角錐為主，所以針對研究多角錐

我們著墨不多，但仍值得再深入研究！ 

二、由Menelaus定理及其逆定理得知，在 ABC 中， 1
GA
DG

CD
BC

FB
AF

 FGC ,, 三點共線； 

由Ceva定理及其逆定理得知，在 ABC 中， 1
EA
CE

DC
BD

FB
AF

  CFBEAD ,, 三線共點； 

 
 
 
 
 
 
 
 
    在已知空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線)的條件下， 

本研究證明出若此四點 4321 ,,, PPPP 共平面  
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 1
4

4

3

3 
AP

DP
DP
CP  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    但在凸 n邊形 nAAAA 321 中 )4( n ，若能得到 1
14

3

3

2

2

1

1

1

43

43

32

32

21

21 
AP

PA
AP

PA
AP

PA
AP

PA

n

n

AA

AAn

AA

AA

AA

AA

AA

AA
 ， 

    則其對應的幾何性質為何？期間雖不間斷的嘗試各種方法，盡我們所能拜讀坊間的書籍， 
抑或是利用網路上的搜尋引擎Google再Google、Yahoo再Yahoo，仍苦於無法找到相呼應 
的幾何性質，所以關於此問題仍像待開發的處女地，值得再深入研究！ 

D

G

C
B

A

EF

 
D

G

A

B
C

F
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陸、研究結果與結論 
一、我們發現平面上任意凸 n邊形和空間中 n角錐在線段比例連乘的關聯性。 

(一)、平面上，在凸n邊形 nAAAA 321 內任找一點 1nA ，連接 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  ， 

在 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  分別任找點
1131211

,,,,
 nnnnn AAAAAAAA PPPP  ， 

        先連接
1112 21 ,

 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點
121 nAAAP  

     連接
1213 32 ,
 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點

132 nAAAP  

                 

     連接
111

,1  nnn AAnAA PAPA ，這兩條線段交於點
11 nn AAAP       

再連接
132121 11 ,
  nn AAAnAAAn PAPA

1111 11 ,,,
  nnnnn AAAnAAAn PAPA 並延長之， 

分別交 nnn AAAAAAAA 113221 ,,,,  於點
nnn AAAAAAAA PPPP

113221
,,,,


 ， 

     則在凸 n邊形 nAAAA 321 中， 1
1

1

3

2

2

1

1

1

1

1

32

32

21

21 




AP
PA

AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

nn

nn

AA

AAn

nAA

AAn

AA

AA

AA

AA    ( 3n ) 

(二)、空間中，在異於凸n邊形 nAAAA 321 所在平面上任找一點 1nA ， 

連接 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  ，形成 n 角錐， 

在 1131211 ,,,,  nnnnn AAAAAAAA  分別任找點
1131211

,,,,
 nnnnn AAAAAAAA PPPP  ， 

         先連接
1112 21 ,

 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點
121 nAAAP  

     連接
1213 32 ,
 nn AAAA PAPA ，這兩條線段交於點

132 nAAAP  

                 

     連接
111

,1  nnn AAnAA PAPA ，這兩條線段交於點
11 nn AAAP       

再連接
132121 11 ,
  nn AAAnAAAn PAPA

1111 11 ,,,
  nnnnn AAAnAAAn PAPA 並延長之， 

分別交 nnn AAAAAAAA 113221 ,,,,  於點
nnn AAAAAAAA PPPP

113221
,,,,


 ， 

     則在凸 n邊形 nAAAA 321 中， 1
1

1

3

2

2

1

1

1

1

1

32

32

21

21 




AP
PA

AP
PA

AP
PA

AP
PA

n

n

nn

nn

AA

AAn

nAA

AAn

AA

AA

AA

AA    ( 3n ) 
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二、(一)、我們發現簡易畫出三角錐 ABCD內部7 條線段共點及內部6 個亦共於此點的方法。 

空間中，在異於 ABC 所在平面上任找一點D，連接 CDBDAD ,, ，形成三角錐， 

在 CDBDAD ,, 分別任找點 CDBDAD PPP ,, ， 

         先連接 ADBD BPAP , ，這兩條線段交於點 ABDP  

     連接 ADCD CPAP , ，這兩條線段交於點 ACDP  

     連接 BDCD CPBP , ，這兩條線段交於點 BCDP  

     再連接 BCDACDABD DPDPDP ,, 並延長之，分別交 BCACAB ,, 於點 BCACAB PPP ,, ， 

     則在 ABC 中， 1
AP

CP
CP

BP
BP

AP

AC

AC

BC

BC

AB

AB ，且得 ABACBC CPBPAP ,, 三線必共點於點 ABCP 。 

進一步連接三角錐內部的7 條線段 ,,,, ABCABDACDBCD DPCPBPAP BCADBDACCDAB PPPPPP ,, ， 

則這7 條線段： ,,,, ABCABDACDBCD DPCPBPAP BCADBDACCDAB PPPPPP ,, 必共點於點 I ， 

        又共點於點 I 的這7 條線段任選 2條線段，其 4個端點均會共平面， 
且內部6 個： ,CDABP ,BDACP ,BCADP ,ADBCP ,ACBDP ABCDP 亦共點於點 I 。 

 
(二)、我們發現三角錐 ABCD共有 

. 10個  
. 25條線段 

出現3次的線段：共10條 
出現 2次的線段：共15條 

       由知每個均有3條出現3次的線段，亦有3條出現 2次的線段 

若三角錐 ABCD中的 CDBDAD ,,  這3條線段的比例均為已知， 

就可知三角錐 ABCD中所有 25條線段的比例。 
 
(三)、我們發現若三角錐 ABCD中的任一個之任 2條線段的比例為已知， 

則此的6 條線段的比例均變已知，經去除掉此的6 條線段後，這時只要再任給 
剩下 19)]42(25[  條的其中1條線段比例，必然可知所有 25條線段比例！！ 
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三、我們發現應用於正四面體 ABCD， 

令 1:1: DPAP ADAD ， 1:1: DPBP BDBD ， 1:1: DPCP CDCD  

則(一)、在正四面體 ABCD內部的 4條線段： ABCABDACDBCD DPCPBPAP ,,, 必共點於點 I 。 

(二)、此點 I 既是正四面體 ABCD的外接球球心，亦是正四面體 ABCD的內切球球心。 

      外接球半徑為 a
4
6   內切球半徑為 a

12
6   1:3)()( 內切球半徑：外接球半徑  

 
四、(一)、三角錐 ABCD有外圍18條線段及內部7 條線段，總共 25條線段的比例， 

我們延續並調整 Menelaus、Ceva 定理『大和解』的跳法，將其推廣到三角錐。 
帥 )(Ceva ！孟 )(Menelaus 想變立體的三角錐跳法如下： 
.使用三角錐 ABCD的 25條線段中，不在同一的任 4條線段 

(但此 4 條線段必須有四相異交點，這樣的限制保證此四相異交點必不共面) 
.始終同點 

(從四相異交點中任取一點出發，最後就要回到原出發點) 
. 4 條線段接連跳完而同1條線段分兩次跳 

(先從一交點跳到同線段的非交點，再從此非交點跳到同線段另一端的交點， 
             ↓                              ↓ 
         此長度當分子                    此長度當分母 

這樣算跳完一段，且接續下一條線段繼續跳，直到 4條線段跳完恰回原出發點， 

並按分子、分母順序一直乘，均可得 1
4

4

3

3

2

2

1

1 
分母

分子

分母

分子

分母

分子

分母

分子 ) 

 
(二)、在已知空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線)的條件下， 

我們證明出若此四點 4321 ,,, PPPP 共平面  
CP
BP

BP
AP

2

2

1

1 1
4

4

3

3 
AP

DP
DP
CP   

空間中任意相異四點 4321 ,,, PPPP (任三點不共線，但此四點不管有無共平面皆可)， 

均可畫出 ABCD三角錐 ，其中線段 ,AB ,BC ,CD AD分別含此四點 4321 ,,, PPPP 。 

 

 

 

 



 30 

柒、參考資料及其他 
一、趙文敏(1992)。Menelaus 與 Ceva 定理。載於幾何學概論(34-47 頁)。台北市：九章出版社 
二、林澤恩、簡士鈞(1997)。Menelaus 定理與 Ceva 定理的機器證明與推廣。 

第三十七屆中小學分區科展作品。感謝基隆女中陳坤松老師提供 
三、楊鈞麟、馮孝天、彭孟凱、吳振育(2001)。Menelaus 與 Ceva 定理的推廣。 

第四十一屆中小學全國科展作品。感謝花蓮高中彭成鈿老師提供 
四、姚建銘(2003)。「孟」想空間。載於數學新天地第 6 期(22-24 頁)。台北縣：龍騰文化出版社 
五、王宏達、謝怡萱(2004)。Menelaus、Ceva 定理『大和解』。第四十四屆中小學分區科展作品 
六、柳賢、左太政、葉永南、毛延宗、黃重嘉、林漢良、蘇信誠(2004)。 

共線與共點的概念及西瓦、孟氏定理。載於幾何學上(6-12 頁)。台南市：翰林出版社 
七、林來福、李恭晴、徐正梅、陳冒海、陳順宇(2004)。共點線與共線點。 

載於高中幾何學上(18-46 頁)。台南市：南一出版社 
八、MathPages。Menelaus and Ceva。取自 http://www.mathpages.com/home/kmath442/kmath442.htm 
九、初代小篆部落格。Menelaus and Ceva。取自 http://www.wretch.cc/blog/AlphaLucifer/26975354 
十、笹部貞市郎(1998)。比例線段。載於幾何學辭典(207-292 頁)。台北市：九章出版社 
十一、劉俊傑(1995)。三角形內的比例線段(一)。載於數學傳播第十九卷第二期(76-85 頁)。 
      劉俊傑(1996)。三角形內的比例線段(二)。載於數學傳播第二十卷第三期(60-68 頁)。 
      劉俊傑(1997)。三角形內的比例線段(三)。載於數學傳播第二十一卷第一期(54-66 頁)。 
      劉俊傑(1997)。三角形內的比例線段(四)。載於數學傳播第二十一卷第三期(54-62 頁)。 
      劉俊傑(2005)。三角形內的比例線段(五)。載於數學傳播第二十九卷第二期(46-54 頁)。 

台北市：書鄉林出版社 
十二、林信安(2002)。幾何。 

取自 http://www.math.ncu.edu.tw/resource/teach/chen/files91/test91h-html/node6.html 
十三、林志成、郭文杰、鍾思齊、李宗燁 (2006)。三角形到四面體的完全類比。 

第四十六屆中小學全國科展作品。 
十四、國立台灣師範大學數學系網路小組(1999)。動態幾何操作手冊。台北市：九章出版社 
十五、Scott Steketee、Nicholas Jackiw、Steven Chanan(2001)。幾何畫板操作手冊。 

台北市：九章出版社 



【評語】040408 

Menelaus 、Ceva 定理為平面幾何中重要定理，這定理有不

少推廣，過去科展常見這方面作品應和過去結果作一比較，

此作品主要工作是將 Menelaus、 Ceva 推廣至凸多邊形及三

角錐，並探討空間四點共平面之充要條件，此作品有點原創

性、有趣、有科學精神。但有些敘述太繁瑣大大破壞其美感。

數學作文能力有改進空間，採用根軸名詞，宜說明清楚其定

義。 
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