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披薩 西瓜 怎麼切 
 

摘要 

 
圖(一)中，在半徑 r 的圓形披薩上選一個任意點 P，過

此點畫四條線將披薩切成八份，要求這四條線中，任兩相鄰

的線必須夾 45 圖中四塊黃色披薩與四塊白色披薩的面積

相等，這就是有名的披薩定理。 

°，

 

這是台灣師大數學系教授許志農在「龍騰數亦優」中所

撰寫的，但其處理的手法涉及微積分，本文將以更初等的數

學方法加以證明，並推廣出下列結果： 

圖(一) 

一、在圖(二)中，半徑 r 的圓形披薩內任一點 P，過此點畫四條直線，四塊黃色披薩的夾角皆

為θ ，四塊白色披薩的夾角皆為 θ−°90 ，則四塊黃色披薩的面積為 ( )θ22r  

二、在橢圓形披薩，正 n2 邊形的披薩及球體，我們亦有相似的結果 

 

另一部份，我們將用組合的手法，證明並推廣一個古典

問題：「一個西瓜切 n 刀最多可以切多少塊，其中有幾塊不含

西瓜皮」。 

圖(二) 
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壹、 研究動機 

 
我們從台灣師範大學數學系教授許志農在「龍騰數亦優」中所撰寫的文章「披薩定理」

發現切披薩、切西瓜竟然也是一門學問，其背後有某種數學結構，藉由這次科展的機會，得

以展開深入的研究與探討。 
 

貳、 研究目的 

 
用初等的數學方法去推廣披薩定理，及一個古典問題：「一個西瓜切 n 刀最多可以切多少

塊，其中有幾塊不含西瓜皮」，並將其推廣之。而切披薩、切西瓜的方法五花八門，我們就特

定的幾種限制中，找出其規律性。 
 

參、 研究設備及器材 

 
紙 筆 電腦 GSP Microsoft Word 2003 
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肆、 研究過程及方法 

 
一、推廣披薩定理 
 
 

我們先利用 GSP 的結果，在相同的圓內，發現面積

總和竟與θ 呈現線性關係。(所得數據詳見附件一) 

圖(三) 

θ 10° 15° 30° 40° 45° 
黃色部分面積 2.02 3.02 6.05 8.06 9.07 
白色部分面積 16.13 15.12 12.09 10.08 9.07 
 
 
接下來，我們用初等的數學方法將披薩定理加以推廣證明。 
 
 
設圓半徑為 r 
 

如圖(三)，劣弧 的角度依序為
∩∩∩∩∩∩∩∩

HAGHFGEFDECDBCAB ,,,,,,, 821, θθθ ，弦 AB 與弧
∩

AB 所圍
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(一) 先討論黃色部分的面積 
 
分項化簡如下： 

 
 

1. ( ) ( )[ ] ( ) θθθθθθθθθθθ 222
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同理可得： 

)
cos

cos22(
2
1

22
3

22

θ
θ PDPCrrPDPC −−−−

= ， )
cos

cos22(
2
1

22
5

22

θ
θ PFPErrPFPE −−−−

= ，

)
cos

cos22(1 7
2 θrrPHPG −−

=
2

222

θ
PHPG −−  

3. 承 2.，整理可得： 

( ) ( )221
2

2

1
2

22
1

22

1
2

tan
4
1

cos2
sintan

2
1

sinsin
cos

cos22
2
1

2
1)sinsin(

2
1

PBPArr

rPBPArrrPBPA

++
−

+
−

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−−−
=−

θ
θ
θθθ

θθ
θ

θθθ
 

( ) ( )223
2

2
3

2 tan
4
1

cos2
sintan

2
1)sinsin(

2
1 PDPCrrrPDPC ++

−
+

−
=− θ

θ
θθθθθ  

( ) ( )225
2

2
5

2 tan
4
1

cos2
sintan

2
1)sinsin(

2
1 PFPErrrPFPE ++

−
+

−
=− θ

θ
θθθθθ  

( ) ( )227
2

22 tan1)sinsin(1 rrrPHPG −
=− θθ 7 tan

4
1

cos2
sin

2
PHPG ++

−
+ θ

θ
θθθ  

 

) 接著，討論白色部分的面積 
 
同理 

2
黃色部分面積=以上 4 個式子相加+ 2r θ2
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白色部分面積=以上 4 個式子相加+ ( )θπ 22 −r  
 

(三)   
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )πθ

θθ

θθ

θθθθ

θ
θθ

θ
θθ

θ
θθ

θ
θθ

θ
θθ

θ
θθ

θ
θθ

θ
θθ

θθθθ

θθθθ

-4r

90tan
4
190tan

4
1

90tan
4
190tan

4
1

tan
4
1tan

4
1tan

4
1tan

4
1

90cos2
90sin

90cos2
90sin

90cos2
90sin

90cos2
90sin

cos2
sin

cos2
sin

cos2
sin

cos2
sin

90tan
2
190tan

2
190tan

2
190tan

2
1

tan
2
1tan

2
1tan

2
1tan

2
1

2

2222

2222

22222222

8
2

6
2

4
2

2
2

7
2

5
2

3
2

1
2

2222

2222

+

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−°++−°

++−°++−°

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++++

+

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−°
−−°

+
−°
−−°

+
−°
−−°

+
−°
−−°

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
+

−
+

−

+

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −°

−
+−°

−
+−°

−
+−°

−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

+
−

+
−

=−

PAPHPGPF

PEPDPCPB

PHPGPFPEPDPCPBPA

rrrr

rrrr

rrrr

rrrr

白色部分面積黃色部分面積

 

 
我們分項處理上式 
 

1. 先處理第一個大括號 
( ) ( ) θθθθθ 2cot4tan2cot2cot2tan2 2222 rrrr =−=−−−=  
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2. 利用和差化積公式化簡及 84627351 2180,2 θθθθθθθθθθ +=+=−°+=+= 的

特性處理第二個大括號 
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3. 處理第三個大括號 
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利用此性質，第三個括號可化簡成 
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4. 結果 

最後 

白色部分面積黃色部分面積 r
 

 

2
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r
r黃色部分面積

 

推出兩區塊面積之和的關係式。 
與我們用 GSP 跑的結果相同。 

 

( )
2

2

r 
4

π

πθ

==+

−=−

圓面積白色部分面積黃色部分面積又

( )
( )θπ

θ

2 白色部分面積

 
我們發現，即使是任意角度，仍可

此
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二、球體西瓜 
 
 

直線 L 交一球面 於 A,B 兩點，包含直

線 L 的四個平面 將此球體切成 8 塊， 1與 的

夾角θ， 與 的夾角θ， 3 且

2222 rzyx =++

4321 ,,, EEEE 2

3E 4E 1 EE ⊥ 42 EE ⊥ (如圖(四))，

將四塊夾角θ的區域體積總和為
3

82
3
4 3

3 θ
π
θπ rr =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

圖(四) 

 
 
 
 
 
 
證明： 

圖(五) 

每一個橫截圓皆如右圖(五)，夾角θ區域面積總和與

夾角 ( )θ−°90 區域面積總和比為 ( ) ( )θπθ 2:2 − ，由積分的

概念(祖氏定理)可得體積比亦為 ( ) ( )θπθ 2:2 − ，故得證。 
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三、橢圓形披薩 

 
 

橢圓形內任選一點 P，過此點畫 4 條直線將其切成 8 份，並要求此 4 條直線任兩相鄰的

直線必須夾角 ，我們透過 GSP 發現，並非所有的黃色與白色面積皆相等，今退而求其次

尋找特例。 

°45

 
 

橢圓內任一點 P，我們可以找到過 P 的四條直線 將橢圓分成八個區域：區域

一,三,五,七的面積和會等於區域二,四,六,八的面積和。 
4321 ,,, LLLL

 
方法： 

圖(六) 

 
 
 

圖(七) 

 
 
 
 
 

將圓盤 ( ){ }222, ayxyx ≤+ 內的每一點到 x 軸的距離壓縮為原來的 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ < 1

a
b

a
b

，其區域將變成

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤+ 1, 2

2

2

2

b
y

a
xyx ，而圖(六)則變成圖(七)，由積分的概念可知壓縮後區域面積是原來的

a
b

倍，所以黃色區域面積等於白色區域面積，因其方法是可逆的，故得證。 
 
 

Ex1：橢圓 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<<≤+Γ ab
b
y

a
xyx 0,1|,: 2

2

2

2

內一點 ( )11, yxP ，今將橢圓內的每一點到 x 軸的距

離伸長為原來的
b
a

，其區域變成圓 ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>=+Γ 0,1|,: 2

2

2

2
' a

a
y

a
xyx 及內一點 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

b
ayxP 1

1
' , ，過 的

4 條直線

'P

( 1
1'

41
'
31

1'
2

1'
1 :,:,:,: xx

b
ayyLxxLxx

b
ayyL

b
ayyL −−=−=−=−= )，符合披薩定理；

今再壓縮回來，過 的 4 直線( )11, yxP

( ) ( 1141311211 :,:,:,: xx
a
byyLxxLxx

a
byyLyyL −−=−=−=−= )為所求。 
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四、正 n2 邊形披薩 
 
 

正 邊形內任選一點 P，過此點畫 4 條直線將其切成 8 份，並要求此 4 條直線任兩相鄰

的直線必須夾角 ，我們透過 GSP 發現，並非所有的黃色與白色面積皆相等，今退而求其

次尋找特例。 

n2
°45

 
 

正 邊形 內任選一點，我們可找到過此點的四條線，要求直線中任兩條相鄰的線

必須夾角 ，此四條直線將正 邊形分成 8 個區域，依序塗上黃色、白色間隔，則四塊黃

色區域面積與四塊白色區域面積相等。 

n2 ( 2≥n
°45 n2

 
(一) n=2 時，即正方形 

 
我們將證明  

PJDHPKAFPIGPLEPFJPGKPEBIPHCL 四邊形四邊形四邊形四邊形 ++Δ+Δ=Δ+Δ++

 
 

圖(八) 

由於下列面積恆等式是容易得到的 

UJVUJX
SHWUSORH

LMOLQO
AKTFFTUX

NEMOIBEN
PGIPGK
PTKPTU
PSUPSO
PNOPNI

Δ=Δ
=

Δ=Δ
=
=

Δ=Δ
Δ=Δ
Δ=Δ
Δ=Δ

四邊形四邊形

四邊形四邊形

四邊形四邊形  

 
我們只需處理 即可 VWDJLCRQ 四邊形四邊形 =

 

正方形邊長 1=AB ，設 xNI = , yEN =  

( )yxyLCRQ −−⋅= 21四邊形  
( ) ( )[ ] ( ) yyxyxxyxVWDJ ⋅−−=−−+−⋅−−= 21212121四邊形    故得證 

 
所以，在正方形當中，也可得到同一性質。 
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由上一點可知，在正方形內以 45 度角切割出 8 個區域，分割面積和會相等，所以，若要

證明

 
(二) n=3 時，即正 8 邊形 

 圖(九) 
 

正 8 邊形，我們可利用上述性質，如此一來，只需針對正方形與正 8 邊形所夾區域的面

積進行討論即可，即 85427631 aaaaaaaa +++=+++  
 
<pf>: 

如圖(九)，將正 8 邊形以正方形與之外接，又已知正方形以 45 度角切成 8 塊，此式子成

立，

方形與正 8 邊形所夾出的 4 個三角形區塊，面積相等 
; aaa

 

所以證明外部面積相等即可。 
 
正

( ka 表示其區域的面積)利用三角形全等性質(AAS)可得 2a = 746 =  
 

( ) ( ) ( ) ( )
84257361

87654321

aaaaaaaa
aaaaaaaa

+++=+++⇒
+++=+++ 我們可推得又

 

得證 
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若外接的正方形不與正 8 邊形任一邊互相平行(如圖

(十))，我們也可得到相同的結果。 
 
<pf>: 
同理， 
 
將正 8 邊形以正方形與之外接，又已知正方形以 45 度角

切成 8 塊，此式子成立，所以證明外部面積相等即可。 
 
正方形與正 8 邊形所夾出的 4 個凹 4 邊形區塊，面積相

等 
圖(十) 

利用三角形全等性質(RHS 或 ASA) 可得

)(;)(;)(;)( 10651269372 ASAaaaRHSaaRHSaaASAaa =+===  
 

( )
( )

藍色部分面積

綠色部分面積

=+++++2=
++++++−+=

+++++=+++++=

+=+⇒++=++
=+⇒=+

=+⇒+=+++

1211853

12321259111298

123210411097641

121981221987

101251065

119411106543

-
aaaaaa

aaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaa
aaaaaa

aaaaaaaaa

證 

用相同對稱的手法也可證明正 邊形。 
 

 

得

 
n2利



 

 12

 
五、古典問題的推廣 
 
 

接下來我們將用新手法處理一道舊題目： 
 

(一) 在同一直線上，n 個相異點最多可將該直線分割成 nn CC 10 +  個線段 

(二) 在同一平面中，n 條直線最多可將該平面分割成 nn  個區塊 n CCC 210 ++

 
原始手法： 
設 n 條直線最多可將該平面分割成 塊區域， na

可得遞迴關係 ，可得
⎩
⎨
⎧

=
+= −

21

1

a
naa nn

2
22 ++

=
nnan  

 
新手法： 

原本是一個區域：  nC0

每多 1 條直線，就多 1 個區塊， 

所以 n 條平行直線，就切出 個區塊。 nn CC 10 +

 
接下來我們觀察兩平行直線及兩相交直線的情形， 
發現每多 1 個交點，就多 1 個區塊， 
若要分割出最多區域，則任 2 條直線要有 1 個交點， 

所以 n 條直線，最多有 個交點，最多就切出 個區塊。 nC2
nnn CCC 210 ++

 

4 個區域 

 
 
 
 

1 個區域 3 個區域 
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(三) 在同一空間中，n 個平行平面最多可將空間分割成 n+1 個區域；2 個平行平面可將空

間分割成 3 個區域，但若 2 平面相交於一直線，可多隔出 1 個區域，所以要隔出最

多區域，要求任 2 個平面相交於一直線；今觀察 3 平面相交情形，若任兩平面相交

於一直線，且 3 直線相交於一點（即 3 平面相交於一點時），又可多隔出一個區域，

故要求任 3 個平面相交於一點，所以 n 個平面最多有 nC2 條交線、 nC3 個交點，故最多

可將該空間分割成 nn  個區塊 nn CCCC 3210 +++

3 平面隔出 7 個區域 

若 2 平面有一交線，

可多隔出一個區域 

2 個平面隔出 3 個空間 

3 平面相交於一點，可

多隔出一個區域 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
原始手法：設 n 個平面最多可將空間分割成塊區域， 

可得遞迴關係 ,
⎩
⎨
⎧

=
+= −−

21

11

b
abb nnn

2
22 ++

=
nnan ，其中 為 n 條直線最多可將平面分割的區

域數，可得

na

6
653 ++

=
nnbn  

 
例： 

空間中四平面 1,0,0,0 =++=== zyxzyx 可將空間分割出 個區

塊，表列如下：(1)表示聯立不等式

154
3

4
2

4
1

4
0 =+++ CCCC

01,0,0,0 <−++>>> zyxzyx 所形成的區域，大於

0 用「+」表示，小於 0 用「-」表示。 
 

 (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)
x + + - - + + + + - - + + - - - - 
y + + + + - - + + - - - - + + - - 
z + + + + + + - - + + - - - - - - 
x+y+z-1 - + - + - + - + - + - + - + - + 

(16)不合 



 

 14

n 刀時，刀痕恰與披薩有 2n 個交點，此時含邊的披薩有 2n 塊，不含邊的披薩有

 
六、接下來我們再考慮一個更深入的問題 
 

(一) 一個披薩切 n 刀，最多可以切 nn 片，其中有幾塊不含披薩的邊？觀察如

下：  

n CCC 210 ++

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

切 11 塊 
不含邊的有 3 塊

切 7 塊 
不含邊的有 1 塊

切 4 塊 
不含邊的有 0 塊 

 
切

( )( ) 1
2210 2

212 −=
−−

=−++ nnnn CnnnCCC 塊 

) 一個西瓜切 n 刀，最多可以切 塊，其中有幾塊不含西瓜皮？觀察如

下： 
時，不含西瓜皮的塊數為 0 

時，前 3 個平面與第 4 個平面的交線在第 4 個平面上最多分

10

西瓜皮的區域 

時，前 個平面與第 5 個平面的交線在第 5 個平面上最多分

44 CCC ++ 區域，其中有C ，所以多了 塊不

含西瓜皮

 

nnnn CCCC 3210 +++(二

n 3,2,1=
 
n 4=

割出 333 CCC ++ 區域，其中有 2 塊封閉區域，所以有 2 塊不含2 2C 2C

 
5=n 4

210 2 塊封閉區域割出 4 3 3
2C

的區域，共有 3
2

2
2 西瓜皮 

依此想法，切

CC + 塊不含

 
n 刀共有

( )( )( ) 1
3

2
2

2 4
2

3
22 6

321 −− =
− −−

++
nnnCC

 

=++ nn CCC 塊不含西瓜皮 
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七、歸納 
 

kR 空間中的 n 個 1−kR 維超平面，最多可將 kR n
k

nn CCC +++ 10空間分成 個部份，其中有

界區域有C 塊。 

 
 

n 個

1−n
k

1−kR 維超平面，最多交出 個nC2
2−kR 維超平面、 個nC3

3−kR想法： 維超平面、……、 個

交點，所以最多分割出 個部份。用第六部份相同的手法亦可得到：其中有界

區域有 塊。 

 
 

n
kC

n
k

nn CCC +++ 10

1−n
kC
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伍、 研究結果 

 
一、在圖(二)中，半徑 r 的圓形內任一點 P，過此點畫四條直線，四塊黃色披薩的夾角皆為

 

θ ，

四塊白色披薩的夾角皆為 θ−°90 ，則四塊黃色披薩的面積為 ( )θ22r  

二、直線 L 交一球面 於 A,B 兩點，包含直線 L 的四個平面 將此球

體切成 8 塊， 與 的夾角θ， 與 的夾角θ，

2222 rzyx =++ 4321 EEEE

1E 2E 3E 4E 31 EE ⊥ 且 如圖(四))，將四42 EE ⊥ (

3
8 3θr  塊夾角θ的區域體積總和為

n2三、在橢圓形披薩，正

(一

邊形的披薩及球體，我們亦有相似的結果 
 

) 直線上的 n 個點，最多可將直線分成 個部份 

(二) 平面上的 n 個直線，最多可將平面分成 個部份，其中有界區域(不含邊

的披薩)有

nn CC 10 +

nnn CCC 210 ++

( )( ) 1
22

21 −=
−− nCnn

塊 

(三) 空間中的 n 個平面，最多可將空間分成 個部份，其中有界區域(不

含西瓜皮)有

nnnn CCCC 3210 +++

( )( )( ) 1
36

321 −=
−−− nCnnn

塊 

(四) kR 空間中的 n 個 1−kR 維超平面，最多可將 kR 空間分成 個部份，其

中有界區域有 塊 

 

n
k

nn CCC +++ 10

1−n
kC
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柒、 結論

問題，但這是否是最基

的手法呢？或許在不久的將來又會有更巧妙、更精緻的討論方法，我們努力也期待著。 

 
龍騰數亦優 9 刊。 

。第  
祖氏定理 http://episte.math.ntu.edu.tw/articles/sm/sm_17_10_1/index.html。

 

陸、 討論 

 
在披薩定理的推廣中，若只有一組垂直線，另一組不垂直，這將是非常有趣的問題，而

對於正多邊形、一般凸多邊形及正多面體是否有類似有趣結論將是我們下一步研究的重點。

 

 
我們用純三角函數推廣了披薩定理，用組合解決了古典切西瓜的

礎

 
 

捌、 參考資料及其他 

。第

高中數學 1~4 冊。泰宇出版社。

曹亮吉。 。  
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<附件一>所得數據由 GSP 求出：

 
°= 10

 
 

時當θ ： 

 
 
 
 

時當 °= 15θ ； 
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°= 30 時當θ ：

 
 
 
 

°= 40 時當θ ： 

 

 



【評語】040403  

1. 參考資料有待加強。 

2. 本作品的前、後兩部分採用不同的數學方法，缺乏邏輯關

係，似乎該分成兩個科展作品來進行。 

3. 前部分(切西瓜問題)的結果頗具推廣性，應進行進一步的

研究。 

4. 數學表達能力與科展品質有密切關係，請加強數學作文訓

練。 
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