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圓舞曲 

摘要 

在 ABC 邊上，以一頂點 A 為圓心任意邊長為半徑畫弧，再以順時針(或逆時針)的方式選

定下一個頂點C ，以之為圓心CD為半徑

畫弧，依此法繼續做圖，直到軌跡交於起

始點，此為以下探討之基本作圖。 

一、  在三角形中，依此作圖法會有： 

(一) 在第一輪回到起始點： 

初始以 A 點為圓心，半徑

2

acb 
 作圖。 

(二) 在第二輪回到起始點： 

初始以 A 點為圓心，半徑
2

acb 
 作圖，且中途無超出三角形。可與各邊各交兩

點，分別與內心連線，可得三個全等的等腰三角形。 

二、  任意 n 邊形有內切圓，則： 

(一) 若 n 為偶數，則必能一輪回歸。 

(二) 若 n 為奇數，則有必能一輪或兩輪回歸。 

 

三、  任意 n 邊形之一般條件，則： 

(一) 若 n 為偶數，且隔邊邊長和相等則必定一輪回歸。 

(二) 若 n 為奇數，則有必能一輪或兩輪回歸。 

順時針 
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壹、 研究動機 

在高一的數學課時，老師提到了在 ABC 邊上，以一頂點 A 為圓心任意邊長為半徑畫弧，再

以順時針(或逆時針)的方式選定下一個頂點C ，以之為圓心CD 為半徑畫弧，依此類推做下

去，如圖一。 

貳、 研究目的 

一、  畫弧的次數是否有一定的規則？ 

二、  所構成的圖形有何特性？ 

參、 研究設備及器材 

電腦、GSP(動態幾何繪圖程式)、紙、筆 

肆、 研究過程或方法 

一、  三角形 

首先用三角形來嘗試，我們以完成一次綠色軌跡為第一輪，綠虛線為第二輪(圖一)，發現

在三角形中，只會有三種狀況： 

(一) 在第一輪即回到起始點 

如圖二，要形成此狀況，會因為起始的點不同而影響初始半徑，但一個三角形僅會

有一種可能，只要給定三角形的三邊長及初始半徑，即可利用以下公式求出半徑。 

研究1 ABC 三邊長 a、b、c，若以 A 為起始點逆時針方向，半徑等於
2

acb 
時，

可一輪回歸。 

由右圖可得 

)}({ kcabk   

2

acb
k


  

 

 

圖一 

圖二 

順時針 
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(二) 在第二輪才回到起始點 

若以任一長度為半徑，多半不會一輪回歸。下列表格為依據不同初始圓心，依序畫

弧時所用的半徑。 

逆時針 A(以 A 為頂點畫弧) B(以 B 為頂點畫弧) C(以 C 為頂點畫弧) 

第一輪 K c-K a-c+K 

第二輪 b-a+c-K a-b+k b-K 

第三輪 K c-K a-c+K 

順時針 A C B 逆時針 B C A 

第一輪 K b-K a-b+K 第一輪 K a-K b-a+K 

第二輪 c-a+b-K a-c+K c-K 第二輪 c-b+a-K b-c+K b-K 

第三輪 K b-K a-b+K 第三輪 K a-K b-a+K 

順時針 B A C 順時針 C B A 

第一輪 K c-K b-c+K 第一輪 K a-K b-a+K 

第二輪 a-b+c-K b-a+k a-K 第二輪 c-b+a-K c-b+k b-K 

第三輪 K c-K b-c+K 第三輪 K a-K b-a+K 

 

 

 

 

 

 

 

 

逆時針 C A B 

第一輪 K b-K c-b+K 

第二輪 a-c+b-K c-a+K a-K 

第三輪 K b-K c-b+K 
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由上表可以觀察出： 

1. 同一初始圓心,同一初始半徑,所畫出的圖形相同 

2. 不論如何取,第三輪的半徑與第一輪相同,所以 2 次輪迴一定會回到原本之

出發點 

以下證明此圖形的些許性質。 

 

研究2 已知 D,E,F,G,H,I 為貳輪回歸的交點，O 為三角形之內心(圖三)。 

證明內心到 2 輪回歸的 6 個點等距離。  

 

1.先做 o 到三邊垂線交於 x,y,z 

2.因為 OAOA , AEAD  , EAODAO   

所以 AEOADO  (SAS 全等) 

所以 OEOD  同理 OFOG  , OHOI   

3.因為 OZOX  ,  90OZEOXD  

  所以 OZEOXD   

所以 ZEXD  同理 YFXG  , ZHYI   

4. 因為 ZEXD  , YFXG  , ZHYI   

   IFDG 半徑差,又  HEIF 半徑差 

HEFIDG    

ZHZEYIYFXGXD   

   所以 ZEZHYIYFXGZEXD   

5.因為 XGDX  , XOXO  , DXOGXO   

   所以 DXOGXO   

   所以 ODOG  ,同理 OHOE  , OIOF   

6.由此可得 OFOIOHOEOGOB   

得證 

 

圖三 
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研究3 已知OX 為GD之中垂線，OY 為 FI 之中垂線，OZ 為 EH 中垂線(圖四)。試

證 O 為三角形 ABC 之內心 

1.因為OY ,OZ 分別為 FI , EH 之中垂線 

  所以 YIYF  , ZEZH  又 EHFI  (因 CFCE  ， CICH  ,半徑差) 

  所以 ZHYI   

2.因為 CHCI  , ZHYI   

  所以 ZHCHYICI   

  所以 ZCYC   

  又因OY 垂直於 BC ,OZ 垂直於 AC  

  OCOC   

  所以 OZCOYC   [RHS 全等] 

  所以 OCZOCY   

  所以OC 為 YCZ 之角平分線 

  同理OA為 XAZ 之角平分線 

       OB 為 XBY 之角平分線 

  固得證 O 為 ABC 之內心 

 

由上述證明可發現一現象: 

由三角形之內心以任意半徑交於三邊 6 點 

條件：1.半徑不可超過內心到頂點的最小距離 IA  

      2.不可小於內切圓半徑 r,如圖五 

即為我們所討論的 2 輪回歸的 6 個點,將其半徑逐漸縮小,6 點則會往垂點靠近,當同邊

2 點互相靠近疊合於垂點時,當時的 3 點為我們所討論的一輪回歸的點 

 

結論：以 A 為圓心，起始半徑 k、b+c-a-k 皆可得到 ABC 邊上六點。 

 

 

圖四 

圖五 
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研究4 依兩輪回歸的畫法，於邊上可各得兩點，各邊上的兩點分別與內心連線，

可得三個全等等腰三角形，且內心與內切圓切點連線皆平分等腰三角形之底。 

 

在 BEI 、 BDI 中         BDBE  、 IBDIBE  、 BIBI   

 SASBDIBEI   

IDIE  、 IDFIEG   

 SASIDFIEG   

依此類推，可證得三個三角形全等。 

IGIF  ，同理 IHID   

在 IEG 、 IDF 中 

IDIE  、 IDFIEG  、 DFBDBFBEBGEG   

在 IEG 、 IDF 中， IDIE  。而在 IFD 、 IJH 中， IHID  。又在 IHJ 、 IGE

中， IGIH  。整理過後，可得 IGIE  ，可知 IEG 為等腰三角形。 

在 EG 上取一點 M 使 EGIM  。在 IEM 、 IGM 中， IGIE  、 IMIM  、

 90IMGIME ，  RHSIGMIEM  ， GMEM  。 

 

研究5 ABC 依二輪循環作圖，以 A 為起點，初始值為 k，於各邊上可得兩點。 

此兩點相當於以 I 為圓心 IX 為半徑畫圓，於各邊所割之兩點。則

s

kasscsbsas
IX

2)())()(( 
 ， IXY 的面積為

s

csbsasskas ))()(()( 
，其中

2

cba
s


  

))()(( csbsasssIM   

s

csbsass
IM

))()(( 
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由圖六可知                  圖六 

XYkcabk   

kcbaXY 2  

kas 222   

由 IM 、 XY 可得 

2

2
)(

))()((
kas

s

csbsass
IX 




s

kasscsbsas 2)())()(( 


 

而
s

csbsasskas
IXYa

))()(()( 
  

GSP 作圖中，我們發現 3 個與 IXY 全等的

三角形內心連線，所成的三角形與 MNP

相似。證明如下： 

研究6  依兩輪回歸的畫法所得之三個三角形，其內心 I 1
、I 2

、I 3
連線，與 NMP

相似。 

由於三個三角形皆全等，故 III III
321

 。 

又 INIPIM   

III I

IN

I

IP

I

IM

321

  

在 IMP 中 

由於
II I

IP

I

IM

21

 ，故 II 21
// MP 。 

同理可證 II 31
// MN 、 II 32

// PN 。 

即可知 MPNIII 
321

(SSS 相似)。 
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同理可證，其外心、重心、垂心、旁心(所得之旁心圓切底邊的那一個)亦皆有同樣的

性質。 

 

研究7 三相割之圓 1C 、 2C 、 3C ，其三根軸必交於一點 A。 

令 1C ： 0111

22  cybxayx  

 2C ： 0222

22  cybxayx  

 3C ： 0333

22  cybxayx  

其三根軸直線方程式： 

)1(0)()()( 212121  ccybbxaa  

)2(0)()()( 313131  ccybbxaa  

)3(0)()()( 323232  ccybbxaa  

)1()2(   0)()()( 323232  ccybbxaa ，恰可得(3) 

以線族的概念，可將所有通過(1)、(2)交點 A 的線表示為 
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0)}()(){()}()(){( 313131212121  ccybbxaanccybbxaam ， 

Rnm 、  

當 m=-1、n=1 時，恰可得(3) 

故(3)必過(1)、(2)交點 A 

研究8 將部份的弧延伸，可得三段根軸(紅色線段)，其交點 F，過 F 作 BC 垂線交

於 E，內切圓 I 於 BC 交 D 點，當三角形固定不變，改變其初始半徑，則 k
DE

FI
 ，

k 為大於 0 的實數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖七 

圖八 
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令此三圓為(一輪回歸之作圖，如圖九) 

1C ：
2

1

2

1

2

1 )()( rbyax   

2C ：
2

2

2

2

2

2 )()( rbyax    

3C ：
2

3

2

3

2

3 )()( rbyax   

可知三根軸分別為(其中 I 為三根軸交點) 

2

2

2

2

2

1

2

1

2

2

2

12121 )(2)(2 babarrybbxaa   

2

3

2

3

2

2

2

2

2

3

2

23232 )(2)(2 babarrybbxaa   

2

1

2

1

2

3

2

3

2

1

2

31313 )(2)(2 babarrybbxaa   

改變其初始半徑，畫出第二組圖形，令三圓為(如圖八) 


1C ： 2

1

2

1

2

1 )()()( srbyax   


2C ： 2

2

2

2

2

2 )()()( srbyax   


3C ： 2

3

2

3

2

3 )()()( srbyax   

 

 

 

其根軸分別為(其中 L 為三根軸交點) (如圖八) 

)(222)()(2)(2 21121

2

2

2

2

2

1

2

1

2

2

2

12121 rrsksrsrbabarrybbxaa 

)(222)()(2)(2 32232

2

3

2

3

2

2

2

2

2

3

2

23232 rrsksrsrbabarrybbxaa 

)(222)()(2)(2 13313

2

1

2

1

2

3

2

3

2

1

2

31313 rrsksrsrbabarrybbxaa 

求初始半徑改變前後之斜率： 

設第一組根軸交點(內心)為 ),( 00 yx  

圖九 

圖十 
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)2......()(2)(2

)1......()(2)(2

23232

12121

kybbxaa

kybbxaa
 

解 x、y 

)(2)(2

)(2)(2

)(2

)(2

3232

2121

322

211

0

bbaa

bbaa

bbk

bbk

x









 、

)(2)(2

)(2)(2

)(2

)(2

3232

2121

232

121

0

bbaa

bbaa

kaa

kaa

y









  

第二組根軸交點為 ),( 11 yx  









)2)......((2)(2)(2

)1)......((2)(2)(2

3223232

2112121

rrskybbxaa

rrskybbxaa
 

解 x、y 

)(2)(2

)(2)(2

)(2)(2

)(2)(2

)(2

)(2

)(2)(2

)(2)(2

)(2)(2

)(2)(2

3232

2121

3232

2121

322

211

3232

2121

32322

21211

1

bbaa

bbaa

bbrrs

bbrrs

bbk

bbk

bbaa

bbaa

bbrrsk

bbrrsk

x
























  

)(2)(2

)(2)(2

4

3232

2121

3232

2121

01

bbaa

bbaa

bbrr

bbrr
s

xx









  

同理

)(2)(2

)(2)(2

4

3232

2121

3232

2121

01

bbaa

bbaa

rraa

rraa
s

yy









  

















3232

2121

3232

2121

01

01

bbrr

bbrr

rraa

rraa

xx

yy
m 定值 

故可知交點軌跡為一直線。 

又當圖形趨近於一輪回歸時，可發現其軌跡通過內心(如圖九)。 

由於軌跡通過內心，故 不改變，因此 sin
DE

FI =定值(如圖十)。 
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(三) 在第一輪或第二輪時即超出三角形 

在此狀況時，如右圖紅色部分，當超出時，繼續按照頂點順序當圓心畫弧，但改交

在原本應交之線段延長線上。 

雖然超出三角形，但仍可

發現交點皆在內心所放大

的圓上，與前面所得相

同。 

 

 

 

 

 

 

 

二、  n 邊形 

研究9 在四邊形內若有內切圓，則可一輪回歸。 

由右圖可知 

)))((( kabcdk   

dbca   

故可知有內切圓時，可一輪回歸。 

 

 

 

 

 

而當我們以 GSP 試著在無內切圓之四邊形內繪圖，發現無論如何皆無法回歸。 
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以下是依照上面圖形繼續計算所畫弧的邊長，若無內切圓，則會一直循環。由下表

可看出，同一頂點所畫出弧的半徑，皆成等差數列的關係，一直畫下去，直到其中

一弧超出線段。 

 

 

 

 

順

時

針 

A 點 B 點 C 點 D 點 

第

一

輪 

k a-k b-a+k c-b+a-k 

第

二

輪 

d-c+b-a+k 2a-d+c-b-k 2b-2a+d-c+k 2c-2b+2a-d-k 

第

三

輪 

2d-2c+2b-2a+k 3a-2d+2c-2b-k 3b-3a+2d-2c+k 3c-3b+3a-2d-k 

第

四

輪 

3d-3c+3b-3a+k 4a-3d+3c-3b-k 4b-4a+3d-3c+k 4c-4b+4a-3d-k 

研究10 證明對邊相等之四邊形必有內切圓。 

作 GCF 和 EBF 之角平分線交於 I 點 

 IC 為角平分線 FCGC  同理 FBEB   

)()()( FCBFBCADGCCDEBABBCADCDAB   

 ADDGAE   

將 IDGIAE  , 合併為一

XYZ  ( IEIG, 重合) 

IAD 與 XYZ 中 
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IDXY  , IAXZ  , DAYZ   

)(SSSXYZIAD   

IDXYZIDA  為角平分線， IAXZYIAD  為角平分線 

得証 I 為內切圓圓心。 

研究11 證明：一有內切圓的四邊形 ABCD，自內心 I 畫圓交四邊於八點

E,F,G,H,M,J,K,L，則 LG KH EJ FM  構成之四邊形 '''' DCBA 為平行四邊形。 

證明：在 IGH 中 

 IYIY   90IYHIYG IHIG   

 )(RHSIYHIYG   

 YHYG  同理 XKXL   

 又在 IGY 與 IKX 中 

 IXIY  =內切圓半徑, IKIG  ,  90IXKIYG , )(RHSIXKIYG   

 XKYG  KLXLXKYHYGGH  同理 JMEF   

 等弦截等弧 

 又做 KG 則等弧對等圓周角 

 GKHLGK  KHLG //  

同理 JMEF   

'''' DCBA 為平行四邊形 

研究12 證明：一有內切圓的四邊形 ABCD，自內心 I 畫圓交四邊於八點

E,G,Q,N,M,K,J,H，則 EN HM GJ KQ  構成之四邊形 RTSU 有外接圓。 

AEH , AFI , AGJ 中，依照前面定義 

AHAE   

AIAF   

AJAG   
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AA   

)(SASAGJAFIAEH   

AGJAFIAEHAJGAIFAHE   

GJFIEH ////  

同理 HMILJK ////  

故  GRMGRMFIL  

同理  ESKEPL  

又 180   

四邊形 RTSU 必有外接圓 

研究13 五邊形兩次回歸的點，隔一點連線可得兩面積相等之五邊形。 

 

 

 

 

 

 

五邊形 54321 XXXXX  

五邊形 5443322151 XEXXDXXCXXBXXAXABCDE   

五邊形 54321 YYYYY  

五邊形 5443322151 YEYYDYYCYYBYYAYABCDE   

又 51155151 sin
2

1
sin

2

1
YAYAAYAYAAXAXXAX   

同理 2121 YBYXBX  , 3232 YCYXCX  , 4343 YDYXDX  , 5454 YEYXEX   

五邊形 54321 XXXXX 面積=五邊形 54321 YYYYY 面積 
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研究14 n 邊形( Nn 且 n 為奇數)自
1A 點以 k 為長開始順時針畫出一輪回歸的圖

形，其
2

... 154433221 AAAAAAAAAA
k n
 。 

由研究 1 可得三角形之 

2

))((

133221

213213

AAAAAA

kAAAAAAk






 

 

 

 

 

而五邊形之 

2
))))(((( 1554433221

2132435415

AAAAAAAAAA
kAAAAAAAAAAk


  

依此類推，可得 n 邊形(n 為奇數) 自 1A 點以 k 為長開始順時針畫出一輪回歸的圖形，

其
2

... 154433221 AAAAAAAAAA
k n
 。 

 

 

研究15 A1
、 A2

為內切圓切點。將圓放大少許，可交各邊兩點。證任意 n 邊形可

找出內切圓，則 yAxA 2211
 、 yAxA 1221

 。 

 

 

在 21xIA 、 12 yIA 中 

12 IyIx  、 21 IAIA  、  901221 yIAxIA  

121 yIAxIA   

yAxA 1221
 得證 

依此類推，可證得 yAxA 2211
  

綠色表+ 

紅色表- 
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研究16 A1
、 A2

、 A3
為內切圓切點。將圓放大少許，可交各邊二點。 

證若任意 n 邊形可找出內切圓，則 n 為奇數可二輪回歸、n 為偶數只 

會有一輪回歸的狀況。 

以 C 為圓心，自 x1
開始 

由於 A1
、 A2

為切點 AA CC
21

  

  yAxA 2211
  

 yyAAxAAx CCCC
22221111

  

以 D 為圓心，自 y
2
繼續 

由於 A2
、 A3

為切點 AA DD
32

  

  zAyA 1322
  

 zzAAyAAy DDDD
11332222

  

依此類推，如此畫弧，只要保持一大一小成對出現，即可繞回，最終交於起始的 x1
。 

有兩種狀況，n 為偶數時，角數亦為偶數，一角一弧，且弧須成對，n 可被 2 整除所

以必一輪回歸。若 n 為奇數時，則可二輪回歸(因 2n 才可被 2 整除)。 

 

從上述結果中，發現偶數邊形有內切圓即可，而可從有內切圓推出對邊和相等，我

們推測是否有可能只須對邊和相等即可回歸，因此我們回到最原始的定義，以代數

求其邊長，以下介紹所發現之情形。 

 

 

研究17 n 邊形 n 為偶數之回歸形式 
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四邊形當一輪回歸時，由右圖可知 

)))((( kabcdk   

dbca   

我們推測間隔邊長加總相等時可一 

輪回歸 

 

 

 

以下是依照上面圖形繼續計算所畫弧的邊長。若第一輪半徑等於第二輪半徑可

得一輪回歸的條件。依此類推，結果發現無論是第幾輪回歸其條件皆與一輪回歸之

條件相同。故只能一輪回歸。 

而當第一輪半徑不等於第二輪半徑，則同一頂點所畫出弧的半徑，皆成等差級

數的關係，一直畫下去，直到其中一弧超出線段。 

而當 n 為偶數時，可能也會有類似性質。故我們推測 n 邊形(邊以
1A 2A … nA 表

示)，n 為偶數時： 

1. 一輪回歸之條件：k= nA - 1nA + 2nA …+k
nn AAAAAA ...... 42131  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

順

時

針 

A 點 B 點 C 點 D 點 

第

一

輪 

k a-k b-a+k c-b+a-k 

第

二

輪 

d-c+b-a+k 2a-d+c-b-k 2b-2a+d-c+k 2c-2b+2a-d-k 

第

三

輪 

2(d-c+b-a)+k 3a-2d+2c-2b-k 3b-3a+2d-2c+k 3c-3b+3a-2d-k 

第

四

輪 

3( d-c+b-a) +k 4a-3d+3c-3b-k 4b-4a+3d-3c+k 4c-4b+4a-3d-k 
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研究18 n 邊形 n 為奇數之回歸形式 

 

由五邊形推起，利用代數推出每次的半徑長，參照下面表格，若在 A 點之半徑第一

輪等於第二輪，則可得一輪回歸之條件。依此類推，發現五邊形只有可能是一輪回

歸或兩輪回歸。 

利用此概念推 n 邊形 n 為奇數時，可知 n 邊形(邊以
1A 2A … nA  

表示)： 

1 一輪回歸之條件：k= nA - 1nA + 2nA …-k
2

... 11 AAA
k nn 
   

2 二輪回歸之條件：當 k nA - 1nA + 2nA …-k 時，才有可能繼續畫下去，得到二輪

回歸的圖。 

 A B C D E 

第一輪 K a-k b-a+k c-b+a-k d-c+b-a+k 

第二輪 e-d+c-b+a-k -e+d-c+b+k e-d+c-k -e+d+k e-k 

第三輪 K a-k b-a+k c-b+a-k d-c+b-a+k 
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研究19 證明：n 邊形當 n 為奇數時，任意條件皆可回歸，特定條件下，可提早回

歸。 

 

 

先以三邊形為例，以
1A 、

2A 、
3A 表頂點，以

1x 、
2x 、

3x 表邊長，以 k 為初始半徑，

列出分別以
1A 、

2A 、
3A 為圓心第一輪畫弧之半徑： 

k 、 kx 1
、 kxx  12

 

再繼續依序推第二輪畫弧半徑： 

kxxx  123
、 )( 231231 kxxkxxxx  、

)( 312312 kxkxxxxx   

再依序推第三輪畫弧半徑： 

)(123123 kkxxxxxx  、… 

可發現經過兩輪，邊長均會依序消去，同頂點的畫弧半徑與第一輪重複。 

假設 n 邊形 n 為奇數時成立，以下列表第一輪依序畫弧之半徑： 

k 、 kb 2
… kbn   

在(n+2)邊形時，第一輪依序畫弧之半徑為： 
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k 、 kb 2
… kbn  、 kbx nn  、 kbxx nnn 1

 

第二輪時： 

kbxxx nnnn   12
、 kbxxxb nnnn   122

… kbxxxb nnnnn   12
、

kxxxx nnnn   12
、 kxxx nnn   121

 

第三輪時： 

)(22 kkxx nn  
… 

故任意條件皆可在兩輪後回歸。 

而當同一頂點，第一輪之半徑恰等於第二輪之半徑時，可提早回歸。 

研究20 證明：n 邊形當 n 為偶數時，特定條件下可回歸。 

 

先以四邊形為例，以
1A 、

2A 、
3A 、

4A 表頂點，以
1x 、

2x 、
3x 、

4x 表邊長，以 k 為

初始半徑，列出分別以
1A 、

2A 、
3A 、

4A 為圓心第一輪畫弧之半徑： 

k 、 kx 1
、 kxx  12

、 kxxx  123
 

再繼續依序推第二輪畫弧半徑： 
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kxxxx  1234
、 )2( 234112341 kxxxxkxxxxx  、

)22( 2341123412 kxxxxkxxxxxx  、

)222( 23411234123 kxxxxkxxxxxxx   

再依序推第三輪畫弧半徑： 

)2222( 234112341234 kxxxxkxxxxxxxx  … 

可發現第二輪以後，同頂點之畫弧半徑成一等差數列。 

假設 n 邊形 n 為偶數時成立，以下列表第一輪依序畫弧之半徑： 

k 、 kb 2
… kbn   

在(n+2)邊形時，第一輪依序畫弧之半徑為： 

k 、 kb 2
… kbn  、 kbx nn  、 kbxx nnn 1

 

第二輪時： 

kbxxx nnnn   12
、 kbxxxb nnnn   122

… kbxxxb nnnnn   12
、

kbxxxx nnnnn   212
、 kbxxxx nnnnn   22121

 

第三輪時： 

)2222(222 12122 kbxxxkbxxxx nnnnnnnnn  
… 

得證第二輪後，同頂點之畫弧半徑成等差數列。故當同頂點第一輪之畫弧半徑等於

第二輪時，可得回歸之條件－隔邊邊長和相等。 

研究21 證明: 有內切圓的五邊形中  可得五邊形 97531 XXXXX 五邊形

108642 XXXXX 。 

依定義可得
1AX = 10AX , 9AX = 2AX  


1AX : 2AX = 10AX :

9AX  
92 XX //

101XX  


92 XX //

101XX   AND   
910 XX = 21 XX  

四邊形 10921 XXXX 為一等腰梯形 


91 XX =

102 XX    同理
31 XX = 42 XX   

  
53 XX =

64 XX  
75 XX =

86 XX  
97 XX = 108 XX  


9AX = 2AX    10AX = 1AX  
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109 XX =

21 XX   同理
21 XX =

43 XX =
65 XX =

87 XX =
109 XX  

319 XXX =
2

弧-360 319 XXX
  

4210 XXX =
2

弧-360 4210 XXX
 

弧
319 XXX -弧

4210 XXX =弧
109 XX -弧

43 XX =0 (
109 XX =

43 XX  ) 

弧
319 XXX =弧

4210 XXX  


319 XXX =

2

弧-360 319 XXX
= 

2

弧-360 4210 XXX
=

4210 XXX  

同理  
531 XXX =

642 XXX    
753 XXX =

864 XXX    
975 XXX =

1086 XXX  

197 XXX =
2108 XXX  

故得證:五邊形
97531 XXXXX 五邊形

108642 XXXXX  

研究22 證明: 任意 n 邊形時，n 為奇數，n 邊形 12531 ... nXXXX 面積= n 邊形

nXXXX 2642 ... 面積。 

設原始 n 邊形的各個頂點為 1A , 2A , 3A … nA  

n 邊形 12531 ... nXXXX 面積=n 邊形 1A 2A 3A … nA 3121121 XXAXXA n    

 533 XXA 1232...  nnn XXA  

n 邊形 nXXXX 2642 ... 面積=n 邊形 1A 2A 3A … nA 422221 XXAXXA n   

 643 XXA nnn XXA 222... 
 

 

 

21121 XAXA n  , nXAXA 2111   

2121 AAAAAA nn   

2211121 XXAXXA nn    

同理 422312 XXAXXA  , 643533 XXAXXA  … nnnnnn XXAXXA 2221232    

n 邊形 12531 ... nXXXX 與 n 邊形 nXXXX 2642 ... 為等面積且對應邊相等 
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研究23 證明: 有內切圓之 n 邊形，n 邊形 531 XXX … 12 nX  n 邊形 642 XXX … nX 2  

nXAXA 2111  , 12121  nXAXA 12221 //  nn XXXX  

又 21122 XXXX nn   

nn XXXX 22121   (等腰梯形對角線等

長)   

同理
4231 XXXX  , 6453 XXXX  …….. 

nnnn XXXX 2221232    

 1213 nXXX
2

360 1213  nXXX
 

 nXXX 224
2

360 224 nXXX
 

弧度 1213 nXXX -弧度 nXXX 224 =弧度 nn XX 212  -弧度 43 XX =0 ( 43212 XXXX nn  等弦

對等弧) 


2

360 1213  nXXX
=

2

360 224 nXXX
 nn XXXXXX 2241213    

同理 642531 XXXXXX  , 864753 XXXXXX  …. 222211232 XXXXXX nnnn    

同理可歸納 321 XXX … 12 nX  n 邊形 642 XXX … nX 2 得證 

 

伍、 結論 

一、 在三角形中，依此作圖法會有： 

(一) 在第一輪回到起始點    初始以 A 點為圓心，半徑
2

acb 
 作圖 

(二) 在第二輪回到起始點 

初始以 A 點為圓心，半徑
2

acb 
 作圖，且中途無超出三角形。 

可與各邊各交兩點，三邊上共六點共一圓，分別與原三角形內心連線，可得三

個全等的等腰三角形。 
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此三個三角形的內心連線，所構成的三角形會與原三角形內切圓三切點構成的

三角形相似。而其外心、重心、垂心、旁心(所得之旁心圓切底邊的那一個)亦皆

有同樣性質。 

(三) 在第一或第二輪時即超出三角形 

繼續按照頂點順序當圓心畫弧，但改交在原本應交之線段延長線上。 

二、 三角形中，任意初始半徑，
根軸交點距離一邊上內切點與該邊上

離三根軸交點與內心的距
 =定值 

三、 四邊形若有內切圓，必一輪回歸，若無內切圓，則永不回歸。 

四、 一有內切圓的四邊形 ABCD，自內心 I 畫圓交四邊於八點 E,F,G,H,M,J,K,L，則 LG KH

 EJ FM  構成之四邊形 '''' DCBA 為平行四邊形。 

五、 一有內切圓的四邊形 ABCD，自內心 I 畫圓交四邊於八點 E,G,Q,N,M,K,J,H，則 EN HM

 GJ KQ  構成之四邊形 RTSU 有外接圓。 

六、 任意 n 邊形有內切圓，則 

(一) 若 n 為偶數，則必能一輪回歸。 

(二) 若 n 為奇數，則必能一輪或兩輪回歸。 

五、 任意 n 邊形之一般條件 

(一) 若 n 為偶數，兩隔邊邊長和相等則必能一輪回歸。 

(二) 若 n 為奇數，則必能一輪或兩輪回歸。 

六、 任意 n 邊形 n 為奇數作圖，每邊各得兩點，隔點連線可得兩面積相等之

n 邊形。 

七、 有內切圓之 n 邊形作圖，每邊各得兩點，隔點連線可得兩全等之 n 邊形。 

陸、 參考資料及其他 

一、 中文部分 

【一本書】     許志農（民 95）。動手玩數學。網路。 



【評語】040402 

1. 本問題的基本架構設若延伸為平面上兩兩相交的三條直

線，或許會比目前探討的三角形架構更為自然。 

2. 類似本作品的回歸現象出現於許多場合，值得進行有系統

的探討。 

3. 進一步的探討：這類現象在球面上也成立嗎？ 
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