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居然是「e」！ 
 
壹、摘要 
 

班上有42位同學進行交換禮物活動，每人提供一份禮物，抽到自己的禮物不需重抽

，每人都抽一樣禮物，將禮物全部抽完。 
 

我們定義： 
 

1.若 1 號同學抽到 5 號同學的禮物， 5 號同學抽到 1 號同學的禮物，則稱這兩位同

學為一組。 
 

2.若 1 號同學抽到 5 號同學的禮物， 5 號同學抽到 7 號同學的禮物， 7 號同學抽到

 1 號同學的禮物，則稱這三位同學為一組。 
 

3.若 1 號同學抽到 5 號同學的禮物， 5 號抽到 7 號， 7 號抽到 9 號， 9 號抽到 1 號

，則稱這四位同學為一組。 
 

以此類推。 
 

問題一：全部同學都抽完禮物後，分成組數的期望值為何？ 
 

我們求得期望值 = 
42
1

4
1

3
1

2
11   

 
問題二：全部同學都抽完禮物後，不出現兩位同學一組的機率為何？ 

 

我們求得機率 = 
4240642

1
8642

1
642

1
42

1
2
11











  

 
答案居然是 21e 泰勒展開到的第21次項的結果！ 

 
貳、研究動機 
 

班上一共有42位同學。在去年耶誕節，導師要大家準備個小禮物，進行交換禮物活

動，結果很巧地，我和另一位同學剛好互抽禮物，同學們都大呼神奇，覺得我們太有緣

了，我不是很服氣，我隱隱覺得，或許42人抽禮物，出現兩兩互抽的機率其實並不小。

我觀察了一下其他同學的抽籤狀況後發現，有 3 位同學互抽禮物形成一組；有 7 位同學

互抽禮物形成一組；其他的30位同學互抽禮物形成一組。全班在進行交換禮物後，分成

了四組。 
 

再仔細想想，其實全班42位同學互抽禮物，若要結合成一組，而不被分成兩組以上

，機率是很小的。全班結合成一組的機率 = 
42
1

1
1

2
1

40
39

41
40

42
41   

 
接著我想，那經過這個抽禮物的活動很多很多次之後，全班平均會被分成幾組呢？

再者，我和另一位同學互抽禮物，這是一件很難得發生的情況？還是一個很容易發生的

情況呢？我本以為這是個簡單的機率問題，下課十分鐘就可以解決，沒想到，居然是個

不太容易處理的問題，我們幾個同學，加上老師，費了一番手腳，才陸續將答案求出，

卻沒想到，解出答案之後，又引出了更多的問題。 
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一、問題一的研究過程與方法 
 

(一)假設班上同學人數為 2 人、 3 人、 4 人……，計算出結果。觀察計算過程，看

看能否找到規則，將人數推展至42人。 
 

令班上有 n 人時，班上經抽禮物活動後，會被分成組數的期望值為En 。我

們算出全班分成 i 組的機率 Pi ，再乘以 i 後加總，便可得En 。 
 

意即 En = 



n

1i

iPi    。經簡單計算可得 

 

 E1 = 1
11  = 

1
1
 

參、研究目的 
 

一、 n 位同學互抽禮物後，可以用抽禮物結果把 n 位同學分成 X 組。探討 X 的期望值。 

二、 n 位同學互抽禮物後，都不出現兩人互抽禮物的機率為何？ 

三、 n 位同學互抽禮物後，都不出現 m 位同學形成一組的機率為何？ 
 
肆、研究設備與器材 
 

一、主要器材：大腦            數顆 
 

二、次要器材：筆              數支 

紙            百餘張 

計算器          一部 
 
伍、研究過程與方法 
 

說明：以下包含地區科展前的研究過程與方法，以及全國科展前的研究過程與方法。分

別是 
 

◎地區科展前的研究過程與方法： 
 
一、問題一的研究過程與方法 
 
二、問題二的研究過程與方法 
 
三、觀察問題二的解答，我們發現幾個巧合。 
 
四、計算「不出現一個人一組的機率」。 
 
五、計算「不出現三人一組的機率」。 
 
六、計算「不出現 m 人一組的機率」。 
 

◎全國科展前的研究過程與方法： 
 
七、探討問題二答案寫成泰勒展開式時，各次項所代表的意義。 
 

內容： 
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 E2 = 2
12

2
11   = 

2
3  

 E3 = 6
13

6
32

6
21   = 

6
11  

 E4 = 24
14

24
63

24
112

24
61   = 

12
25

 

 E5 = 120
15

120
104

120
353

120
502

120
241   = 

60
137

 

 E6 = 720
16

720
155

720
854

720
2253

720
2742

720
1201   = 

20
49

 

 

 

觀察處理過程，出現將 6 個人分成 3 組，將 6 個人分成 4 組這類的步驟，

但老師告訴我們，這個步驟已確定只能一一將狀況列出求得答案，而無法簡單

計算求得，因此這個方法明顯無法推展至42人。此方法宣告失敗。 
 

(二)嘗試在已知 E1、 E2、 E3、………、 En-1  的情況下，是否能夠求得 En。因為多加

入一個人，並不是指單獨影響一組同學，可能造成兩組的合併，情況十分複雜

。我們無法用此方法將問題簡化，在努力了一陣子之後，此方法宣告失敗。 
 

註：我們後來發現，這個方法還是行得通的，只是當時並未想到而已。但這個方法沒有方法（四）簡單。 
 

(三)退而求其次，寫程式用電腦求解。 
 

由於「研究方法一、(一)」中，我們採取的是一種有規律的計算方式，後

來因為計算量太龐大而未能推廣至42人，因此我們嘗試用撰寫程式的方法，讓

電腦來從事這些繁雜的運算，在撰寫程式的同時，另一位組員想到了方法(四)

，因為方法(四)可以直接求解，因此，用電腦輔助求解的工作隨之終止。 
 

(四)直接求解。 

1.設班上有 n 個人，第一個抽籤的人為甲，甲有
n
1
的機率會抽中自己， 

n
1n 

的機率會抽中其他人，若甲抽中自己則會形成一組（自己一組），若抽中其

他人，則未能完成一組。所以第一個人抽籤後完成一組的機率為
n
1 。 

 
2.討論第二人完成一組的機率。 

(1)若甲抽中自己，則第二人抽籤時，狀況和甲抽籤時的狀況完全相同，只

是總人數從 n 人降成 n-1 人。所以第二個人抽籤時，有  
1n

1


 的機會會

完成一組，有 
1n
2n




  的機會未能完成一組，所以第一人抽中自己時，第

二個人抽籤後完成一組的機率為  
1n

1


 。 

 



 

居然是「e」！ 4 

(2)若甲未能抽中自己，而是抽中其他人，我們令被抽中的人為乙，並讓乙

成為第二個抽籤的人。則乙有 
1n

1


  的機會會抽中甲，並完成一組（甲

乙兩人一組）；乙有 
1n
2n


   的機會會抽中其他人，而無法完成一組。所

以第一人未抽中自己時，第二個人抽籤後完成一組的機率為 
1n

1


  。 

 

(3)綜合以上兩狀況可知，無論第一人抽籤結果如何，第二人抽籤後，會再

完成一組的機率為 
1n

1


  。 

 

3.同理，第 3 個人抽籤後會再完成一組的機率必為 
2n

1


 。 

同理，第 4 個人抽籤後會再完成一組的機率必為 
3n

1


 。 

以此類推，第 m 個人抽籤後會再完成一組的機率必為 
m1n

1


 。 

 

4.綜合以上 1.  2.  3. 所得，42人抽籤後，可以形成組數的期望值為 

 

1
1

2
1

39
1

40
1

41
1

42
1   

 

5.觀察在4.中所得的結果，和「方法一、(一)」中所求得的E1 到E6 全都符合。 

E1 =   1   = 1
1
 

E2 =  2
3
   = 

1
1

2
1   

E3 = 6
11   = 

1
1

2
1

3
1   

E4 = 12
25

  = 
1
1

2
1

3
1

4
1   

E5 = 60
137

 = 
1
1

2
1

3
1

4
1

5
1   

E6 = 20
49

  = 
1
1

2
1

3
1

4
1

5
1

6
1   

 
二、問題二的研究過程與方法 

 
(一)我們假設班上同學人數為 2 人、 3 人、 4 人……，計算出結果。觀察計算過程

，看看會不會出現規則，是不是可以把規則推展至42人。 
 

令班上有 n 人時，班上經抽禮物活動後，未出現兩兩互抽形成一組的機率

為Pn 。經簡單的計算可得 
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 P1 =  1 

 P2 = 12
1


 = 
2
1
       (有 1-1 一種情況) 

 P3 = 123
12


  = 
2
1
        (有 3 和 1-1-1 兩種情況) 

 P4 = 1234
186



 = 

8
5
   (有 4 和 3-1 和 1-1-1-1 三種情況) 

 P5 = 12345
1203024




 = 
8
5
    (有 5 和 4-1 和3-1-1-1和1-1-1-1-1四種情況) 

 P6 = 123456
1404090144120




 = 
48
29

 

 P7 = 1234567
170280210420504840720




 = 
48
29

 

 P8 = 12345678
111211204203360126013442688336057605040




 

 P9 =  P8 = 384
233

 

 
算到P9 之後，我們有了幾個發現： 

 
1.我們發現， P2 = P3 、 P4 = P5 、 P6 = P7 ……這個結果令我們感到驚奇，班上多

了一個人，機率居然會不變！ 
 

2.我們發現， P1 > P2 = P3  ，但 P3 < P4 = P5  。數列 <Pn>竟然不是單純的遞增或遞

減，而似乎是以 < ＝ > ＝ < ＝ > ＝ < ………做上下震盪，這實在是太怪了！ 
 

3.最後，我們發現， 
 

 
2
1PP 12   

 
42

1
8
1PP 34


  

 
642

1
48
1PP 56


  

 
8642

1
384
1PP 78


  

 

 

 

我們似乎找到了數列 <Pn>的規律了！但是我們不知道這會不會只是前八

項的巧合？因此我們決定狠下心來一口氣算到P12 ，12個同學互抽禮物，共有

35大類情況不會發生兩個人互抽，其中有泰半的都是 7 位數以上的可能情況

，就當我們其中一位心算七段的組員，花了一個半小時將P12 算出，確定這個

規律可以沿用到P12 時，另一組員也在同一時間推導出<Pn> 的通式並寫下P12 ，

兩位組員所寫下的P12 是相同的，這讓我們十分振奮。而就在我們寫下<Pn> 的

通式後，一連串不可思議的結果就隨之一一出現了！ 
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(二)我們設法將Pn 用 Pn-1  、 Pn-2  ……等等結果表示，把 Pn-1  用 Pn-2  、 Pn-3  ……等等

結果表示，再將此兩式聯立，試圖找出<Pn> 數列中，各項的變化。我們依然稱

第一個抽籤的同學為甲，甲若抽中某一位同學（不是甲）所提供的禮物，則稱

此同學為乙，乙並且成為第二位抽禮物的同學。以此類推。 
 

1.我們將Pn 拆開成四種情況討論。分別是 
 

狀況一  甲抽到自己。 

狀況二  甲抽到乙，乙抽到甲。 

狀況三  甲抽到乙，乙抽到丙，丙抽到甲。 

狀況四  甲抽到乙，乙抽到丙，丙抽到丁。 
 

「發生這四種狀況的機率」及 

「發生這四種狀況後，仍不會出現兩人互抽的機率」列表如下所示： 
 

表Ⅰ 狀況一 狀況二 狀況三 狀況四 

狀況發生機率 
n
1
 

1n
1

n
1n


  

2n
1

1n
2n

n
1n





  

2n
3n

1n
2n

n
1n





  

仍不會出現兩

人互抽的機率 
1nP   0 3nP  ？ 

 
我們將上表中的？設為 X ，如此一來，便可將Pn 表示為 

 

 Pn = 1nP
n
1

  ＋ 0
1n

1
n
1-n 


   

＋ 3nP
2n

1
1n
2n

n
1n






  ＋ X

2n
3n

1n
2n

n
1n 





         Ⅰ式 

 
2.我們將 1nP   拆開成三種情況討論。分別是 

 
狀況一  甲抽到自己。 

狀況二  甲抽到乙，乙抽到甲。 

狀況三  甲抽到乙，乙抽到丙。 
 

「發生這三種狀況的機率」及 

「發生這三種狀況後，還不會出現兩兩成對的機率」列表如下所示： 
 

表Ⅱ 狀況一 狀況二 狀況三  

狀況發生機率 
1n

1


 
2n

1
1n
2n







 
2n
3n

1n
2n







  

仍不會出現兩

人互抽的機率 
2nP  0 ？  

 
表Ⅱ中的？和表Ⅰ中的？所代表的情況完全相同，因此我們將Pn-1   表示為 

 

 1nP  = 2nP
1n

1



 ＋ 0

2n
1

1n
2n 







＋ X
2n
3n

1n
2n 







     Ⅱ式 
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3.我們將「二、(二)  1.  中的Ⅰ式」及「二、(二)  2.  中的Ⅱ式」，兩方程式

聯立，並消掉 X 後，可求出， 
 

 
n
PP

PP 2n3n
1nn





  

 
為了看出數列<Pn> 中，△P 的變化，再將上式改寫為 

 

 
n
PP

PP nn
1nn

32 



       （一增一減，變化量為前一次變化量的 

n
1  ） 

 

已知 P1 = 1  、 P2 = 2
1
 、 P3 = 2

1
  

所以可以寫出 

 )
4
1)(

2
1(

2
1

4
11)

2
1(

2
1P4

  

 45 P
5
10)

4
1)(

2
1(

2
1P   

 )
6
1)(

4
1)(

2
1()

4
1)(

2
1(

2
1P6

  

 67 P
7
0)

6
1)(

4
1)(

2
1()

4
1)(

2
1(

2
1P   

 )
8
1)(

6
1)(

4
1)(

2
1()

6
1)(

4
1)(

2
1()

4
1)(

2
1(

2
1P8

  

 
以此類推，當班上有42人時，不發生兩兩互抽的機率為 

 

4240642
1

8642
1

642
1

42
1

2
11











  

 
三、觀察問題二的解答，我們發現幾個巧合。 

 
(一)問題二中，若班上有 n  位同學，不發生兩兩互抽的機率 

 

 Pn  = (2k)642
11)(

642
1

42
1

2
11 m








  （ k 為 n 除以 2 的商） 

= 
n4321 )

2
1(

k!
1)

2
1(

4!
1)

2
1(

3!
1)

2
1(

2!
1)

2
1(

1!
11   

= 2
1

e
  做泰勒展開到第 k 次項的結果！！！（ k 為 n 除以 2 的商） 

 
(二)在問題二中，處理的是交換禮物時，不發生兩個人互抽的機率，而所求的結果

是P2 和P3 相同、P4 和P5 相同，兩個兩個相同。而兩項兩項合併後所形成的新數

列，居然是  e
-1/2

  做泰勒展開，到第一次項、第二次項、第三次項……的結果。 
 

兩人互抽、兩兩相同、負二分之一次方。這三個「 2 」究竟有沒有關係呢

？出現三個 2 是巧合，還是三者之間有密切相關？我們感到十分好奇。於是我

們打算著手計算「不出現三人一組的機率」，看看會不會是三個三個相同？看

看會不會出現 e 的負三分之一次方？ 
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而在計算「不出現三人一組的機率」之前，我們先很快地計算「不出現一

個人一組的機率」，因為如果「不出現三人一組的機率」和  e
-1/3  

的泰勒展開式

有關，那「不出現一個人一組的機率」就極可能和 e
-1
的泰勒展開有關。 

 
四、計算「不出現一個人一組的機率」。 

 
(一)令班上有 n 人時，班上經抽禮物活動後，未出現自己抽自己的機率為Pn 。經簡

單的計算可得 
 

 P1 =  0 

 P2 = 12
1


 = 
2
1  

 P3 = 123
2


 = 
3
1       (有 3 人互抽一種情況) 

 P4 = 1234
36


  = 
24
9  = 

8
3       (有 4 和 2-2 兩種情況) 

 P5 = 12345
2024




 = 
120
44  = 

30
11       (有 5 和 3-2 兩種情況) 

 
隨著算出P1 、P2 、P3 、P4 ，一直到P5 ，我們越來越興奮，因為P1 到P5 都符

合<Pn> 會是e
-1
 泰勒展開到第 n  次項的猜想。 

 
(二)和處理問題二時的方法相同，我們設法將Pn 用 Pn-1  、 Pn-2  ……等等結果表示，

把 Pn-1  用 Pn-2  、 Pn-3  ……等等結果表示，再將此兩式聯立，然後找出<Pn> 數列

中，各項的變化。我們依然稱第一個抽籤的同學為甲，甲若抽中其他同學所提

供的禮物，則稱此被甲抽中的同學為乙，乙並且成為第二位抽禮物的同學。以

此類推。 
 

1.我們將Pn 拆開成三種情況討論。分別是 
 

狀況一  甲抽到自己。 

狀況二  甲抽到乙，乙抽到甲。 

狀況三  甲抽到乙，乙抽到丙。 
 

「發生這三種狀況的機率」及 

「發生這三種狀況後，還不會出現自己抽到自己的機率」列表如下所示： 
 

表Ⅲ 狀況一 狀況二 狀況三  

狀況發生機率 
n
1
 

1n
1

n
1n




 
1n
2n

n
1n




  

仍不會出現抽

中自己的機率 
0 2nP   ？  

 
我們將上表中的？設為 X ，如此一來，便可將Pn 表示為 
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 nP  = 0
n
1  ＋ 2nP

1n
1

n
1n




 ＋ X
1n
2n

n
1n 


    Ⅲ式 

 
2.我們將 1nP  拆開成兩種情況討論。分別是 

 
狀況一  甲抽到自己。 

狀況二  甲抽到乙。 
 

「發生這兩種狀況的機率」及 

「發生這兩種狀況後，還不會出現自己抽到自己的機率」列表如下所示： 
 

表Ⅳ 狀況一 狀況二   

狀況發生機率 
1n

1


 
1n
2n


    

仍不會出現抽

中自己的機率 
0 ？   

 
表Ⅳ中的？和表Ⅲ中的？所代表的情況完全相同，因此我們將Pn-1   表示為 

 

 1nP  = 0
1n

1 


＋ X
1n
2n 


     Ⅳ式 

 
3.我們將「Ⅲ式」及「Ⅳ式」兩方程式聯立，並消掉 X 後，可以得到 

 

n
PP

PP 1n2n
1nn





  

 
為了看出數列<Pn> 中，△P 的變化，再將上式改寫為 

 

 
n
PP

PP nn
1nn

21 



       （一增一減，變化量為前一次變化量的 

n
1  ） 

 

已知 P1 = 0  、 P2 = 2
1
  

所以可以寫出 
 

 )
3
1)(

2
1(

2
1

3
10)

2
1(

2
1P3

  

 )
4
1)(

3
1)(

2
1()

3
1)(

2
1(

2
1P4

  

 )
5
1)(

4
1)(

3
1)(

2
1()

4
1)(

3
1)(

2
1()

3
1)(

2
1(

2
1P5

  

 
以此類推，當班上有 n 人時，不發生「自己抽自己」的機率為 

 

 Pn = n432
11)(

5432
1

432
1

32
1

2
1 n











  

 = 
1
11

n432
11)(

5432
1

432
1

32
1

2
1 n











  

 = 
n4321 1)(

n!
11)(

4!
11)(

3!
11)(

2!
11)(

1!
11   

 = e
-1 
做泰勒展開到第 n 次項的結果。 
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這結果令人欣喜，我們迫不及待地處理「不出現三人互抽的機率」，希

望會出現 e
-1/3 

，以及班上人數為3k、3k+1、3k+2人時，機率相同的結果。 
 

五、計算「不出現三人一組的機率」。 
 

(一)令班上有 n 人時，班上經抽禮物活動後，未出現三人一組的機率為Pn 。經簡單

的計算可得 

P1  = 1  、 P2  = 1 

P3  = 123
13


  = 
3
2   (有 2-1 和 1-1-1 兩種情況) 

P4  = 1234
1636


  = 

3
2     (有 4 和 2-2 和 2-1-1 和 1-1-1-1 四種情況) 

P5  = 12345
110153024


  = 

3
2   (有 5 和 4-1 和 2-2-1 和 2-1-1-1 和 

 1-1-1-1-1 五種情況) 

P6  = 123456
11545159090144120


  = 

18
13   (有 6 和 5-1 和 4-2 和 

 4-1-1 和 2-2-2 或 2-2-1-1 或 2-1-1-1-1 或 1-1-1-1-1-1 八種情況) 

 
算到P6 之後，我們的信心大增： 

 

因為 P3 = P4 = P5  ，而且 P6 = 
18
13  = 

63
1

3
11


  

 
(二)和處理問題二時相同，我們設法將Pn 用 Pn-1  、 Pn-2  ……等結果表示，把 Pn-1  用

 Pn-2  、 Pn-3  ……等等結果表示，試圖找出<Pn> 數列中，各項的變化。我們依然

稱第一個抽籤的同學為甲，甲若抽中其他同學所提供的禮物，則稱此同學為乙

，乙並且成為第二位抽禮物的同學。以此類推。 
 

1.我們將Pn 拆開成五種情況討論。分別是 
 

狀況一  甲抽到自己。 

狀況二  甲抽到乙，乙抽到甲。 

狀況三  甲抽到乙，乙抽到丙，丙抽到甲。 

狀況四  甲抽到乙，乙抽到丙，丙抽到丁，丁抽到甲。 

狀況五  甲抽到乙，乙抽到丙，丙抽到丁，丁抽到戊。 
 

「發生這五種狀況的機率」及 

「發生這五種狀況後，仍不會出現三人一組的機率」列表如下所示： 
 

表Ⅴ 狀況發生機率 
仍不會出現三人

形成一組的機率 

狀況一 
n
1
 1nP   
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狀況二 
1n

1
n
1n


  2nP   

狀況三 
2n

1
1n
2n

n
1n





  0 

狀況四 
3n

1
2n
3n

1n
2n

n
1n








  4nP  

狀況五 
3n
4n

2n
3n

1n
2n

n
1n








  ？ 

 
我們將上表中的？設為 X ，如此一來，便可將Pn 表示為 

 

 Pn = 1nP
n
1

 ＋ 2nP
1n

1
n
1n




 ＋ 0
2n

1
1n
2n

n
1n 





  

＋ 4









nP
3n

1
2n
3n

1n
2n

n
1n ＋ X

3n
4n

2n
3n

1n
2n

n
1n 








   Ⅴ式 

 
2.我們將 1nP  拆開成四種情況討論。分別是 

 
狀況一  甲抽到自己。 

狀況二  甲抽到乙，乙抽到甲。 

狀況三  甲抽到乙，乙抽到丙，丙抽到甲。 

狀況四  甲抽到乙，乙抽到丙，丙抽到丁。 
 

「發生這四種狀況的機率」及 

「發生這四種狀況後，仍不會出現三人一組的機率」列表如下所示： 
 

表Ⅵ 狀況發生機率 
仍不會出現三人

形成一組的機率 

狀況一 
1n

1


 Pn-2 

狀況二 
2n

1
1n
2n





  Pn-3 

狀況三 
3n

1
2n
3n

1n
2n








  0 

狀況四 
3n
4n

2n
3n

1n
2n










 ？ 

 
表Ⅵ中的？和表Ⅴ中的？所代表的情況是完全相同的，因此 Pn-1  可表示為 

 

 1nP   = 2


nP
1n

1
＋ 3







nP
2n

1
1n
2n

＋ 0
3n

1
2n
3n

1n
2n 










 

＋ X
3n
4n

2n
3n

1n
2n 










                              Ⅵ式 

 
3.我們將「Ⅴ式」及「Ⅵ式」兩方程式聯立，並消掉 X 後，可以得到 

 

n
PP

PP 3n4n
1nn





  
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為了看出數列<Pn> 中，△P 的變化，再將上式改寫為 

 

 
n
PP

PP 4n3n
1nn





       （一增一減，變化量為前一次變化量的 

n
1  ） 

 

已知 P1 = P2 = 1   、 P3 = P4 = 3
2   

所以可以寫出 
 

 
3
2)

5
11)((1

3
2P5   

 
18
13)

6
1)(

3
1(

3
2)

6
11)(

3
2(

3
2P6   

 
18
13

7
0)

6
1)(

3
1(

3
2P7   

 
18
13

8
0)

6
1)(

3
1(

3
2P8   

 
162
116)

9
1)(

6
1)(

3
1()

6
1)(

3
1(

3
2P9   

 
以此類推，當班上有 n 人時，不發生「三人一組」的機率一一依依一一依依 

 

 Pn = 3k963
11)(

963
1

63
1

3
11 k








   （ k 為 n 除以 3 的商） 

 

 = 
k4321 )

3
1(

k!
1)

3
1(

4!
1)

3
1(

3!
1)

3
1(

2!
1)

3
1(

1!
11   

 =  3
1

e
  做泰勒展開到第 k 次項的結果（ k 為 n 除以 3 的商） 

 
我們得到的結果和原本胡亂猜想的答案完全相同，這個問題的答案居然剛好

和 e
-1/3
 做泰勒展開一一對應，這真是太神奇了！ 

 
六、計算「不出現 m 人一組的機率」。 

 
(一)大膽地猜想： 

 
算出「不出現自己抽中自己的機率」、「不出現兩人互抽形成一組的機率

」、「不出現三人形成一組的機率」後，我們大膽地猜想「不出現 m 人一組的

機率」，其算式的形式會和「不出現一人一組」、「不出現兩人一組」，以及

「不出現三人一組」的結果相同。我們大膽地猜： 
 

 
 
班上有 n 個同學互抽禮物，取後不放回，不出現 m 人形成一組的機率Pn 為 
 
 

 Pn = 
k321 )

m
1(

k!
1)

m
1(

3!
1)

m
1(

2!
1)

m
1(

1!
11   

    
其中 k 為 n 除以 m 後，所得的商。 
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(二)設法證明： 

 
設班上有 n 個同學互抽禮物，抽中自己的禮物不重抽，不出現 m 人一組互

抽的機率為 Pn 
 

1.計算出 P1、P2 、…………Pm、 Pm+1  
 

(1) P1 = P2  = …… = Pm-1   =  1 （總人數少於 m 人時不可能出現 m 個人互抽） 

(2) mP     
m
11

m!
1)!(m

1 


  

(3) 1mP   
m
11

1)!(m
1)!1)(m(m

1 



  

 
2.計算出Pn 、 Pn-1  、 Pn-m+1  、 Pn-m 之間的關係。 

 
我們在計算過「不出現自己抽中自己」、「不出現兩人互抽」、「不出

現三人互抽」的機率後，將原本的寫法稍加修改，使計算過程更加簡單明瞭

，我們不再將Pn 拆開成 m+2 種情況討論，而是拆成 n 種情況討論！分別是 
 

狀況 1   甲抽到自己。 

狀況 2   甲抽乙，乙抽甲。 

狀況 3   甲抽乙，乙抽丙，丙抽甲。 
： 
： 
： 

狀況 n-2  甲抽乙，乙抽丙……第 n-3 人抽第 n-2 人，第 n-2 人抽甲。 

狀況 n-1  甲抽乙，乙抽丙……第 n-2 人抽第 n-1 人，第 n-1 人抽甲。 

狀況 n   甲抽乙，乙抽丙……第 n-1 人抽第 n 人，第 n 人抽甲。 
 

「發生這 n 種狀況的機率」及 

「發生這些狀況後，仍不出現 m 人形成一組的機率」 

列表如下所示： 
 

表Ⅴ 狀況發生機率 
仍不會出現 m 人

形成一組的機率 

狀況 1    
n
1
 Pn-1 

狀況 2  
1n

1
n
1n




 Pn-2 

狀況 3  
2n

1
1n
2n

n
1n







 Pn-3 

： 
： 
： 

： 
： 
： 

： 
： 
： 

狀況 m  
1mn

1
2mn
1mn

2n
3n

1n
2n

n
1n













 0 



 

居然是「e」！ 14 

： 
： 
： 

： 
： 
： 

： 
： 
： 

狀況 n-2 
3
1

4
3

5
4

2n
3n

1n
2n

n
1n 





  P2 

狀況 n-1 
2
1

3
2

4
3

5
4

2n
3n

1n
2n

n
1n 





  P1 

狀況 n  
1
1

2
1

3
2

4
3

5
4

2n
3n

1n
2n

n
1n 





  P0 

 
我們很快就發現這 n 種狀況出現的機率都是 1/n ，而在這 n 狀況下，仍

不出現 m 個人形成一組互抽的機率，分別是 Pn-1  一直到 P0，中間缺了 Pn-m ，

因此我們可以寫下 
 

 Pn = n
P 1-n ＋

n
P 2-n ＋

n
P 3-n ＋…＋

n
P 1m-n  ＋

n
0 ＋

n
P 1m--n ＋…＋

n
P2 ＋

n
P1 ＋

n
P0     Ⅴ式 

 
同理，我們可以寫下 

 

 Pn-1 = 1-n
P 2-n ＋

1-n
P 3-n ＋…＋

1-n
P m-n ＋

1-n
0

＋
1-n

P 2m--n ＋…＋
1-n

P2 ＋
1-n

P1 ＋
1-n

P0     Ⅵ式 

 
將Ⅴ式和Ⅵ式聯立，化簡後可得 

 

 
n

PP
PP mn1mn

1nn





  

 
為了看出數列<Pn> 中，△P 的變化，再將上式改寫為 

 

 
n
PP

PP 1mnmn
1nn





    （一增一減，變化量為前一次變化量的 

n
1  ） 

 
3.由1.和2.的結果寫出<Pn >。 

 
 1P     1  

 2P     1  
 ：    ： 
 ：    ： 
 1-mP   1  

 mP     )
m
1(1

m
11   

 1mP   )
m
1(1

m
11   

 2mP   )
m
1(1

2m
0)

m
1(1)

2m
PP

(P 12
1m








   

 3mP   )
m
1(1

3m
0)

m
1(1)

3m
PP

(P 23
2m








   

 ：    ： 
 ：    ： 

 22m-P  )
m
1(1

22m
0)

m
1(1)

22m
PP

(P 1m2m
32m








 
  
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 12m-P  )
m
1(1

12m
0)

m
1(1)

12m
PP

(P 2m1m
22m








 
  

 2mP    )
2m
1)(

m
1()

m
1(1)

2m
PP

(P 1mm
12m




 
  

 12mP  12m
0)

2m
1)(

m
1()

m
1(1)

12m
PP

(P m1m
2m







   

 22mP  22m
0)

2m
1)(

m
1()

m
1(1)

22m
PP

(P 1m2m
12m







 
  

 ：    ： 
 ：    ： 

 23m-P  
23m

0)
2m
1)(

m
1()

m
1(1)

23m
PP

(P 32m22m
33m







 

  

 13m-P  
13m

0)
2m
1)(

m
1()

m
1(1)

13m
PP

(P 22m12m
23m







 
  

 3mP    )
3m
1)(

2m
1)(

m
1()

2m
1)(

m
1()

m
1(1)

3m
PP

(P 12m2m
13m




 
  

 13mP  13m
0)

3m
1)(

2m
1)(

m
1()

2m
1)(

m
1()

m
1(1)

13m
PP

(P 2m12m
3m







   

 23mP  23m
0)

3m
1)(

2m
1)(

m
1()

2m
1)(

m
1()

m
1(1)

23m
PP

(P 12m22m
13m







 
  

 ：    ： 
 ：    ： 

 24m-P  
24m

0)
3m
1)(

2m
1)(

m
1()

2m
1)(

m
1()

m
1(1)

24m
PP

(P 33m23m
34m







 

  

 14m-P  
14m

0)
3m
1)(

2m
1)(

m
1()

2m
1)(

m
1()

m
1(1)

14m
PP

(P 22m12m
23m







 
  

 4mP    )
4m
PP

(P 13m3m
14m





  

 )
4m
1)(

3m
1)(

2m
1)(

m
1()

3m
1)(

2m
1)(

m
1()

2m
1)(

m
1()

m
1(1   

 ：    ： 
 ：    ： 

 

4.可以將3.的結果合併寫成，令 n 除以 m 的商為 k 。 

 

 Pn = 
k321 )

m
1(

k!
1)

m
1(

3!
1)

m
1(

2!
1)

m
1(

1!
11   

 

而這就是 m
1

e
  做泰勒展開到第 k 次項的結果，當 n →∞時， nP  =  m

1

e
  。 

 
七、探討問題二答案寫成泰勒展開式時，各次項所代表的意義。 

（全國科展前的研究過程與方法） 
 

我們用解方程式的方法求出，「班上有42個人互抽禮物，不出現 2 人一組」的

機率，結果發現，答案恰好等於 e
-1/2

 做泰勒展開到第21次項的值。我們覺得，答案

既然這麼漂亮，那展開式中的每一項可能都具有特別的意義，我們在地區科展前未

能完成這項工作，在地區科展後，我們終於找到了每一項的意義，沒想到，每一項

所代表的意義平淡無奇，並不有趣。 
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(三)第一次項「-1/3」中，「 1/3 」的意義 
 

我們經過了一些嘗試之後，發現「 1/3 」所代表的意義可以解釋為「 n 個

人進行交換禮物，出現三人一組，組數的期望值」。換句話說，只要 n 大於等

於 3 ，互抽禮物後，平均會出現 1/3 個「三人一組」，這個結果很容易證明。 
 

 E  = （ n 人中任取 3 人的方法數） × （此 3 人恰形成一組的機率） 

 =  
3
1

2n
1

1n
1

n
2

3!
2)(n1)(nn




















 
 

 
接著，我們很快地計算了一下，不出現「四人一組」中的「 1/4 」，不出

現「五人一組」中的「 1/5 」，以致於不出現「 n 人一組」中的「 1/n 」，通

(一)新名詞－「團」的定義 
 

在往後的討論中，為了簡化敘述，我們要定義一個抽象的新名詞－「團」

。我們定義「團」為幾個「 m 人互抽形成一組」的組所形成。例如：全班42人

互抽禮物後，結果 
 

 1 號抽 2 號、 2 號抽 3 號、 3 號抽 1 號，三人形成一組，稱為 A 組。 

 4 號抽 5 號、 5 號抽 6 號、 6 號抽 4 號，三人形成一組，稱為 B 組。 

 7 號抽 8 號、 8 號抽 9 號、 9 號抽 7 號，三人形成一組，稱為 C 組。 

其他33人互抽形成一組，稱為 D 組。 
 

我們可以說，抽籤後全班被分成四組，其中 3 人互抽形成一組的有 A 、 B

、 C 三組；33人互抽形成一組的有一組。 
 

接著，我們稱數個組構成一個「團」。例如： A 組和 B 組可稱為一個團；

為「由兩個三人一組所構成的團」。在上述的抽籤結果中，一共有三個「由兩

個三人一組所構成的團」，分別是 A 組 B 組構成一個團、 B 組 C 組構成一團、

 C 組 A 組構成一團。 
 

同理， A 、 B 、 C 三組的集合，為一個「由三個三人一組所構成的團」。

在上述的抽籤結果中，「由三個三人一組所構成的團」只有一個。 
 

(二)從「不出現三人一組」開始思考 
 

在尋找各次項所代表的意義時，我們選擇思考不出現「三人一組」的機率

來推敲，我們選擇「三人一組」的原因，是因為「一人一組」和「兩人一組」

的情況太簡單，反而不容易觀察，而「四人一組」以上的計算量又太大，因此

，我們選擇觀察「三人一組」的結果。 
 

班上有 n 個人，不出現「三人一組」的機率為 
 

3k963
1

963
1

63
1

3
11








   （ k 為 n 除以 3 的商） 
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通和「三人一組」中的「 1/3 」具有相同的意義。 
 

(四)第二次項「  
63

1


  」的意義 

 
將第一次項的「 1/3 」視為「出現三人一組，組數的期望值」之後。立刻

猜  
63

1


  所代表的意義是出現「兩個三人一組構成一團」，團數的期望值。 

 
簡單計算可得，兩組構成一團，團數期望值 

 
 = （ n 人中取 6 人的取法） × （此 6 人恰形成兩個三人一組的機率） 

 
 

 = 



























 

5n
1

4n
1

3n
2

2n
1

1n
4

n
5

6!
5)4)(n3)(n2)(n1)(nn(n

 

 

 = 
63

1


 

 
(五)第三、四……次項的意義 

 

猜出第一、二次項的意義後，第三、四……等次項的意義馬上就知道了。

第三次項的 
963

1


 是「出現三個三人一組形成一團」，團數的期望值；第四

次項的 
12963

1


  是「出現四個三人一組形成一團」，團數的期望值；第 k

次項的 
3k963

1


  是「出現 k 個三人一組形成一團」，團數的期望值。 

（礙於7000字規定，證明略。） 

 
(六)最終的答案會 = 團數期望值一加一減的總和。 

 
由上述的猜想可知， n 個人互抽禮物，不出現「三人一組」的機率 

 = ＋ 1 

－出現 1 個三人一組構成一團，團數的期望值 

＋出現 2 個三人一組構成一團，團數的期望值 

－出現 3 個三人一組構成一團，團數的期望值 

＋出現 4 個三人一組構成一團，團數的期望值 

－出現 5 個三人一組構成一團，團數的期望值 

…………… 
 

為何要一加一減？這個道理頗簡單，這是我們數學課堂上，面對排列組合

問題，常用的技巧。因為不管抽籤的結果出現幾個三人一組，都只能扣掉一次

，我們要扣除的是「出現三人一組的機率」，而不是「出現三人一組組數的期

望值」。因此，我們要把多算的次數扣掉，才能讓「期望值」變成「機率」。

舉例來說，若抽籤結果出現三個三人一組，在第一次項中，會被扣除了三次，
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因此要再加回來，最終只能扣掉一次。 
 

我們假設某一種抽籤的方式中，出現 k 組「三人一組」，我們只能扣除一

次，不能扣 k 次。又，我們知道 1  = k
k

k
4

k
3

k
2

k
1 CCCCC   。 

 
而  k

rC   所代表的就是共有 k 個三人一組時，由 r 個三人一組構成一個團的

團個數。 
 

因此，透過這樣一加一減的計算，我們便可得到不出現三人一組的機率！ 
 

(七)證明班上有 n 個同學互抽禮物，取後不放回，不出現 m 人形成一組的機率 
 

 Pn = 
k321 )

m
1(

k!
1)

m
1(

3!
1)

m
1(

2!
1)

m
1(

1!
11    中， 

 
第 k 次項所代表的意義可以是「出現 k 組『 m 個人互抽形成一組』構成的

團，團數的期望值」。 
 

（礙於大會7000字規定，故略） 
 
陸、研究結果 
 

一、班上有 n 位同學進行交換禮物活動，抽到自己的禮物不需重抽。當全班同學都抽完

禮物後，可以用抽禮物的結果將班上分成數組，分成組數的期望值為 
 

n
1

4
1

3
1

2
11   

 
二、班上有 n 位同學進行交換禮物活動，抽到自己的禮物不需重抽。當全班同學都抽完

禮物後，不出現 m 個同學互抽形成一組的機率 nP 為 
 

 Pn = 
k321 )

m
1(

k!
1)

m
1(

3!
1)

m
1(

2!
1)

m
1(

1!
11   

 
其中 k 為 n 除以 m 的商。 

 

nP 恰為 m
1

e
  做泰勒展開到第 k 次項的結果，當 n →∞時， nP  =  m

1

e
  。 

 
三、問題二的答案中 

 

 Pn = 
k321 )

m
1(

k!
1)

m
1(

3!
1)

m
1(

2!
1)

m
1(

1!
11   

 

第 k 次項  
k)

m
1(

k!
1

  所代表的意義是 n 個人互抽禮物，出現 k 組「 m 個人一組」

構成一團，團數的期望值！ 
 
柒、討論 
 

一、我們後來發現所謂的 n 個人進行交換禮物活動，不抽到自己的問題，就是著名的「

秘書將 n 封信裝進 n 個信封全部裝錯」問題。當 n 趨近於無限大時，全裝錯的機率

會 = e
-1
。而我們將此問題推廣到，不出現兩兩互裝的機率為 e

-1/2 
的泰勒展開；不出
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現三封一組裝錯的機率為 e
-1/3 

的泰勒展開等等。 
 

二、對於 n 個人玩交換禮物遊戲，「不出現 m 人形成一組的機率」，恰巧對應 e
-1/m 

的泰

勒展開式。我們感到十分意外，在區賽科展前，我們未能明白 e
-1/m 

的泰勒展開式中

，每一次項在這個機率問題中，是否都有相對應的意義。我們在區賽科展後，總算

找到了每一項所代表的意義。為了解釋這些項的意義，我們定義了「團」這個名詞

，但是對於「團」的文字敘述，我們自覺說明得不好，但又想不到更好的方式來描

述方式。 
 

三、我們目前已知問題二中，泰勒展開式每一項所代表的意義，但是未能將這個問題和

自然對數的底「 e 」做出直接連結，對此，我們感到有些許遺憾，希望未來能繼續

努力，設法把這個問題直接和 e 的定義，做出直接的連結。 
 
捌、參考資料 
 

國立編譯館  理科下冊  第一章第二節  泰勒展開式 



【評語】040401 

此作品從交換禮品遊戲，發現班上有 n 人時經抽禮物活動

後，未抽成兩兩互抽形成一組機率 Pn，不出現一個人一組的

機率，或不出現三人一組的機率，及不出現 n 人一組的機率，

此一作品發現其機率和指數函數 ex 之泰勒展開式有密切關

係。此作品從數學遊戲發現數學觀念，極富教育意義，但無

參考資料且創新性稍不足。 
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