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作品名稱 : 螺旋彈簧 

 

 

摘要 

 

 在物理實驗 “彈簧的實驗”中可發現彈簧具有相當多有趣的性質。其中一性質為:當它

被垂直掛吊時，會分布的疏密不均。本文將探討彈簧於水平面上，一端固定於旋轉中心，繞

中心之垂直軸轉動時的彈簧伸長量及分布，找出相關的變因並觀察之。變因包括加於尾端的

質量、彈簧性質、旋轉角速率…等等。 

最後結論所提出的除了可以很直覺地預料的性質(如: 轉速愈快，彈簧伸長量愈大)以外，

本文歸納出彈簧之分布曲線之數學行式，更探討了彈簧之理論無限延伸條件、彈簧分布與各

變因的關係等等不為人知的現象。 
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壹、 研究動機 

 

 在學校的實驗裡，有一種“彈簧的實驗”。 我在實驗中發現，它具有相當多有趣的性質。 

除了可以用來示範橫波與縱波以外，當它被垂直掛吊時，會出現一種上疏下密的不均勻分布。 

而我在桌面上轉動它時，也有類似的情形發生。仔細想一想，好像又和只受重力的彈簧不大

一樣，因為離我較遠的一端受的離心力較大，似乎不是一兩下就可以解決的問題。因此我設

計了以下實驗，再加以理論推導，以更加了解此現象。 

 

 

貳、 研究目的 

1. 彈簧一端固定於旋轉中心，於水平面上繞其中心垂直軸旋轉，找出並觀察彈簧

在不同狀況下的伸長量及分布狀態 

 

2. 探討總伸長量及彈簧分布的相關因素 

 

 

3. 找出彈簧之分布曲線及其相關變因 
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參、 研究設備及器材 

 

 一、 設備 

1. 旋轉平台(轆轤) 

2. 支架 

甲、鋼管(直徑 1cm) 

乙、半圓塑膠水管(直徑 10cm) 

3. 馬錶 

4. 直尺 

5. 游標尺 

6. 熱熔槍 

7. 電鑽 

8. 鋸子 

 

 

 

二、 器材 

1. 彈簧 

2. 砝碼 

3. 細線 

4. 木板 

5. 冰棒棍 
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肆、 研究過程及方法 

一、 實驗裝置 

(一)  鋼管支架 

於旋轉平台(轆轤)上以熱熔膠黏上兩片鑽孔過之木板，以鐵棒穿之，再以

熱熔膠固定。再將鋼管套上鐵棒，以熱熔膠固定之。中心處設二細棒以固定彈

簧。 鋼管上刻刻度，以利高速拍照時之彈簧長度測量。 鋼管上油以降低摩擦

力。 鋼管終端加有一冰棒棍，防止彈簧過度延伸。 

 轉速控制器上繫童軍繩，以利於遠距離操控轉盤轉速。

 

(二)  半圓塑膠水管支架 

取半圓塑膠水管，以熱熔膠固定於旋轉平台。於中央處以冰棒棍設一固定彈簧

之軸。管之終端加有一木片檔版，防止彈簧過度延伸。水管上刻有刻度，以利高速

拍照時之長度測量。 

轉速控制器上繫童軍繩，以利於遠距離操控轉盤轉速。 

  

由於此支架給予彈簧之摩

擦力過大，使測量、計算困

難，於此報告僅以鋼管支架

之實驗結果進行探討。 
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二、 實驗步驟 

1. 將待測彈簧固定於轉盤中心上之固定器 

2. (於彈簧尾端掛上砝碼) 

3. 將細線繫於彈簧終端及支架(鋼管、水管)終端，以給予彈簧一較長之初始

長度 *註一 

4. 啟動轉盤，在遠處拉動童軍繩，加速轉盤 

5. 使彈簧伸長約於 30~80cm之範圍後，待其穩定 

6. 測量其穩定狀態下若干轉所需之時間，換算成角速度 

7. 在陽光照射下以高速快門(1/800~1/1000s)拍攝彈簧 

8. 以電腦分析、判讀彈簧長度及分佈 

9. 以不同之角速度、尾端質量、彈簧重複操作以上步驟 

 

註一: 由於摩擦力的存在，少了此步驟，彈簧將不易延伸，即使角速度已

超過其可負荷之範圍 

三、 實驗初步 

 第一次實驗時，尚未於支架尾端設阻擋物，導致實驗彈簧數度纏入旋轉盤

台，導致彈簧損毀。  

 

 

 

 

右圖為毀損之彈簧 

因此，於支架終端設阻擋物加以避免。但吾人可由此經驗得知: 在特定的情況

下(如角速度過大)，如果支架夠長，可能造成彈簧超出彈性範圍，甚至對於理

想彈簧的無限延伸。此外，當轉盤轉速達到彈簧開始伸展時，要使其長度落在

30~80cm之間相當困難，任何一點的角速度變化即可對彈簧造成相當大程度的

影響。 這些問題皆相當值得討論。 

 
轉速: 58.88s/50轉(5.336rads/s)  轉速:59.25s/50轉(5.302rads/s) 

長度:81.5cm      長度:38.0cm 

轉速只差 0.034rads/s(0.6%)，但長度卻差了 43.5cm(114%) 



6 
 

ω = 5.319 

ω = 5.280 

伍、 研究結果 

 取各彈簧進行以下實驗，使其與轉盤作加速轉動，直到彈簧伸長至可測量的總長(最終長

度，範圍 30~90cm)，測量該條件下角速度與最終長度的關係。 

實驗一、 

 (一)實驗操作 

控制變因: 

 彈簧原長(  ): 0.028 (m) 

 彈力常數(k): 0.852 (N/m) 

 彈簧質量(M): 0.072 (kg) 

 尾端質量(M’): 0  (kg) 

操縱變因: 

 角速度(angular velocity ω) 

應變變因: 

 最終(平衡)長度(final length   ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

ω = 5.342 
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 (二)實驗結果 

1. 最終長度/角速度對照 

 

 

2. 彈簧分布曲線 

 取上面其中一組作分布分析 

 角速度 (ω) : 5.324 (rads/s) 

彈簧總匝數 : 47  (匝) 
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在高速拍攝下，將圖輸入電腦進行分析所得之分布圖 

最左端(旋轉中心)為第一匝，向右為第二

匝，以此類推。Y軸表示該匝距中心之長度 

最終長度: 該角速度下之彈簧總長 
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ω = 12.156 

ω = 11.938 

ω = 11.595 

實驗二、 

以較前者為短之彈簧重複操作，進行觀察。 

(一)實驗操作 

控制變因: 

 彈簧原長(  ): 0.012 (m) 

 彈力常數(k): 1.897 (N/m) 

 彈簧質量(M): 0.031 (kg) 

 尾端質量(M’): 0  (kg) 

操縱變因: 

 角速度(angular velocity ω) 

應變變因: 

 最終(平衡)長度(final length    ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以達到相同的最終長度，角速度有所增加 
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 (二)實驗結果 

1. 最終長度/角速度對照 

 

 
2. 彈簧分布曲線 

  

角速度 (ω) : 12.156 (rads/s) 

彈簧總匝數 : 21  (匝) 

 

 

 

 

 

此結果與實驗一之結果相似 

  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

11.5 12 12.5 13
Fi

n
al

 L
e

n
gt

h
 (m

)

Angular velocity (rads/s)

最終長度/角速度對照圖

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 5 10 15 20 25

距
中

心
長

度
(m

)

彈簧匝數(匝)

Spring Distribution Curve II



10 
 

ω = 2.128 ω = 2.412 

實驗三、 

初始狀況同於實驗一，只是彈簧之尾端加一砝碼，觀察其變化。 

(一)實驗操作 

控制變因: 

 彈簧原長(  ): 0.028 (m) 

 彈力常數(k): 0.852 (N/m) 

 彈簧質量(M): 0.072 (kg) 

 尾端質量(M’): 0.110 (kg) 

操縱變因: 

 角速度(angular velocity ω) 

應變變因: 

 最終(平衡)長度(final length    ) 

 

 

 

 

 

 

 

所需之角速度變小 
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 (二)實驗結果 

1. 最終長度/角速度對照 

 

 
  2. 彈簧分布曲線 

 

角速度 (ω) : 2.182 (rads/s) 

彈簧總匝數 : 47  (匝) 

 

 

 

 

 

分布趨於平均，分布曲線較值 
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陸、 討論 

 一、 實驗結果 

   1.由角速度與最終長度的關係圖可知，其關係為正相關，但非線性 

2.長彈簧與短彈簧(材料相同)達相同的最終長度所需之角速度為前者較小 

3.彈簧的分佈為內疏外密。 但確切分佈關係有待釐清 

4.當質量加於彈簧尾端，且角速度下降時，彈簧分佈趨向平均 

 

為精確了解分布狀況，基於以下假設，進行理論推算。 

 二、 理論計算 

(一) 指定代數 

彈簧彈力常數     k 

彈簧質量      M 

彈簧原長         

尾端質量      M’  

尾端質量之質量中心與彈簧的間距 D 

旋轉角速度      ω 

最終(平衡)長度         

 

註: 由於最終長度僅與初始條件相關，故可視其為(已知)常數進行計算 

 

(二) 原理探討 

 當彈簧旋轉時，彈簧會以特定的方式伸長。 取一小段質量 dm的彈簧片段來討論，其所

受的離心力為 

           

dFM 為此小段所受之離心力，r 為此片段與旋轉中心的距離，  為旋轉角速度 

 

當彈簧達到平衡時，彈簧上各點的向內、向外拉力平衡。 由於靠中心之彈簧必須提供其
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外部所有彈簧的向心力，內部彈簧所受之張力大於外部之彈簧，造成外密內疏的現象。 因此，

要精確計算彈簧上各點張力，必須將各彈簧片段 dm 所受之離心力由外向內積分 

         
 

 
 

FM 為彈簧上某點之受力 

 若再加砝碼(質量  )於尾端，此質量將對整條彈簧施予一平均張力 

             
 

 

    為尾端質量所受之離心力，   為彈簧之最終(平衡)長度，D為尾端質量之質量中心與彈簧的間距 

 

 因此，彈簧上各點的張力為 

         
  

F為總和張力 

 

 

 

 

 

若小片段 dm 之原長為   、彈力常數  ，則可由虎克定律得 

    
 

  
 

   為彈簧片段之伸長量 

小片段伸長後之總長 

            

d  為旋轉時片段 dm 之長度 

欲求長度可由外側將長度向內積分，即可得長度 

     
 

 
 

 為由彈簧尾端向內計算之長度 
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式 2 

(三) 長度( )與質量(m)的關係 

  

m為由左(外)端累加到彈簧上某點的質量， 為 m的對應長度。左(外)端，m=0、 =0，在

右(中心)端 m為彈簧總質量 M， 為最終長度    

 

 由(二)原理探討中得知， 

         
 

 
、             

 
 其中 r=    -   

                     
             

 
 

 

 

 

      
 

  
 

 
  

  
   彈簧等分割為

 

  
段  

    
  

 
      彈簧片段長  

 

            又     
 

  
  

                  
 

  
 
  

 
   

 

  
   

     

  
   

         
     

  
  

 

 

 

  

      
     

  
  

 

 

式 1 
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將 F待換掉，可得 

      
            

             
  

 

  
  

 

 
 

  
       

                   
  

 

  
  

 

 
 

 
   

 

   
   

     
        

 

  
  

  

  
     

 

 
 

 

將上式微分 

      
   

 

  
  

     
        

 

  
 
  

  
    
 

 
 

再微分 

       
   

 

  
 
  

  
  

得非齊次微分方程: 

    
  

  
  

   
 

  
 

只要解出此方程式，即可知道    是如何的方程式 

 

設  
                          

將其帶入微分方程 

    
  

  
  

   
 

  
 

可得 

      
  

  
    

   
 

  
 

1. 求齊次解     2. 求特解 

 

      
  

  
        由於    

  

  
  

   
 

  
 

   
  

  
       令特解為 A(常數) 

    
  

  
      帶入式子得     
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式 3 

將齊次解與特解相加得通解 

         
  

 

  
  
    

  
  

  
  
    

    令之        
  

  
        

  

  
     

代入適當初始條件以求未知係數 

 

由於彈簧質量 m為 0時，長度亦為 0，得條件一 

 (0)=0  

 

由 式       
     

  
  ，將 dm移項得      

  

  
       

     

  
 
          

  
 

由於彈簧質量 m為 0時，彈簧所累積之離心力  亦為 0 

     、              
 

 代入上式得第二條件 

       
     

        
 

  
 

 

二個方程式二個未知數，可得解 

       ,    
      

        
     

   
 

 

 

 

 

由左(外)端累加到彈簧上某點的質量(m)，與其的對應長度   之關係式 
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式 4 

(四) 求解最終(平衡)長度    

 

得到了式 3即可用以求出先前設為常數的最終(平衡)長度   與初始值之關係 

 

已知由彈簧最外端累加到最內端之質量(m)為彈簧總質量 M，此時 代表整個彈簧的長度，即   

(M)=    。將M代入式 3可得 

  

        
      

        
     

   
    

   

 
       

   

 
    

        
   

 
 
       

   
    

   

 
  

      
        

   
    

   

 
 

   
      

            
   
 

       
   
             

   
 

 

 
        

 

        
   
      

 

 

最終長度方程式 

   
        

 

        
   

 
     

 

 

 

雖然至此只需將  帶入式 3，即可得到完整的 (m)關係方程式，但此關係式十分複雜，因

此進行下述化簡。  
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式 5 

(五) 化簡      
      

        
     

   
    

  

  
        

  

  
     

 
由於此處出現 sin 及 cos 二種三角函數，使式子可理解性不高，因此將其合併 

 

令 

   
  

  
   與  相關的變數     

      
        

     

   
  與初始值相關的常數  

     
  

      
 

        
 

      
 

   此處無變數 ，因此  為與初始值相關的常數  

由正、餘弦疊合進行合併 

     
      

        
     

   
    

  

  
        

  

  
     

      
                        

          
          

再求 值 

         

              
        

   

 
     

 取    
   

 
 

 

由外側向內累之積彈簧質量與長度之(化簡)關係式 

          
    

          

  、 、 皆為常數，   
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式 7 

式 6 

 三、 實驗/理論比對與理論延展 

理論假設為系統無摩擦力，因此理論結果難與實驗結果對照，因此對公式進行摩擦力的

增修。假設摩擦力與該點正向力成正比，彈簧與支架之摩擦係數為  、尾端質量與支架之摩

擦係數為   

得最終長度修正式: 

   
     

            

        
   

 
     

               

長度( )與質量(m)關係式: 

               
          

其中    
      

       ω
             

  ω
 

修正後的基本型態差異不大 

 

(一) 最終長度 

1. 最終長度之比對 

  測量彈簧之彈力常數，以及摩擦係數等初始值後，將各初始值代入式 6所得之理論

最終長度，與先前實驗結果作比對。 

 

比對一 

 

與實驗一之結果做比對 
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比對二 

 

與實驗二之結果做比對 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

比對三 

 

與實驗三之結果做比對 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由此看出，各實驗中最終長度與理論值吻合度相當高。 

  



21 
 

不等式 1 

2. 最終長度之理論延展與探討 

 

由於有摩擦修正的式子與無摩擦的式子型態相似，為求簡略僅以無摩擦式討論。 

 由[二、 理論計算/ 4.求解最終(平衡)長度   /式 4] 得 

   
        

 

        
   
      

 

 我們先前猜測彈簧可能會過度，甚至理論上的無限延伸。由此即可看出，當此式分母趨

近於 0 時會出現無限長的最終長度。因此，當實驗由   開始，逐漸加速時    由    開始

延伸，直到分母        
   

 
       (此時分子     

    之    項不趨近於  )，所

以此時    。 

 

典型 角速度/最終長度 數學理論關係圖 

超過此限度(紅線右側)，彈簧拉力無法與離心力形成平衡，理想彈簧將無限度地向外延

伸，而真實彈簧則出軌或超出彈性範圍，使 k值變大，再達平衡。 

因此，        
   

 
       。又                ， 所以    

   

 
   即 

   
   

 
 

 

 
 

 

 

另外，此圖顯示大部分的彈簧伸長集中在極限點附近。此解釋了為何在實驗中，當彈簧

開始延伸時，微小的角速度變化即可造成極大的長度變化。 



22 
 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 20 40 60

距
中

心
長

度
(m

)
彈簧匝數(匝)

Comparison
Spring Distribution Curve I

experimental 
results
theoretical 
results

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0 10 20 30

距
中

心
長

度
(m

)

彈簧匝數(匝)

Comparion
Spring Distribution Curve II

experimental 
results

theoretical 
results

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 20 40 60

距
中

心
長

度
(m

)

彈簧匝數(匝)

Comparison
Spring Distribution Curve III

experimental 
results

theoretical 
results

(二) 分布曲線 

將以相關初始值代入式 7所得之分布曲線 

，與先前實驗結果作比對。 

 

1. 分布曲線之比對 

實驗一之代表曲線之初始條件 

彈簧原長(  ): 0.028 (m)  

彈力常數(k): 0.852 (N/m) 

彈簧質量(M): 0.072 (kg) 

尾端質量(M’): 0  (kg) 

角速度 (ω): 5.324 (rads/s) 

彈簧總匝數:  47  (匝) 

 

 

實驗二之代表曲線之初始條件 

彈簧原長(  ): 0.012 (m) 

彈力常數(k): 1.897 (N/m) 

彈簧質量(M): 0.031 (kg) 

尾端質量(M’): 0  (kg) 

角速度 (ω): 12.156 (rads/s) 

彈簧總匝數:  21  (匝) 

 

 

 

 

實驗三之代表曲線之初始條件 

彈簧原長(  ): 0.028 (m) 

彈力常數(k): 0.852 (N/m) 

彈簧質量(M): 0.072 (kg) 

尾端質量(M’): 0.110 (kg) 

角速度 (ω): 2.182 (rads/s) 

彈簧總匝數:  47  (匝) 

尾端質量之質量中心與彈簧的間距(D) 

     0.03 (m) 

 

 

分布曲線吻合度亦相當高 
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2. 彈簧分布 (m)之理論延展與探討 

 

同樣地由於有摩擦修正的式子與無摩擦的式子型態相似，為求簡略僅以無摩擦式討論。 

 

由式 5 

              
          

其中    
   

 
、   

  

  
  ， 又不等式 1:    

   

 
 

 

 
 

     
 

 
 

又                 

由此得知， (m)分布曲線為 sin函數波由      到    
 

 
 以前之片段乘上某係數 

 

 

 

 

此圖與所測量到的實驗結果極為相似 
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因為   
   

 
，當  或   減小、k 增大時， 值減小，造成在 sin函數波上所取的範

圍縮小，導致曲線變直，亦即彈簧分佈更加平均。因此， 

實驗中彈簧尾端加重時的彈簧平均分配現象乃是 減小所致，而非質量本身所致 

質量只是使低轉速下的彈簧伸長量增加，以便觀察。此言乃謂，當 、 、k 值均不變的情況

下，不論尾端質量，所表現的 sin函數波的片段不相異，唯最終長度有所相異。 

 

 

 

 

 

 

 

 

然而，由於        
   

 
       ，當尾端質量增加，會壓迫到 的範圍，因此尾

端質量  可以限制 ，進而間接影響 sin函數波的片段的選取。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此二圖以角速度(由左向右遞增)及彈簧匝數(由前向後遞增)為 x,y軸，高度(z軸)為各匝距旋轉中心的距離，

以實驗一、三之初始條件繪成。左圖初始條件中的尾端長度(M’)設為零，右圖之尾端質量(M’)則設為零點一一

公斤。(由於繪圖軟體的關係，圖有些微失真，且曲面不平滑。但此二圖仍能表示大致上的趨勢。)  

觀察左(M’=0)右(M’=0.11)兩圖可看出彈簧快速延伸的區域位於極限點附近。左圖於極

限點附近之分布曲線彎曲(sin函數波)，右圖則呈直線。 

M’=0.11 M’=0 
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左下、右下兩圖分別為左上、右上兩圖角速度介於 0~0.24(rads/s)區塊的放大。(左下右下兩圖高度尺度不同) 

由上面的左圖(M’=0)可看出，愈靠右邊(角速度 大)其分布曲線愈彎曲。比較下面的兩

圖可發現，右圖(M’=0.11)角速度只到 2點多即達極限點，其極限點附近之分布曲線不彎曲，

與左圖(M’=0)於角速度約 2點多時的分布曲線同樣偏直線狀。 

 

M’=0.11 M’=0 
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式 8 

(三) 尾端質量 

按照所得理論公式可推得改變尾端質量可有以下性質 

a. 最終長度 

由   
       ω 

   ω     
ω  

 
   ω 

知，當其他條件不變下加上尾端質量時，最終長度將增

加。 

b. 單位質量長度
  

  
 

  將式 5               
         對 m微分 

 
  

  
       

    
 

  
         

 當尾端質量增加時，  
      

        
     

   
、   

        
 

        
   

 
     

均增大，其他不變。

此表示當尾端質量增加時，係數      
 增大，亦即彈簧各點之單位質量長度

  

  
將以同比例

增加。 

   (此示意圖之增加比例為 2) 

c.    -  曲線 

 當加上尾端質量時，   -  曲極限點左移，其他大致相同 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(假想條件: k=0.8 M=0.072   =0.1 D=0.03) 
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柒、 結論 

彈簧於水平面上繞垂直軸旋轉時的伸長量及分布狀態，由實驗結果及理論延伸，有以下特性 

一、 最終長度方程式 

   
        

 

        
   
      

 

二、 彈簧分布方程式 

          
    

          

   
  

  
      

   

 
   

      
        

     

   
 

三、 當彈簧質量M、彈簧原長  、尾端質量M’、 尾端質量之質量中心與彈簧的間距 D、

旋轉角速度 ω增加，或彈簧彈力常數 k值減小時，最終長度   增大 

 

四、 彈簧之極限延伸條件 

當   ω     
ω  

 
   ω           

當   ω     
ω  

 
   ω      理想彈簧無限加速延伸 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

五、 彈簧之主要延伸發生於極限點附近 
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六、 長度 與質量 m之關係曲線為 sin波由      到    
 

 
 以前之片段乘上某係數 

 

 

 

 

 

 

 

 

七、    
   

 
，當 或   減小、k 增大時， 值減小，造成在 sin函數波上所取的範

圍縮小，導致曲線變直，亦即彈簧分佈更加平均。實驗中彈簧尾端加重時的彈簧平

均分配現象乃是 減小所致，而非質量本身所致 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

八、 當尾端質量增加時，彈簧各點之單位質量長度
  

  
將以同比例增加。 

 

(此示意圖之增加比例為 2) 

九、 當加上尾端質量時，   -  曲線高峰(極限點)左移 
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【評語】040113 

本作品運算完整，然而內容不易激發讀者好奇心。在技術

上，對質量均勻分佈與不均勻分佈的情形亦未考慮周嚴。 
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