
R中華民國 第 50 屆中小學科學展覽會 

作品說明書 
 

 

國中組  數學科 

 

第一名 

 

030421 

密碼鎖-拉丁超立方體的完美控制情形 

 

學校名稱：國立南科國際實驗高級中學(國中) 

作者： 指導老師： 

國二 尤怡方 

國二 余珍華 

國二 李敏辰 

國一 陳佑瑄 

曾智偉 

許淑芬 

 

 

關鍵詞：Cartesian product、拉丁超立方體、延伸

樹 



得獎感言 

 
 

對於這一次的得獎，我們感到難以言盡的喜悅，因為我們過程中經歷了無數

次的挑戰與瓶頸，常常有山窮水盡的感覺，曾經幾度想要放棄。但在智偉

 

老師的

指導與我們組員努力下，總算「柳暗花明又一村」，找到了新的方法或研究方向。

此外我們遇到瓶頸後，總是去尋找資料、問老師，或是去從我們已知的部分尋找

特別的地方以把我們的研究推進下去。像是我們一直找不到四維的切確公式時，

我們曾經有想過：「做到這裡就夠了」，但是在導師的督促和秉持「好還要更好」

的精神，我們在努力地尋找一點的可能性時，發現了完美控制情形，所以才能有

現在如此輝煌的結果。我們所獲的的榮耀，不應只侷限於我們而已，我們要感謝

我們的指導老師－志偉老師與淑芬老師，在研究過程中給予我們協助與指正。 
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摘要 

     有個密碼鎖由 D個旋鈕組成，每個旋鈕有 N 種不同的號碼，由於構造缺點若 D個旋鈕

中僅有1個號碼錯誤仍能打開密碼鎖，問最少嘗試多少組號碼才能保證一定能打開這個鎖？這

個問題等同於在 N 元 D維超立方中找一組點集，點集中的點各自向其 D維度畫出延伸線，若

超立方中的所有點都至少被1條延伸線所涵蓋，要求重複涵蓋的次數總和要最少。 

43屆的科展中已經討論過3個旋鈕的情況，我們接著分析4個旋鈕的情況。在討論中發現

D =4時並沒有型如D =3時保證打開的最小次數公式，我們給出上下限的公式。但 D = N +1

且 N 是任意質數時卻很特別，恰可利用拉丁超立方挑出1組點集，其所有延伸線涵蓋的點都沒

有重複，稱為完美控制 1-NN，而保證打開鎖的最小次數是 。 
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壹、 研究動機 

在學校看到上屆學長的科展海報，很好奇的去搜尋資料後，發現這個問題和很多領域有

關，像是「忘記旅行箱密碼的故事」、「工廠製作密碼鎖的原理」、「千禧蟲」等。我們覺

得高維度超立方體很有趣，對於密碼鎖的瑕疪問題能轉換成超立方體問題也覺得很新鮮，起

初老師讓我們看影片「不可能的三角形」去體會視覺誤差的情況，然後由紙上3維立方體各線

條間交叉關係讓我們去想像4維的圖形在紙上表現時的關係。另外在找資料時還看到有關超立

方體內探尋漢彌頓路徑 Euler、 的36軍官及還有 2元超立方體[參考資料一]等問題，老師也提到

4維可想成是3維再結合1維度的結果，和國1學的實數線變成 2維的平面很相似，這些都讓我

們覺得十分想去了解，尤其是一開始老師問我們「會不會畫 4維超立方的模型呢？」引起我

們很大的興趣，最後我們決定把這個國際奧林匹克 3競賽的題目從 個旋鈕8個號碼延伸下去，

看能不能對於更多旋鈕的情況有所發展。 

貳、 研究目的 

一、 分析4個旋鈕上各有 N 個號碼的數學模型( 4N 問題)，求保證開鎖的最小次數或上下限。 

二、 4個旋鈕上各有3個號碼時( 43 問題)，找到保證能打開鎖的最少號碼組合，並證明其是完

美控制

三、 5個旋鈕上各有4個號碼時(

的情況。 
54 問題)，找到保證能打開鎖的最少號碼組合，並證明其是完

美控制

四、 當

的情況。 

N 是質數，在 N +1個旋鈕上各有 N 個號碼時( 1NN + 問題)，找到保證打開的最少號碼

組合，並證明其是完美控制 1-NN情況，最小次數是 。 

參、 研究設備及器材 
紙、筆、 Excel、網際網路、多向連結方塊、智高積木 

肆、 研究過程與方法 
一、 前言 

(一)文獻探討 

   1988年國際奧林匹克數學競賽中東德

n

提供1個預選題如下：1個密碼鎖由3個旋鈕，每個

旋鈕有8個位置(號碼)組成，由於構造上的缺點只要旋鈕中有2個正確便能打開這個鎖。問

最少要嘗試多少組合才能保證打開這個鎖？這問題的答案出奇之小是32組號碼。後來在43

屆的全國科展中曾被推廣為3個旋鈕其上有 個位置的 nnn ×× 密碼鎖問題，討論出保證能

開鎖的最少號碼組合次數的公式如下： 
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    其後在48屆全國科展中有篇文章「超立方Qn的最小控制」，主要是談論如下：在 n2 超

立方中取1個點集，點集中的點及其有邊相連(只有1維座標不同)的點都聯集起來，若聯集

的結果是整個超立方，便稱這個點集是1個控制集，點數最小的控制集其點數稱為控制數。

文章討論出 1-2 pn = 時用nim(拈)遊戲選的任2控制點不會控制同1個點，此時控制數是

n-p2 ，但n是其它數時沒有找到公式只可以確定上限。文章中還提及1個控制點可以控制本

身及跟自己有邊相連的點，就像是一個警衛可以看守自己這個點還有它眼力可達的點，我

們覺得這個概念可以用於43屆密碼鎖科展中，於是試著結合2篇科展文章將其再推廣。 

(二)名詞與符號定義 

於本文中我們會重複使用到幾個概念，為了表達上的方便我們首先定義下列名詞： 

1. 延伸樹 1個點及超立方中與此點僅有1維座標相異之點的聯集。 ：     

2. 控制集 1點集若其內各點之： 延伸樹的聯集等於整個超立方，稱此點集是個控制

集

3. 

，其內的點稱為控制點。 

完美控制 1組：  控制集其控制點之延伸樹

(三)研究流程圖

  

間沒有交集的情況。 

猜測完美控制的存在 

4維超立方模型分析 

延伸樹和最少組合數的關係 
分割高維度超立方成 2維平面 

完美控制的必要條件 

數獨方法找到3元 4維問題的完美控制 

以拉丁超立方找到5元6 維問題的完美控制 

建構是 N質數時 N元 1N + 維超立方的完美控制 

找到4維密碼鎖問題的上、下限 

以拉丁立方體找到 4元5維問題的完美控制 

3個旋鈕密碼鎖保證打開之最少組合數 
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二、 4個旋鈕上各有N個號碼時保證開鎖的最小次數上下限 

(一)分析3維的模型結構來推演4維的情況 

由警衛看守 n2 超立方觀點可知缺陷密碼鎖問題可轉變成

超立方體中延伸樹的涵蓋與重疊問題，於是我們從延伸樹

2

著

手來分析。 元3維立方體中的每個延伸樹 4涵蓋了 個點

)1.1(圖 ，顯而易見的若所選的2點其延伸樹

2

之間沒有重疊，則

這 個點就形成1組控制集

     把

。 

3元3維的立方體由3個不同方向分割成9個 2維平面觀

察，發現任1個點會出現在3個不同的 2維平面中，由(一.1式)知3

元3維的最小控制集 5其點數是 ，這5點在所有平面上共出現15

次，由鴿籠原理得知某個平面上的控制點數會大於1，延伸樹會重

疊。又每個延伸樹 7可涵蓋 個點 )2.1(圖 ， 827-75 =× ──有8次重疊。 

n元3維的立方體中，每個延伸樹 個點。2-3n11)-(n3 =+×涵蓋 若延伸樹

3n

間不重疊，

必定是 2-3n 的倍數。我們用 Excel來計算時在小於1000的正整數中只有1和 2滿足上

述要求，因此猜想完美控制

 

的情況會存在但很稀少。 

 

 

 

【小結論1】 n元3維的立方體中， n =1和2時才能挑出延伸樹不重疊的控制集

證明：若

。 

，且  2)-(3|2)-(3|2)-(3  33 nnnn 則 ])23([27|2)-(3 33 −− nnn ， 

   )836(54|)23( 2 ，+−− nnn ])23(6)836[(54|)23( 22 −−+−− nnnn ，最後得到

 8|)23( 　−n ， 2-3n 必定是8的因數，因此 n的正整數解只有1或 2。 

3元3維的立方體可以切割成九

個平面，1個控制點會出現在不

同的 3個 2維平面上。 

3元 3維的最小可行解

數為 5，某些平面會出

現 2個控制點。 

圖(1.3) 

[參考文獻二 p.12] 

圖(1.1) 

圖(1.2) 
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3維立方體中的點都有3個方向要延伸， 4

維中的點都該有 4個方向延伸，其中任選3個方

向可組成一個立方體。同一個維度上的 2點其坐

標只有1維數字不同，且可各自屬於 2個相異而

不相交的3維立方體，如 (2)圖 中A(0000)屬於外

層的立方體，B(0001)屬於內層的立方體。選定

某3維立方上的點A可發現它的延伸樹

1

只能涵蓋

另 個3維立方上的1個點B如 (4)圖 ，同時平面外

的點其延伸樹 1最多只能涵蓋此平面中的 個點。 

2元4維時，1個延伸樹 5涵蓋了 個點，故需要 4個控制點以上才能蓋滿超立方 42 點，

因此延伸樹 42-54 4 =×間最少重疊了 次。 

 

 
圖(4) 右立方體中的所有點，只有B點能被點A
的延伸樹 p.3] [參考文獻一涵蓋。  

3=n 時由 prodcutCartesian 3)(33334 ×××= 得知1個3元4維的超立方可視為9個 33× 的

平面，若將其分割成9個平面如表(一)，利用2維平面外的點最多只和此平面上的1個點

有邊相連通的特性，可畫出選定之點其 4個方向上的延伸線以構成延伸樹 9，表(一)中 個

黑格其延伸樹 43恰好蓋滿 超立方，故這9點成為一組控制集

 

。 

 

 

 

 

 

圖(3) 

1 個點同屬於 4 個
立方體 6 個平面 
= = = = = = 

3 

4 5 

2 
5 

6 

1 

3 

6 

4 

2 

1 

一個 2元 4維的超立方體有 8個

立方體、16個平面、24條邊、32

個點。 

 

表(一)，一個三元四維的超立方體 

四
個
顏
色
代
表
四
個
不
同
的
維
度 

圖(2) 
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圖(5) 

(二)利用數獨遊戲的方法讓4維圖形中的延伸樹

由表(一)看出要減少

減少重疊 

延伸樹

(0010)

的重疊，關鍵是像數獨遊戲般在不同行、列之中挑選控制

點。點 的延伸樹 3x在 方向只能涵蓋

(1010) 和 (2010) 兩點，在 4x 方向只能涵蓋 

(0110) 和 (0210) 兩點。右圖(5)可以看到

(0010)  (2021),(1002) 3個點中任 2點在各自

的平面上的行列位置都不相同，其延伸樹

    進一步觀察，如果

用

不同的顏色標示便可發現彼此沒有重疊。 

1個格子看作是1個 2維平面，表(一)中9個控制點其  ),( 21 xx 座標

是 )2,2(~)0,0( 如表(二.1)中的黑色數字，剛好是整數 8~0 的10進位換成3進位的 2元

數， 3x , 4x 各自成1個拉丁方陣，且( 3x , 4x )形成1個正交拉丁方陣(表二.2)。 

 
43 超立方中任1點其延伸樹 9142 =+×可涵蓋 個點，若延伸樹

9981 =÷

不重疊則要蓋滿超立方

需 個延伸樹，表(一)中的控制集 9有 個控制點故是最小控制集，延伸樹

(三)推測4維問題中不存在型如3維時的最小

間沒重疊。 

控制集

2

點數公式，故推論上下限 

元3維和3元 4維都可挑出延伸樹不重疊的控制集 2，而 元3維的最小控制集

2

點數

是 ，觀察 22 112 += 符合一.1式的要求， 1-222 = 也符合 1−nn 型態，3元4維的最小控制集

9

點

數是 ，分析一下9這個整數會符合什麼樣的公式，由於

33546372819 ×=+=+=+=+= ，我們發現 819 += 符合 33 219 += ，而 239 = 符合 1−nn ，

只有這 2個式子其型態和3維時公式類似也和 43 中的3與4兩數字相關，故猜測若4維有類

似3維時型態的簡單公式應該如下:  

) .2(........                                           

) .1.....(  
,
,

   
)

2
1()

2
1(

)
2

()
2

(

1

33

33

式二或

式二
是奇數時

是偶數時

−









+
+

+

nn

n
n

n-n

nn
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依(二.1式)，則 4=n 時最小控制集 16)
2
4()

2
4( 33 =+點數是 ，但 4元 4維中每個控制點

其延伸樹 13143 =+×可以涵蓋 個點，16個控制點則涵蓋 441613 ＜× ，沒蓋滿 44 ，故最小控

制集 16點數不可能是 ，可知(一.2式)不合。  
依(二.2式)，則 4=n 時最小控制集 34點數為 ，由(一.1式)知道1個 4元3維的立方體只

需要8個控制點，再由 prodcutCartesian 44)4(444 ×××= ，4元 4維超立方體等於是由4

個 4元3維的立方體所組成，所需的最小控制集 3284 =×點數不會超過 ，並不是(二.2式)

預測的64 ，故(二.2式)也是不合的。 4維情況下我們沒找到合理的公式，不過由

NNN 34 ×= ，把 N元 4維超立方看做 N個 3N 立方體再加上(一.1式)，可以推論 4維密碼

鎖的最小控制集 1點數的 個明顯上限公式： 

【小結論2】4維問題中的最小控制集

)  .3.........(     N])
N

1-N()
N

1N[(  N

N])
2
N()

2
N[(  N

22

22

式二是奇數時：

是偶數時：

×+
+

×+

點數上限 

 

3元 4維存在延伸樹都不重疊的完美控制 4。那 元 4維的密碼鎖問題是否也存在完美

控制 4？ 元 4維中的1點其延伸樹 13共涵蓋 個點，若每個延伸樹

13

彼此不重疊則它們的聯集

必為是 的倍數，但 44 不是13的倍數，所以不可能出現完美控制

進一步把

的情形。 

44 分割成16個 24 平面分析，在選擇控制點時先選出16個延伸樹

2

都不重疊的

控制點，發現每個 維平面上都剩下3個沒被涵蓋到的點，我們思考如何讓一個控制點其

延伸樹扣除掉重疊後，其可以涵蓋的效應可以達到最大，但目前我們只能讓第二次所選

的控制點其延伸樹 3的有效涵蓋數為 。 

右 )6(圖 中 維元44 中所選的

控制集其延伸樹

32

會出現重疊，我

們由(二.3式)算出其上限點數是

，而這組找出來的控制集

32

點數

也是 ，我們試過的方法都無法

用少於32個控制點去涵蓋整個

超立方，雖是如此但我們仍無法

證明這就是一組最小控制集

4

。 

元 4維中的每個延伸樹 13的涵蓋點數是 ， 441320 ＜× ， 441312 ＞× ，由延伸樹和超

圖(6) 4元 4維的 2維分割圖及 1組控制集 
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立方體總點數的關係來看，控制點數不能小於 12 ，是目前我們所知的下限。 

由於 n元 4維的密碼鎖問題中有 4n 個點需要被涵蓋，每個延伸樹 34 −n都能涵蓋 個

點，若是延伸樹
34

4

−n
n

不重疊，只需 個控制點，這時 34 −n 必須是 4n 的因數；若 134 nn =− ，

則 1=n ； 234 nn =− 則 1=n 或3； 334 nn =− 則 1=n 。 

【小結論3】 n元 4維的超立方中， n =1和3時才能挑出延伸樹不重疊的控制集

2=n

。 

時 3
34

4

＞
−n

n
，由(二.3式)得知 42 密碼鎖問題最小控制集 4點數上限是 ，故 42 最

小控制集 4其點數= ，因延伸樹能 5涵蓋 點， 4254 ＞× 這也是1組非完美控制的最小控制

集

【小結論4】

。 

4維問題中的最小控制集

   

數的下限： 

) .4(..........   
34

4

式二最小控制集點數
−

≥
n
n  

(四) N元N+1維滿足完美控制

留意到

的必要條件 

維元32 和 維元43 都有完美控制 維元44， 卻沒有，那什麼條件下能出現完美

控制

N

呢？ 

元 D維中每個點其延伸樹 11)-(N +×D可涵蓋 個點，因此 11)-(N +×D 為 DN 的因

數是完美控制 KND =+× 11)-(N的必要條件，寫成 ， K 是正整數。由 2元3維和3元4維

的例子我們猜，當 1+= ND ，也就是 2=K 時，滿足必要條件，這時

21)1()1(11)-(N NNND =+−×+=+× 。 

【小結論5】 N 元 1+N 維時滿足完美控制的必要條件，此時最小控制集

                             

點數為： 

) .5..(..........   
1)1(

1 式二−=
+×−

N
D

N
DN

N  

三、 4元5維的

在上一節中預測了

完美控制 

N 元 1+N 維時可能有完美控制 4=N，首先討論 的情形，我們仍需

先找出1組涵蓋整個 54 超立方的控制集 1，再去證明它是 組完美控制

 (一)

。 

完美控制 1則任1平面上最多能有 個控制點 

兩個控制點出現在同一平面上則其延伸樹必會重疊

圖(7) 
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如右 )7(圖 ，反之所有平面上最多只有1控制點時則延伸樹不重疊，故完美控制

1

時所有平

面上不能超過 個控制點。 

 (二)用拉丁超立方和正交拉丁方陣挑選完美控制的控制集

在

  

3元 4維中使用數獨的方法找到的控制集是完美控制 4，我們也把 元5維分割成64

個 2維平面如下 )8(圖 ，再借用「不同行、列」的想法挑出1組64 個點。 

 

上圖(8)中挑出的64 個點其座標列出如表(四)(五)(六)(七)。表(四)中每1格代表1個圖(8)

中的 2維平面，將其編為 63~0 號，同1格中的16個點它們前3維座標都相同所以把這64

個平面命名為 )3,3,3(~)0,0,0(),,( 321 =xxx 如同表(五)所示，這64 個3元數也正好是表(四)

中的數由10進位轉成 4進位的結果。 

 

圖(8)  圈起 64個點及其延伸樹 
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   這64 個點其( 54, xx )座標如表(六)，把 54, xx 的數字分開來看，這 642× 個數字剛好形

成 2個 4階拉丁立方體，同時( 54, xx )在相同的平面中形成 4階的正交拉丁方陣。把表(五)和

表(六)合成表(七)就是這64 個點的5維座標。 

 

檢查這64 個點的延伸樹 維元54後發現恰可涵蓋 的超立方體，所以這是一組控制

集，接下來我們要證明所選控制集是完美控制

(三)控制點出現在平面上的總次數，證明任1平面都恰有1個控制點     

。 

維元54 超立方可由10個方向分割成 2維平面，每個方向都分割出64 個平面，故整

個超立方包含了640 個平面。5維超立方中任1個點會出現在10個平面上，故64 個控制點

恰在所有平面上共出現640 次。 

若是640 個平面上都出現控制點，由鴿籠原理，得到所有平面上恰有1個控制點，因

此延伸樹 3間不重疊。我們把640個平面分成 類5種情況討論： 

 沒有( 54 , xx ) 有( 54 , xx )的其中1個 有( 54 , xx ) 

選取

維度 

1、 321 ,, xxx  2、 421 ,, xxx 和 521 ,, xxx  

3、 431 ,, xxx 和 531 ,, xxx  

4、 432 ,, xxx 和 532 ,, xxx  

5、

543

542

541

,,
,,
,,

xxx
xxx
xxx

 

1. 321 ,, xxx 方向的64 個平面 

圖(8)中所挑的64 個控制點其 ),,( 321 xxx 座標恰如表(五)所示，也就是這64 個控制

點分別自出現在表(五)中所示的64 個平面，故 )3,3,3(~)0,0,0(),,( 321 =xxx 這64 個 2維

平面上都有控制點出現。 

2. 換掉 3x ，考慮 421 ,, xxx 和 521 ,, xxx 方向的 2組64 個平面 
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圖(8)中所挑的64個控制點其中 ),( 21 xx 兩維度座標如上表(八)所示，因 4x 在同1方向

上的數字都不同，故把 4x 填入表(八)後形成下表（九），其64 格各自出現 333~000

的相異3元數，數字皆不重複，這說明了這個切割方向上64 個 2維平面都出現了控

制點。相同的表（十）中的64 個數字所代表的平面也都出現了控制點。 

 

3. 換掉 2x ，考慮 431 ,, xxx 和 531 ,, xxx 方向的2組64個平面 

 

54, xx 皆是同1維度 4個數字各自相異的拉丁立方體，分別填入表(十一)後形成下

表（十二）、（十三），兩組中64 個3元數各自相異。故這 2組64 個平面上都有控制

點出現。

 

4. 換掉 1x ，考慮 432 ,, xxx 和 532 ,, xxx 方向 2組64個平面 
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表(七)中的 ),( 32 xx 如表(十四)，將 4個平面疊成1個立方體，藍底的 4個縱行疊合

成1個直立的 44× 平面如 )9(圖 。這個 4階方陣中的 ),( 32 xx 如表(十五)。表(十五)的型

態和表(十一)是相同的，所以把 4x 和 5x 各自加到表(十五)後在這個直立平面上的16個

3位元數也都不重複， )9(圖 中藍色位置填出的結果就是 333~000 如下表(十六)、(十

七)，這 2組64 個平面都有控制點出現其上。 

 

5. 同時換上 54, xx ，考慮 543542541 ,,  ,, ,, xxxxxxxxx 和、 方向3組64 個平面 

54, xx 在各平面上皆呈正交拉丁方陣，在每平面上16個 2元數皆不相同故 2元數

前方放上1位數字後其3位元數也不會重複如下表。

圖(9) 
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這說明這3組64 個平面上也都出現了控制點 

由以上10個方向來觀察，利用拉丁超立方體及正交拉丁方陣的特性讓我們證明

了在這10組各64 個平面上都出現控制點，所以640 個平面都恰只有1個控制點，因

此延伸樹

(四)

間皆不重疊。 

控制集點數及延伸樹涵蓋點數乘積證明是

1控制點其

完美控制 

延伸樹 16都能涵蓋 個點，圖(8)中64 個點的延伸樹 546416 =×最多能涵蓋

個點，由於其延伸樹 54都不重疊故共涵蓋了 個點，故此64 點形成控制集且是完美控制

4

，

也解決了 旋鈕5號碼的最小保證開鎖問題。 

四、建造拉丁超立方體，構造5元6維的解 

在3元 4維及 4元5維中發現，完美控制 2的控制點其最後 維數字上分別呈現拉丁方陣

和拉丁立方體，而前面維度的數字呈現10進位數字轉換成3及 4進位的結果，所以我們依這

2個線索去構造5元6 維5元6維的解。 

由(二.5式)知 5元6 維完美控制 45需要挑 個控制點。6維超立方中每個點都是6元座標

數，任1點所在的15個平面其名稱恰由6 元數中任 4個數組合表示。 

 (一)用10進位轉換成5進位定出625個控制點的前4維座標 

令 { }的整數是 624s0|S ≤≤= ss ，把 s換算成5進位數的4元數： 

令 

]5,mod[)(
]5),5mod[int()(

]5),25mod[int()(
)125int()(

4

3

2

1

ssx
ssx
ssx

ssx

=
÷=
÷=

÷=

， )  int( 是取整數， ]5,   mod[ 是指取5進位的同餘數。 
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相異的10進位數換算成5進位數時也相異，故 4321 xxxx 組成的 4位元數不會重複。 

(二)建構2個拉丁超立方體做為最後2維座標 

考慮 2維拉丁方陣的特性，其同一方向上各位置的數都要不同，我們可以用 x 和 y 的

關係建立拉丁方陣        

        

在 y 相同時，只有在 'xx = 時 ),'(),( yxPyxP = ，這個方法可以建立1個拉丁方陣[參

考文獻四p.28]。擴展這個想法到高維度中，我們再令： 

5mod432)(
5mod)(

43216

43215

xxxxsx
xxxxsx
+++≡

+++≡
， 

可知 )1.(.....    )(5)(5)(5)( 4
1

3
2

2
3

1 式四ssxsxsxsx =+×+×+×  

在 624~0 中取 2數 p和q 若 (q)(p) (q),(p) (q),(p) (q),(p) ddccbbaa xxxxxxxx ≠=== 這

裏的指標 dcba ,,, 是 4個介於1到 4的相異整數， 則

≡(q)-(p) 55 xx ≡+++ (q)]-(p)(q)-(p) (q)-(p)(q)-(p)[ ddccbbaa xxxxxxxx (q)mod5-(p) dd xx  

故 =(q)-(p) 55 xx 5k(q)-(p) dd +xx ， k是整數。又 (q)-(p) dd xx 不是5的倍數

∴ 0(q)-(p) 55 ≠xx ，這說明了 (s)5x 是個拉丁超立方體。 

同理 5h(q)]-(p)[d(q)]mod5-(p)[d(q)-(p) dddd66 +×=×≡ xxxxxx ， 

( )



<=
 

         5d   1 5,d 
5(q)-(p) dd

且

的倍數不是xx


，∴ (q)-(p) 66 xx 0≠ 。說明了 (s)6x 是個拉丁超立方體。 

(三)證明所選的625個控制點都不出現在同一個2維平面上 

最後令控制點 (s))),(),(),(),(),(()( 654321 xsxsxsxsxsxsC = ，{ }SssC ∈｜  )(  則共選出

了625個6 維度座標點，很明顯如果編號 qp ≠ 則控制點 )()( qCpC ≠ 。 

從 S 中選 2個編號 p 和 q比較 )( pC 和 )(qC 的6 維度座標，若兩控制點的任 4維數字

相同代表 2個點出現在相同的 2維平面上。所以我們要去證明如果 )( pC 和 )(qC 的任 4個

維度數字相同，則 p 和 q一定是相同的編號，也就是 )( pC 和 )(qC 是同1點。 

我們把5元6維的問題分成 4類，對這15個方向的所有平面一一檢查： 
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第1類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 4321 xxxx 座標相同， 

)()(),()(),()(),()( 44332211 qxpxqxpxqxpxqxpx ==== ，由(四.1式)可得知

)(5)(5)(5)(q

)(5)(5)(5)(

4
1

3
2

2
3

1

4
1

3
2

2
3

1

qxqxqxqx
pxpxpxpxp

+×+×+×==

+×+×+×=
。 

       因此 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 4321 xxxx 相同時，則 q=p ， C(q))( =pC 。  

第2類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 5xxxx cba 座標相同，

)()(),()(),()(),()( 55 qxpxqxpxqxpxqxpx ccbbaa ==== 。因為

是整數kk,5)()(
5mod)()(

5mod)()()()()()()()(
)()(

43214321

55

=−⇒
≡⇒

+++≡+++∴
=

qxpx
qxpx

qxqxqxqxpxpxpxpx
qxpx

dd

dd



)()(
                   0k

5)()(

qxpx

qxpx

dd

dd

=⇒
=∴

− ＜

。 

由(四.1式)得到編號 qp = 。因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 5xxxx cba 相同時，則 C(q))( =pC 。   

第3類：假設 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 6xxxx cba 座標相同，

)()(),()(),()(),()( 66 qxpxqxpxqxpxqxpx ccbbaa ==== ，

kqxpxd
qdxpdx

qxqxqxqxpxpxpxpx
qxpx

dd

dd

5)]()([
5mod)()(

5mod)(4)(3)(2)()(4)(3)(2)(
)()(

43214321

66

=−⇒
≡⇒

+++≡+++∴
=

， 

)()(
5

5)()(

qxpx
d

qxpx

dd

dd

=∴


 −

＜

＜


。 

由(四.1式)得到編號 qp = 。因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 6xxxx cba 若相同，可得 C(q))( =pC 。 

第4類：假設 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 65 xxxx ba 座標相同，

)()(),()(),()(),()( 6655 qxpxqxpxqxpxqxpx bbaa ==== ，





=−−
=−−

⇒





≡−−
≡−−

⇒





+≡+
+≡+

∴

==

hqxpxcd
kqxpxdc

qxpxcd
qxpxdc

qdxqcxpdxpcx
qxqxpxpx

qxpxqxpx

cc

dd

cc

dd

dcdc

dcdc

5)]()()[(
5)]()()[(

5mod0))()()((
5mod0))()()((

5mod)()()()(
5mod)()()()(

)()(),()( 6655

， hk、 是整數。
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)()(),()(

5)()(
0)(

qxpxqxpx

qxpx
dc

ccdd

dd

==∴




−
≠−

＜


，再由(四.1式)我們得到 qp = 。 

因此點 )( pC 和 )(qC 的 ),,,( 65 xxxx ba 若相同，它們必為同1控制點。        

我們證明了所選的625個點中，任意 2個不同控制點都不會出現在同一個 2維平面上，

所以延伸樹也不會重疊。每棵延伸樹 25146 =+×所涵蓋點數是 ，所選的625個點的延伸樹

6562525 =×

總

共涵蓋了 個點，因延伸樹 65不重疊所以這 個點也相異，因此證明了這625個點

蓋滿整個超立方所以是5元6維密碼鎖最小控制集也是完美控制

五、 當

。 

N是質數，構造N元 1N + 維的完美控制

雖然在

情形 

4元5維和5元6 維中都挑出完美控制的控制集 4，但挑選的方法是不同， 元

5維的拉丁立方和正交拉丁方陣比5元6維中的拉丁超立方還要難構造出來，原因是5

是質數而 4 4是合數。我們把 5N = 的情況推廣到一般的質數。 

當 n是質數時， 

令 { }的整數是 1ns0|S 1- −≤≤= nss ，把 s換算成 1-n 位元的 n進位數，令

],mod[)(
....
....

]),mod[int()(

]),mod[int()(

)int()(

1

4
3

3
2

2
1

nssx

nnssx
nnssx

nssx

n

n

n

n

=

÷=

÷=

÷=

−

−

−

−

。 

接著再建構 2個拉丁超立方 

令 
nxnxxxsx

nxxxxsx

nn

nn

mod)1(...32)(
mod...)(

13211

1321

−+

−

−++++≡
++++≡

 

故 )1.(.....    )(...)()()( 1
4

3
3

2
2

1 式五ssxnsxnsxnsx n
nnn =++×+×+× −
−−−  

定義控制點 ))(),...,(),(),(()( 1n321 sxsxsxsxsC += ，很明顯如果 qp ≠ 則 )()( qCpC ≠ 。 

我們要證明若是 )( pC 和 )(qC 的任意 1−n 個維度相同，這兩點必為相同的控制點。 

      我們分成 4類把 1
1C +n

n- 個方向的平面一一檢查： 

第1類：若 )( pC 和 )(qC 的前 1−n 維度相同，

)()(),...()(),()(),()( 11332211 qxpxqxpxqxpxqxpx nn −− ==== ，由(五.1式)得 qp = 。因

此點 )( pC 和 )(qC 的 ),...,,( 1321 −nxxxx 若相同，推得 )( pC 和 )(qC 必為同點。 
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第 2類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),....,,(
2321 niiii xxxxx

n−
相同，

)()(),()(),...()(),()(
222211

qxpxqxpxqxpxqxpx nniiiiii nn
====

−−
且 ，其中

{ }1...3,2,1 −∈ ni j ，且當 kj ≠ 時，指標 kj ii ≠ 。

)()(

0 |)(-)(| 

)()(
)()...()()()()...()()(

)()(

11

11

11

13211321

qxpx

Knqxpx

nKqxpx
nKqxqxqxqxpxpxpxpx

qxpx

nn

nn

nn

ii

ii

ii

nn

nn

−−

−−

−−

=∴

=⇒<

+=⇒
++++=+++∴

=

−−





，由(五.1

式)得 qp = 。故點 )( pC 和 )(qC 的 ),....,,(
2321 niiii xxxxx

n−
若相同，必為同1點。 

第3類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),....,,( 12321 +− niiii xxxxx
n

相同，

)()(),()(),...()(),()( 11222211
qxpxqxpxqxpxqxpx nniiiiii nn ++ ====

−−
且 ，其中

{ }1...3,2,1 −∈ ni j ，且當 kj ≠ 時，指標 kj ii ≠ 。。

nKqxpxi

nKqxipxi
nKqxnqxqxqx

pxnpxpxpx
qxpx

nn

nn

iin

inin

n

n

nn

=−×⇒

+×=×⇒
+−++=

−+++∴
=

−−

−−

−

−−

−

−

++

)]()([

)()(
)()1)...((3)(2)(    
)()1()...(3)(2)(

)()(

11

11

1

11

1321

1321

11

， K 是整數，

0)(-)(

0K
 |)(-)(|
                        

11

11

1

=∴




=⇒
<

<

−−

−−

qxpx

nqxpx
ni

nn

nn

ii

ii

n-


，由(五.1式)得到 qp = 。因此點 )( pC 和 )(qC 的

),....,,( 12321 +− niiii xxxxx
n

若相同，必為同點。 

第 4類：若 )( pC 和 )(qC 的 ),,....,,( 13321 +− nniiii xxxxxx
n

相同， 

)()(),()(),()(),...()(),()( 11332211
qxpxqxpxqxpxqxpxqxpx nnnniiiiii nn ++ =====

−−
，其

中 3−n 個指標 { }1...3,2,1 −∈ ni j ，當 kj ≠ 時，指標 kj ii ≠ 。由

是某個整數、H

nHqxpxii
nKqxpxii

nqxpxii
nqxpxii

nqxiqxipxipxi
nqxqxpxpx

nn

nn

nn

nn

nnnn

nnnn

iinn

iinn

iinn

iinn

inininin

iiii

K     

)]()([)(
)]()([)(

mod0)]()([)(
mod0)]()([)(

mod)()()()(
mod)()()()(

22

11

22

11

1212

1212

21

12

21

12

1212





≡−×−
≡−×−

⇒





≡−×−
≡−×−

∴





⋅+⋅≡⋅+⋅
+≡+

−−

−−

−−

−−

−−−−

−−−−

−−

−−

−−

−−

−−−−

， 
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      因為 n是質數所以 )( 21 −− − nn ii 和 )()(
11

qxpx
nn ii −−

− 的其中之一應是 n的倍數，但





=
=

∴

=⇒




−
≠−

−−

−−

−−

−−

)()(
)()(

0
5)()(

0

22

11

11

21

qxpx
qxpx

K
qxpx

ii

nn

nn

nn

ii

ii

ii

nn

＜


，最後我們由(五.1式)得到 qp = ，因此點 )( pC

和 )(qC 的 ),,....,,( 13321 +− nniiii xxxxxx
n

若相同，必為同1點。 

所以所有相異控制點都不在相同的2維平面上，故延伸樹不重疊，而每個延伸樹

21)11)(( nnn =+−+

涵蓋的

點數是 ，所選的 1−nn 個延伸樹 121 +− =× nn nnn總共涵蓋了 個點，因此我們

證明了這 1−nn 個點集是 n元 1+n 維密碼鎖的最小控制集，且是完美控制

伍、研究結果 

的情況。 

一、瑕疵密碼鎖保證打開問題可以對應於超立方體中的控制集 N問題。 是質數時，旋鈕數

1+= ND 且旋鈕上有 N 個號碼的情況時可用拉丁超立方找出 1+NN 中延伸樹不重疊的

控制集，稱為「完美控制」，這時最小控制集 1-NN點數是 。 

二、在 N 不是質數的時候， 54 問題的完美控制也可被找到，此時最小控制集

三、

點數是64。 

4N 問題中，在 1=N 或3以外都沒有完美控制 42； 問題的最小控制集 4數是 ， 44 問題的

最小控制集 32~12數介於 之間； 4N 問題給出 

上限公式
)   .3  .......(     N])

N
1-N()

N
1N( [   N

N])
2
N()

2
N( [   N

22

22

式二是奇數時：

是偶數時：

×+
+

×+
：  

下限公式 )  .4 .....(   
34

4

式二
−n

n
： 。 

四、 DN 超立方中完美控制  ,
1)1(

KN
DN

N K
D

=
+×−

的必要條件為 是正整數；當 1+= ND 時

最小控制集 1-NK NN =點數 ，延伸樹 D)1-( ×N涵蓋點數 +1= 2N 。 

五、 prodcutCartesian  可以把 DN 超立方分割成較小維度的集合以適合分析，而拉丁超立方

的方法也可把 1+NN 也以分割成不重疊的 1-NN 個集合。 
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陸、 討論 

一、在 2維平面中畫3維立方體時，我們自小已經學會辨認哪些線條是真的有交點哪些是視

覺上的誤差，但在 2維平面上畫 4維的圖形時線條交錯的誤差辨認起來就麻煩多了，所以

把維度高的超立體切割成 2維平面是個很好的分析方法。要把4維超立方切成表(一)這個

想法我們想了很久，靈感是我們能把3維切成 2維平面當然也能把 4維分割成 2維平面，

老師說就是善用 prodcutCartesian 的概念。有了這個想法，高維度的超立方體就不會那

麼抽象了，我們也才能夠在高維度的問題中找到分析的起點，發現了 43 問題中的完美控

制

二、拉丁方陣的概念很簡單，但是要用數字或函數去表達一個拉丁方陣就不是那麼容易了，

就好像數獨遊戲，規則很容易了解但解法卻不是很好用文字表達，所以本篇報告我們用

了很多圖形來表達我們要說明的概念，但即使用了圖形，仍然需要使用「同餘數」來寫

出我們要選的控制點，在

。 

1+NN 所使用的拉丁超立方挑選最小控制集

N

時，也受限於係數與

的互質關係；當試圖把結果推向 N 是質數以外的情況，很明顯的並不成功，因為各項

係數除了要和 N 互質之外，係數兩兩相減也要和 N 互質，假設說 N 是合數而它質因數分

解後最小的質因數是α ，我們最多只能找到 1−α 個正整數它們兩兩相減後和α 互質。因

此我們需要用別的方法來建造當 N 不是質數時的拉丁超立方才能用來解決我們的題目。

4=N 時我們用2維平面模型去找到可以用的拉丁超立方，但它就很不容易找到而且也不

是後來 N 是質數時的那種型的函數。 

三、在 4維度的問題中，我們提到 4維度沒有像3維那樣型態的公式，主要也是受限於我們

對3次方程式的認識，我們說明沒有像3維類型的公式，還沒能力進一步的證明這類公式

不存在，所以只能找到 4維問題的最小控制集 3的上下限。在 維時我們證明完美控制

1N =

只在

或 2時發生，但高次方的多項式函數的因式問題我們不太會證明，在討論 式6.1 時只

知道 1N = 及 1N −= D 會使得 11)-(N +× D 是 DN 的因數，如果能證明除了上面以外沒有

其它正整數解，等於說明了只有在 1N = 和 1-D 時，D維超立方密碼鎖才會有完美控制

四、在

的

情況。 

N 是質數時證明完美控制 2的過程中，沒有提及最後 維度的超立方體要在各平面中形

成正交拉丁方陣，其實它們仍形成正交拉丁方陣，只是在我們的問題中證明的過程不需

要強調正交的特性。但是在 4N = 時所用的證明方法卻需要借助正交的特性才好說明。 

柒、結論、心得與展望 

一、 N 是質數或 4N = 時可構造並證明 N 元 1+N 維的密碼鎖問題會出現完美控制的情況。 
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二、延伸樹 2不重疊必須要每個 維平面都只能有1個控制點。我們能由數獨遊戲中發現，建

構拉丁方陣的方法可以在每個 2維平面挑選1個控制點，經由鴿籠原理，我們把各控制

點在所有 2維平面中出現的次數加總，除以 2維平面的總數，得到所有的 2維平面恰有

1個控制點，也就是達成延伸樹之間不重疊。最後由每個控制點延伸樹能涵蓋的數目，

乘上控制點數來證明所選的是個完美控制的控制集

三、在

。 

N 是質數時建構 2個 N 元 1+N 維拉丁超立方的方法我們已經找到了，所以能證明到

其完美控制 4N =，但是除了已經有做出 的例子，N 不是質數時的一般性的拉丁超立方

體我們還不會建構，若是能成功建構質數以外的拉丁超立方體，我們就能直接證明任

意 N 元 1+N 維的完美控制

四、

情況，這也是我們將來的目標。 

完美控制下的延伸樹 N彼此不重疊，也就是說我們找到了用拉丁超立方的方法把 元

1+N 維超立方體分割成 1-NN 個彼此互斥的部份，而每一部份都由1個樞紐點(控制點)相

連。在看參考資料時也看到一些在超立方體上討論漢彌頓迴圈

五、我們討論的密碼鎖問題是指1個維度錯誤仍能打開的情況，那如果條件改成2個維度錯誤

仍能打開呢?如果仍以「

的問題，主要是在討論

「在某些節點或邊不能相通時如何在超立方體中找到一個路徑把所有點都連接」，這

個讓人覺得很有挑戰性，所以我們也希望能再朝漢彌頓迴圈再去研究。 

完美控制 62」的角度切入時目前只發現 問題中有完美控制

六、

的情

況，而其它的情況還沒有進一步的了解。 

4維問題中我們尚無法找到一個最小控制集 prodcutCartesian 公式，但可以由 來理解3

維和 4維的關係，所以得到最小控制集數的上限公式(二.3式)，又從延伸樹的有效涵蓋

的觀念中得到最小控制集

4

數的上限公式(二.4式)。只是上、下限公式之間的範圍還很大

並不優秀，我們應該再學習寫電腦程式去找到一些 維度的問題的控制集 4，來再把 維

度的問題解決得更好。相同的方法我們也可對其它維度做出上、下限的控制集

七、 在做這份科展時老師一直讓我們練習去發現問題的特性、實驗一些例子後去驗證我們

的猜想、再去構思想證明的現象如何用數學的方法組織和列式、找到數學的工具來證

明我們的推測。每一個小節進行中遇到困難時我們就要回來想一想這個步驟，最後我

們找到了一部份我們想知的答案也學到很多思考的方法、表達的方法、證明的寫法。

我們發現數學不只是計算，反而感受到了數學和許多現實世界中問題是如此有關連。 

點數公

式，但仍因為沒有把範圍逼近的很好故公式並沒有列出。 

捌、參考資料及其它 

一、李佳晉、藍唯倫、徐書強、鄭博升/ 超立方體Qn之最小控制/ 第四十八屆全國中小學科
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學展覽 

二、蘇銓閔、吳宗翰、陳慶瑜、許祖兒/ 正方體密碼解 /四十九屆台南縣中小學科學展覽 

三、陳冠儒、翁翠微、伍蕙萱、陳冠霖/ 密碼鎖/ 第四十三屆全國中小學科學展覽 

四、Jerzy Wojdyo/ Latin Squares, Cubes and Hypercubes/ Southeast Missouri  State University 

March 31, 200 



【評語】030421 

從一國際奧林匹克數學競賽題目出發，研究號碼鎖，涉及不

少組合及鴿籠原理等知識，作品有相當的創意及挑戰性，但

皆能仔細的處理，討論的範圍還涵蓋 4 維，且知將 4 維想成

3 維再結合 1 維的結果。作品中對所謂控制集及完美控制，

討論完整，值得肯定。 
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