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摘要 

從一個競賽題給的數列{ )(2 nd }出發，在四十九屆的科展已證明該題。本屆由數列{ )(2 nd }折

線圖形發現該數列的遞迴並引用降階發展出更簡潔的通項表達式。 

設 n = 2012321 )......( aaaaaaa ikkk  ， 1)1(2 d ；當n≧2則 )(2 nd =1+
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本研究的主要成果在於對該數列{ )(2 nd }做了一般化的探索：奇偶性、重新討論區間極值存在

唯一性及數列{ )(2 nd }在正整數中的分布。 

同時，對原數列{ )(2 nd }推廣，定義出廣義的數列{ )(nd p }，觀察數列{ )(nd p }折線圖，引用

),( ing p 結構發現廣義的數列{ )(nd p }遞迴： 

 

 (n)d)ps(nd k

p p ),( sjhp 。其中，1≦ j ≦ p，1≦ s ≦ 1p ，（ 1j ）× 1kp ≦n≦ 1kjp 。 

本研究也利用不等式發現 ),( sjhp 範圍：0≦ ),( sjhp ≦ 1
2

)1(


pp
。 

最後，對於數列{ )(nd p }的各種性質都推廣到一般化的結果。在網站「整數數列線上大全」的

資料庫中，沒有我定義的廣義數列(截至 2010 年 6月 05日為止)，因此，這個作品可說是目

前在推廣該競賽題數列方面，最新的研究。 
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壹、前言 

一、研究動機 

（一）數學競賽題目： 

城市數學競賽 2008秋季賽高級卷國中組第七題(高中組高級卷第四題)如下： 

題目一：一個無窮數列 )(2 nd ， n是 0和所有正整數，令 )(2 nq 是自然數 n的最大奇因數， 

0)0(2 d ， )1()()1( 222  ngndnd 。 

若 )(2 nq ≡1(mod 4)則 )(2 ng =1； 

若 )(2 nq ≡3(mod 4)則 )(2 ng =-1。 

  求證這個數列 )(2 nd 中，「1」會出現無窮多次， 

  求證明這個數列 )(2 nd 中，每一個正整數會出現無窮多次。 

（二）天使與魔鬼 

在國小六年級以《天使與魔鬼》(以下簡稱「前作品」)參加科展，得到下列啟示： 

      1.從二進位制來研究 )(2 nd 。 

      2.把正整數 n依 kq 2 的型式來分類以利研究，如本作品的 ),(2 ing 結構。 

      3.使用區間極大值與區間及小值證明環球數學競賽題目。 

      但，前作品仍留下未解決的問題如下： 

      1.遞迴關係。 

2.區間極值所對應的 n。 

3.數列 )2(nd 分布次數證明。 

4.廣義數列 )(nd p 對應 )2(nd 的各種數學命題 

經過一年的努力，我解決了上述問題，因此決定繼續研究去參展。 

又，本研究先以二進位法為研究工具，因此本研究被命名『與二進位法邂逅的數列』。 

（三）新的推廣 

有名的網站「整數數列線上大全」資料庫中已有 )(2 nd 。 

根據定義得到了 })({ 3 nd 和 })({ 5 nd 的數據，我在該網站分別輸入 })({ 3 nd 和 })({ 5 nd 的前 20 項，

均得到「你的系列不在數據庫裡」回應(附錄一)，所以本作品可說是對 )(2 nd 最新的推廣研

究(截至民國 99年 6月 05日)。 
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二、研究目的 

（一）再證明 )(2 nd 區間極值的存在性、唯一性、及其對應的 n值。 

（二）證明前 k區間的 )(2 nd 的 1~k出現次數對稱性。 

（三）延伸試探討數列 )(nd p 。 

 

 

三、研究工具： 

紙、筆、電腦及微軟 excel試算軟體。 

 

 

四、定義 

(一)數列{ )(2 nd }的定義： 

   數列{ )(2 nd }第 k 區間： 12 k ≦ n≦ k2 -1。 

   數列{ )(2 nd }第 k 區間第 j 部分： 12 k + )1( j × 22 k ≦ n≦ )2( j × 22 k -1， k ≧2。 

   數列{ )(2 nd }前 k區間： 120  kn ，稱 n在 )(2 nd 的前 k區間，注意這裡包含“0” 

(二)數列 )(nd p 的定義： 

質數 2p ， n、 k 及 q均為自然數，令 kpqn  ， q和 p 互質， 00 )(d p 。 

    規定： )(ng(n)d)(nd ppp 11  ，其中 (n)g p 的定義如下： 

    若 q除以 2p 後的餘數
2

2p
r  ，則 1(n)g p ； 

    若 q除以 2p 後的餘數
2

2p
r  ，則 1-(n)g p ，  

數列 )(nd p 第 k 區間： 11  kk- pnp 為第 k區間。 

(三)數列{ )(nd p }： 

   k ≧3，第 k +1區間第 j 部份： kp + kpj )1(  ≦ n≦ kp + kjp －1，1≦ j ≦ p －1。 

   k ≧3，第 k + i 區間第 j 部份： 1ikp + kpj )1(  ≦ n≦ 1ikp + kjp －1，1≦ j ≦ )1(1  ppi 。 
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貳、研究方法 

一、二進位法 

所謂二進位法就是把十進位 n轉換成二進位後，二進制數碼前，再加 1個 0，計算當中所有

01型和 10型的個數和就是 )(2 nd 值。前作品已經利用數學歸納法證明二進位法。 

如：10=(1010 2)  依二進位法寫成(01010)，01型有 2個，10型有 2個， )10(2d =4。 

前作品已經發現數列{ )(2 nd }降階運算：n≡0(mod 4)或n≡3(mod 4)則 ])
2

([2

n
d = )(2 nd ； 

                                  n≡1(mod 4)或n≡2(mod 4)則 ])
2

([2

n
d = )(2 nd -1。 

推演成 )(2 nd = ])
2

([2

n
d + 1a - 0a ，得到下面命題。 

命題一：設 n = 2012321 )......( aaaaaaa ikkk  ， 1)1(2 d ；當n ≧2則 )(2 nd =1+





1

1

1

k

w

ww aa 。 

 

二、 ),( ing p 結構 

(一) 探討 2p ，數列{ ),(2 ing }結構 

定義： ),(2 ing ：見表一，數列 )(2 ng 結構中，第 i 欄的 )(2 ng 和。 

直觀觀察 )8(2d =2，以 12i-q  改成{ ),(2 ing }結構，如下表。 

表一、 ),(2 ing 結構 

欄位 第 1欄 第 2欄 第 3欄 第 4欄 第 5欄  第 i 欄 

奇數 q  02q  12q  22q  32q  42q  … 12i-q   

1 1=1×
02  2=1× 12  4=1×

22  8=1×
32  16=1×

42   1×
12 i
 

3 3=3×
02  6=3× 12  12=3×

22  24=3×
32  48=3×

42   3×
12 i
 

5 5=5×
02  10=5× 12  20=5×

22  40=5×
32  80=5×

42   5×
12 i
 

7 7=7×
02  14=7× 12  28=7×

22  56=7×
32  112=7×

42   7×
12 i
 

…        

),(2 ing  0 0 1 1 0  0 
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表一的補充說明： 

第 1欄， 02m 欄位，1和 3的 )(2 ng 對消，5和 7的 )(2 ng 對消， )1,8(2g =0。 

第 2欄， 12m 欄位，2和 6的 )(2 ng 對消， )2,8(2g =0。 

第 3欄， 22m 欄位，多出 )4(2g =1， )3,8(2g =1。 

第 4欄， 32m 欄位，多出 )8(2g =1， )4,8(2g =1。 

)8(2d =


1

2 ),8(
i

ig =


4

1

2 ),8(
i

ig =2。 

q是奇數，每個正整數 n和 12i-q  是一對一對應關係一個正整數 n可表示唯一的正整數

12i-q  ，；所以，上表，每個正整數恰出現一次，如上表，n = 12i-q  ，它們的 )(2 ng ＝ )(2 qg 。 

給定第 i 欄，先出現 )(2 ng ＝ )(2 qg ＝1後出現 )(2 ng ＝ )(2 qg ＝-1，因此， )(2 nd ≧1， n 。 

 

（二）探討 2p ，數列{ ),(3 ing }結構 

表二、 ),(3 ing 結構 

 第 1欄 第 2欄 第 3欄 第 4欄  第 i 欄 )(3 ng  

m  03m  13m  23m  33m  … 13  im  = )(3 mg  

1 031  131  231  331  … 1 13  i  1 

2 032  132  232  332  … 2 13  i  1 

4 034  134  234  334  … 4 13  i  1 

5 035  135  235  335  … 5 13  i  -1 

7 037  137  237  337  … 7 13  i  -1 

8 038  138  238  338  … 8 13  i  -1 

10 0310  1310  2310  3310  … 10 13  i  1 

… … … … … … … … 

 
)1,8(3g  

=0 

)2,8(3g  

=2 

)3,8(3g  

=0 

)4,8(3g  

=0 
 ),8(3 ig   
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表二的補充說明： 

自然數 n = 13  im ，m 和 3互質， n和 13  im 是 1對 1且映成， n可以被寫入 )(3 ng 結構。 

考慮 )8(3d =2的 )(3 ng 結構：第 1欄，最小值 031 ，最大值 038 ，有 6個， ),8(3 ig =0； 

                         第 2欄，最小值 131 ，最大值 132 ，有 2個， ),8(3 ig =2； 

                         )8(3d =


1

3 ),8(
i

ig =


k

i

ig
1

3 ),8( =0+2=2。 

給定第 i 欄，先出現 )(3 ng ＝ )(3 mg ＝1後出現 )(2 ng ＝ )(2 mg ＝-1，因此， )(3 nd ≧1， n 。 

 

（三）探討 p 為任意質數的數列{ ),( ing p } 

表三、 ),( ing p 結構 

表三的補充說明： 

質數 p 和正整數m 互質，每個正整數 n必可寫成 ipm ， i ≧0。 

每格都填入了一個正整數，且每個正整數皆唯一填入其中一格，即是將正整數重新分類。 

因為有 )()( mgmpg p

k

p  ，同列的 n它們的 )(ng p ＝ )(mg p 。 

同欄，連續 )1(  pp 個 )(ng p 的和為 0。另外，給定第 i 欄，0≦ ),( ing p ≦ p 。 

m  0pm  1pm  2pm  3pm  … kpm  
同一列的 

)(ng p ＝ )(mg p  

1 01 p  11 p  21 p  31 p  … kp1  1 

2 02 p  12 p  22 p  32 p  … kp2  1 

3 03 p  13 p  23 p  33 p  … kp3  1 

…… …… …… …… …… …… …… …… 

2

12 p

 

0
2

)
2

1
( p

p



 

1
2

)
2

1
( p

p




 

2
2

)
2

1
( p

p




 

3
2

)
2

1
( p

p




 

… kp
p




)
2

1
(

2

 

1 

2

12 p
 

0
2

)
2

1
( p

p




 

1
2

)
2

1
( p

p




 

2
2

)
2

1
( p

p




 

3
2

)
2

1
( p

p




 

… kp
p




)
2

1
(

2

 

-1 

… … … … … … … … 

),( ing p  
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三、遞迴： 
分析數列 )(2 nd 的數據與折線圖。 

表四、數列 )(2 nd 直觀觀察 

n  )(2 nd  n  )(2 nd  n  )(2 nd  n  )(2 nd  n  )(2 nd  

1 1 26 4 51 3 76 4 101 5 

2 2 27 3 52 4 77 5 102 4 

3 1 28 2 53 5 78 4 103 3 

4 2 29 3 54 4 79 3 104 4 

5 3 30 2 55 3 80 4 105 5 

6 2 31 1 56 2 81 5 106 6 

7 1 32 2 57 3 82 6 107 5 

8 2 33 3 58 4 83 5 108 4 

9 3 34 4 59 3 84 6 109 5 

10 4 35 3 60 2 85 7 110 4 

11 3 36 4 61 3 86 6 111 3 

12 2 37 5 62 2 87 5 112 2 

13 3 38 4 63 1 88 4 113 3 

14 2 39 3 64 2 89 5 114 4 

15 1 40 4 65 3 90 6 115 3 

16 2 41 5 66 4 91 5 116 4 

17 3 42 6 67 3 92 4 117 5 

18 4 43 5 68 4 93 5 118 4 

19 3 44 4 69 5 94 4 119 3 

20 4 45 5 70 4 95 3 120 2 

21 5 46 4 71 3 96 2 121 3 

22 4 47 3 72 4 97 3 122 4 

23 3 48 2 73 5 98 4 123 3 

24 2 49 3 74 6 99 3 124 2 

25 3 50 4 75 5 100 4 125 3 

        126 2 

        127 1 

        128 2 
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圖一、數列{ )(2 nd }前 7區間遞迴 

 

命題二：數列{ )(2 nd }，情況一：當 0≦n ≦ k2 -1， )2( 1

2

 knd = )(2 nd +2。 

                     情況二：當 12 k ≦n ≦ k2 -1， )2(2

knd  = )(2 nd 。 

【證明】 

情況一：二進位法：設 0≦ n≦ 12 k -1，n = 2**)*1( ，n + k2 = 2**)*101( ， )2(2

knd  = )(2 nd +2。 

情況二：二進位法：設 22 k ≦n≦ 12 k -1，n = 2**)*1( ，n + 12 k = 2**)*11( ， )2( 1

2

 knd = )(2 nd 。 

回想表一，也可考慮 )(2 ng 結構： ),(2 kng =1， kn 2 的第 k 欄，有 1和 2的數字， ),2( 1

2 kg k =1； 

表五、 )(2 nd 與 )2(2

knd    

第 i 欄 1 2 … k -1 k  k +1 k +2 

12 i  02  12   22 k  12 k  k2  12 k  

),(2 ing  * *  * 1 0 0 

),2(2 ig k  0 0 … 0 1 1 0 

),2(2 ing k  * *  * 0 1 0 

■ 

 

在已經知道 1≦n≦8的 )(2 nd 值，可以由上面命題得到下面的推理： 

情況一可以找到全部的正奇數及正偶數。 

情況二則知道任意正奇數和正偶數只要出現一次，就可以出現無窮多次。 

Shari
文字方塊
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圖二、數列{ )(3 nd }前四區間遞迴的直觀觀察 

 

命題三：數列{ )(3 nd }遞迴 

情況一：0≦ n≦ 13 1 k ， 33 33  (n)d)(nd k ； 

情況二：0≦ n≦ 13 1 k ， 432 33  (n)d)(nd k 。 

情況三： 13 k ≦n≦2× 13 1 k ， 33 33  (n)d)(nd k ， 

情況四： 13 k ≦n≦2× 13 1 k ， 232 33  (n)d)(nd k ， 

情況五： 132  k ≦ n≦ 13 k ， 13 33  (n)d)(nd k ， 

情況六： 132  k ≦ n≦ 13 k ， (n)d)(nd k

33 32  。 

 

 

上面命題：情況一的證明 

考慮 ),(3 ing 結構如下表，發現第 k 欄和第 1k 欄發生了變化。 

表六、0≦n≦ 13 1 k ， 33 33  (n)d)(nd k  

欄位 第 1欄 第 2欄 … 第 1k 欄 第 k 欄 第 1k 欄 

3的次方 03  13   23 k  13 k  k3  

),(3 ing  ＊ ＊  ＊ 0 0 

),3(3 ig k  0 0  0 2 1 

),3(3 ing k  ＊ ＊  ＊ 2 1 

很顯然，遞迴最大關鍵在於 ),(3 ing 結構中第 k 欄和第 1k 欄的變化。 
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定義：假設 1≦ j ≦ p ，1≦ s ≦ 1p ，（ 1j ）× 1kp ≦ n≦ 1kjp 。 

      ),( sjhp ：  (n)d)ps(nd k

p p ),( sjhp 。                

 

直觀觀察 ),(2 sjh 及 ),(3 sjh 如表 

表七、 ),(2 sjh 及 ),(3 sjh  

),(2 sjh  )1,1(2h =2 )1,2(2h =0     

),(3 sjh  )1,1(3h =3 )2,1(3h =4 )1,2(3h =3 )2,2(3h =2 )1,3(3h =1 )2,3(3h =0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖三、直觀觀察數列{ )(5 nd }前四區間遞迴 

 

直觀觀察數列{ )(5 nd } 如圖三， ),(5 sjh 如下表： 

表八、 ),(5 sjh  

)1,1(5h =5 )1,2(5h =5 )1,3(5h =5 )1,4(5h =5 )1,5(5h =5 

)2,1(5h =10 )2,2(5h =10 )2,3(5h =10 )2,4(5h =8 )2,5(5h =6 

)3,1(5h =11 )3,2(5h =9 )3,3(5h =7 )3,4(5h =5 )3,5(5h =3 

)4,1(5h =8 )4,2(5h =6 )4,3(5h =4 )4,4(5h =2 )4,5(5h =0 
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定義：判別函數： ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  。 

命題四：判別函數，情況一：若 s ≦
2

3p
則 ),( sjy p =

2
)1(

2p
spj  ＜0； 

                  情況二：若 s ≧
2

1p
則 ),( sjy p =

2
)1(

2p
spj  ＞0； 

                  情況三：若 s =
2

1p
且 1≦ j ≦

2

1p
則 ),( sjy p =

2
)1(

2p
spj  ＜0； 

                  情況四：若 s =
2

1p
且

2

3p
≦ j ≦ p 則 ),( sjy p =

2
)1(

2p
spj  ＞0。 

 

整理如下表。 

表九、判別函數： ),( sjy p  

 s ≦
2

3p
 s =

2

1p
 s ≧

2

1p
 

j ≦
2

1p
 ),( sjy p ＜0 ),( sjy p ＜0 ),( sjy p ＞0 

2

3p
≦ j  ),( sjy p ＜0 ),( sjy p ＞0 ),( sjy p ＞0 
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命題五： 

 (n)d)ps(nd k

p p ),( sjhp 。其中，1≦ j ≦ p，1≦ s ≦ 1p ，（ 1j ）× 1kp ≦n≦ 1kjp 。 

若 ),( sjy p ＜0則 ),( sjhp = ps； 

若 ),( sjy p ＞0則 ),( sjhp = )1(2))(1(  jspp + s 。 

【證明】 

若 ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  ＜0則 ),( kspng k

p  不發生進退位的情形， ),( sjhp = ps；如表十。 

若 ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  ＞0則 ),( kspng k

p  發生進退位的情形，如表十及圖四。。 

       ),( kspng k

p  範圍： 2p ＞ 2p -1≧ 1j + ps＞
2

2p
； 

       ),( kspng k

p  增加後 )(ng p =1有 A個，A=
2

)1( pp
-( 1j )； 

       ),( kspng k

p  增加後 )(ng p =-1有 B個，B= ))1(
2

)1(
()1( 


 j

pp
ps 。 

       A-B =
2

)1( pp
-( 1j )-( ))1(

2

)1(
()1( 


 j

pp
ps ) = )1(2))(1(  jspp 。 

       )1,(  kspng k

p 增加 s 。 

       ),( sjhp 為 ),( kspng k

p  增加量加上 )1,(  kspng k

p 增加量。 

       ),( sjhp = )1(2))(1(  jspp + s 。 

 表十、 ),( ispng k

p  結構 

 

 

 

 

 

  圖四、 1j + ps＞
2

2p
， ),( kspng k

p  變化 

■ 

 

第 i 欄 … k  k +1 

  1kp  kp  

),( ing p   j -1 0 

),( ispg k

p   )1( ps  s  

),( ispng k

p    j -1+ ssjhp ),(  s  
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根據表七及表八： )1,2(2h =0， )2,3(3h =0， )4,5(5h =0猜測 0)1,( pphp 。 

                )1,1(2h =2， )2,1(3h =4， )3,1(5h =11猜測 


)
2

1
,1(
p

hp 1
2

)1(


pp
。 

 

命題六： ),( sjhp ≧0，若且唯若等號成立則 1 spj 。 

【證明】 

若 ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  ＜0， ),( sjhp = ps＞0； 

若 ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  ＞0， ),( sjhp = )1(2))(1(  jspp + s ≧ sspp  )2)(1( ≧0。 

若 ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  ＞0，當 1 spj 時， ),( sjhp = )1(2))(1(  jspp + s =0。 

■ 

 

命題七： ),( sjhp ≦ 1
2

)1(


pp
；若且唯若等號成立則則

2

1
,1




p
sj 。 

【證明】 

若 ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  ＜0則
2

)1(
2p

psj  ，兩邊除以 p 再移項， s ＜
p

jp 1

2


 ≦

2

p
， 

                             s ≦
2

1p
， ),( sjhp = ps ≦

2

)1( pp
。 

若 ),( sjy p =
2

)1(
2p

spj  ＞0，
2

)1(
2p

psj  則 sjsppsjhp  )1(2))(1(),( 。 

因為 sjsppsjsppsjhp  )]1)1[(2))(1()1(2))(1(),( ……(1) 

      可知固定 s ，若 j 愈大則 ),( sjhp 愈小。 

再考慮 sjsppsjhp  )1(2))(1(),(  

                   = )1()1(2))1()(1(  psjspp  

                   ≧ )1()1(2))1()(1(  sjspp ………………(2) 

 

        (注意(2)等號成立若且唯若 2p ，因此，當 2p 則(2)僅“大於”符號成立。) 
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        由(2)可知：固定 j ，若 s 愈大則 ),( sjhp 愈小。 

        所以分別固定 j 、 s 其中之一，算出另一個的最小值，以求得最大的 ),( sjhp 值。 

   依表九，因 j 和 s 都要儘量小， ),( sjhp 值才會最大，比較 )
2

1
,

2

3
(

 pp
hp 及 )

2

1
,1(

p
hp 值。 

     2
2

)1(

2

1
)1

2

3
(2)

2

1
)(1()

2

1
,

2

3
( 













 ppppp
pp

pp
hp  

     1
2

)1(

2

1
)11(2)

2

1
)(1()

2

1
,1( 










 pppp
pp

p
hp  

     可得等號成立若且唯若
2

1
,1




p
sj 。 

■ 

 

由命題 ),( sjhp 是非負函數。再考慮命題三如下，可以定義 P 進位表示法。 

定義： 

設 pikk aaaaaan )...( 01221  則 0102112 ),1(),1(),1()( aaahaahaahnd ppkkpp    。 

也就是 )(nd p =




 
1

1

01 ),1(
k

w

wwp aaah 。 

 

命題八：當 pk aaaan )( 0121 則 ),1()()( 1001 aahaand
p

n
d ppp 








 

【證明】 

pk aaaan )( 0121 依定義 0102112 ),1(),1(),1()( aaahaahaahnd ppkkpp    ， 

pk aaa
p

n
)( 121








則 12112 ),1(),1()( aaahaah

p

n
d pkkpp 








  ； 

比較得到 ),1()()( 1001 aahaand
p

n
d ppp 








 

■ 

容易檢驗出 )
2

(2 






n
d 的降階公式即為上式當 2p 的情形。 
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叁、研究結果 

一、數列{ )(2 nd } 

(一）奇偶性質： 

命題九：若且唯若 n為奇數則 )(2 nd 為奇數；若且唯若n為偶數則 )(2 nd 為偶數。 

【證明】 

方法一：由二進位法，奇數 n化成二進位時，10型比 01型多 1個， )(2 nd 為奇數； 

                    偶數n化成二進位時，10型和 01型數目相等， )(2 nd 為偶數。 

方法二：以數學歸納法證明。 

        若且為若 n =1奇數則 )(2 nd =1為奇數；若且為若n =2偶數則 )(2 nd =2為偶數； 

        假設 n = k 時和 )(2 nd 奇偶性相同；即n = k 時則 )(2 ndn   mod  2； 

        當 n = k +1時， )1(2 kd = )(2 kd + )1(2 kg ，依定義 )1(2 kg =1或 )1(2 kg =-1； 

        )2(mod111)()1( 22  kkkdkd ，依數學歸納法得證。 

■ 

 

 

（二）區間極值 

命題十：數列{ )(2 nd }第 k 區區間極小值與第 k 區區間極大值均唯一存在。 

【證明】 

第 k 區間， n = k2 -1= 2)111...111( ， )(2 nd =1+





1

1

1

k

w

ww aa =1，極小值唯一存在。 

奇數 k 取 n = 2)101..10( ；偶數 k 取n = 2)10...10( ， )(2 nd =1+





1

1

1

k

w

ww aa = k ，極大值唯一存在。 

■ 
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（三）區間極值反函數 

因為區間極值唯一存在，可以定義區間極值反函數。 

定義：第 k 區間極小值反函數 )(2 kMin ，第 k 區間極大值反函數 )(2 kMax 。 

命題十一：數列 )(2 nd 第 k 區間極值反函數 

)(2 kMin k2 -1；奇數 k 則 )(2 kMax =
3

12 1 k

；偶數 k 則 )(2 kMax =
3

22 1 k

。 

 

 

（四）映射數列 

定義：函數 )(2 nd ： 0)0(2 d ， )1()()1( 222  ngndnd ， )1(2 ng 依據前面的定義。 

數列{ )(2 nd }是一個映射數列。由自然數n經由函數 )(2 nd 映射到 )(2 nd 值。根據文獻(張忠輔

和楊士明，1998）映射數列均有週期。因此，可以由命題十得知函數 )(2 nd 的性質。 

命題十二：數列{ )(2 nd }，當 12 k ≦n≦ 12 k ，第 k 區間範圍 1≦ )(2 nd ≦ k 。 

          函數 )(2 nd 週期： 1)12(2 kd 。 

        )(2 nd 函數不是 1對 1函數，但 )(2 nd 函數映成整個自然數。 

 

 

（五）環球數學競賽證明： 

命題十三：數列{ )(2 nd }裡所有正整數都能出現無窮多次。 

【證明】 

方法一：由表一得到 1≦n≦8的 )(2 nd 值，適當取n值，再由命題一： 

        情況一：當 0≦n≦ k2 -1， )2( 1

2

 knd = )(2 nd +2，可以得到所有正奇數和正偶數。 

        情況二：當 12 k ≦n≦ k2 -1， )2(2

knd  = )(2 nd ，給定正整數都能出現無窮多次。 

方法二：命題八，數列{ )(2 nd }第 k 區區間範圍：1≦ )(2 nd ≦ k ， 1)(2 ng ，得證。 

■ 
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（六）數列{ )(2 nd }分佈次數的對稱性  

引用前作品，第 28頁圖三，再直觀觀察數列{ )(2 nd }前十六區間如下表。 

表十一、直觀觀察數列{ )(2 nd }前十六區間分佈次數 

   m  

區間 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

前 1區間 1 1                               

前 2區間 1 2 1                             

前 3區間 1 3 3 1                           

前 4區間 1 4 6 4 1                         

前 5區間 1 5 10 10 5 1                       

前 6區間 1 6 15 20 15 6 1                     

前 7區間 1 7 21 35 35 21 7 1                   

前 8區間 1 8 28 56 70 56 28 8 1                 

前 9區間 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1               

前 10區間 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1             

前 11區間 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1           

前 12區間 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1         

前 13區間 1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1       

前 14區間 1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1     

前 15區間 1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1   

前 16區間 1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1 

 

命題十四：對於 0≦ m(n)d 2 ≦ k ，前 k 區間的m 共出現 k

mC 次，分布次數呈現對稱現象。 

【證明】 

0≦ n≦ k2 -1則 0≦ m(n)d 2 ≦ k ， )(2 nd 值是取決於 01型和 10型變化數目總和m 。 

m(n)d 2 分布次數是任意 k 個不同物品取m 個也就是 k

mC 次，呈現巴斯卡三角型的型式。 

k

mC =
)!(!

!

mkm

k


=

!)!(

!

mmk

k


= k

mkC  ， )(2 nd =m 出現次數等於 )(2 nd = mk  出現次數呈現對稱。 

■ 
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命題十五： 

0≦ n≦ k2 -1時，0≦ m(n)d 2 ≦ k 的分布次數： 

奇數 k ，數列{ )(2 nd }前 k 區間分布次數呈高原狀態。 

偶數 k ，數列{ )(2 nd }前 k 區間分布次數呈高峰狀態。 

【證明】 

奇數 k 時，取m =
2

1k
， k

mC = k

mkC  ，但m +1= mk  ，前 k 區間分布次數呈高原狀態。 

偶數 k 時，取m =
2

k
= mk  ， k

mC = k

mkC  ，前 k 區間分布次數呈高峰狀態。。 

■ 

 

 

（七）遞迴的圖形 

定義： 質數 p ，若 )(nd p = )2( nd p ＜ )1( nd p 則稱為一個山峰。 

)14(2 mg =1， )34(2 mg =-1，每 4個數碼必然有 1個山峰，
4

2 1k

= 32 k ，得到下面命題。 

 

命題十六：數列{ )(2 nd }： k ≧3區間，第 k 區間有 32 k 個山峰。 

   

由圖形一及命題一，數列{ )(2 nd }遞迴的圖形意義如下： 

k ≧2，數列{ )(2 nd }第 2k 區域第 1部份的圖形似乎是第 1~ k 區間(包含 0)“上升『2』”； 

k ≧2，數列{ )(2 nd }第 2k 區域第 2部份的圖形與第 k +1區間的圖形全等。 
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二、數列{ )(nd p } 

（一）奇偶性質 

命題十七： )(nd p n  (mod 2) 

【證明】 

當 n =1，顯然 1)1(pd 1 (mod  2)； 

設 n = k ， )(nd p n  (mod  )2 成立；依定義 )1( kg p =1 或 )1( kg p =-1， 

當 n = k +1， (mod111)()1(  kkkdkd pp  2) 

■ 

 

（二）區間極值 

數列{ )(3 nd }：第 2區間極大值 )4(3d =4= )6(3d 。 

數列{ )(nd p }：第 1區間極小值 1)1( pd ，極大值 1)1(  ppd p 。 

 

命題十八：質數 p ≧3，數列{ )(nd p }， k ≧2區間極小值唯一存在。 

【證明】 

方法一： k ≧2，取n = 1kp ， ),( kng p = 1p ， ),( ing p =0， i ≨ k ； )1( k

p pd = 1p 。 

方法二：當 k =2，由 ),( ing p 結構，可以發現 1)1( 2  ppd p 。 

        設 )1( k

p pd = 1p ， )1,( pphp =0， )1( 1 k

p pd = 1p 。 

■ 

 

命題十九：除數列{ )(3 nd }第 2區間外， 

          質數 p ≧3，數列{ )(nd p }， k ≧2區間極大值唯一存在。 

【證明】 

方法一：當 k ≧2，第 k 區間， i ≦ k -1， ),( ing p 之最大值為 )1(
2

1
pp ， 

        ),( kng p ≦ 






 

p

pp

2

)1(
=

2

1p
， )(nd p =

2

1

2

)1(
)1(







ppp
k = k ×

2

)1( pp
-

2

)1( 2p
。 

方法二： P 進位法，由表八得知，取
2

1
1




p
ai ，

2

1


p
ai ， 

                  ),1( 1 iip aah  =
2

)1( pp
為最大值。 

■ 
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)
2

1
,1(

p
hp = ),1( 1 iip aah  ，需要 111 ia ， 1ia =0才有辦法達到 )

2

1
,1(

p
hp = ),( sjhp 上界。 

 

（四）區間極值反函數 

數列{ )(nd p }第 k 區間區間極值唯一存在則第 k 區間極值反函數存在。 

定義：區間極小值反函數 )(kMin p ，區間極大值反函數 )(kMaxp 。 

直觀觀察 )1(pMin =1， )1(pMax = 1p 。 

數列{ )(3 nd }：第 2區間極大值 )4(3d =4= )6(3d ，沒有 )2(3Max ； 

命題二十：當 k ≧3則 )(3 kMax
2

13 k

。 

命題二十一： k ≧2， 1)(  k

p pkMin 。 

命題二十二：質數 p ≧5， k ≧2， )(kMax p =
2

1kp
。 

【證明】 

第 1區間的 )(ng p =1， n， 1)1(  pMaxp ； 

第二區間依定義， n≦
2

12 p
則 )(ng p =1；所以， )

2

1
(

2 p
d p =

2

12 p
， )2(pMax =

2

12 p
。 

設 )1-(kMaxp =
2

11- kp
成立， 

)1(
2

1
)1(

2

1

2

)1(

22

1

2

1 2211-














 

pppp
pppppppp kkkkkk

。 

2

)1(

2

)1(

2

)1(
)

2

1
()

2

1
(

21 











  ppp
k

ppp
d

p
d

k

p

k

p ，因此 )(kMaxp =
2

1kp
。 

■ 
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（五）映射數列{ )(nd p } 

數列{ )(nd p }是由自然數 n經由函數 )(nd p 映射到 )(2 nd 值。 

命題二十三：數列{ )(nd p }， k ≧2，第 k 區間範圍： 1p ≦ )(nd p ≦ k ×
2

)1( pp
-

2

)1( 2p
。 

            函數 )(nd p 週期： k ≧2， )1( k

p pd = 1p 。 

 

由命題十一及命題二十三得到下面命題： 

命題二十四： (n)d p 為映成函數，非 1對 1函數。 

 

(七)競賽題的廣義版 

命題二十五： 

除了 1≦ )(nd p ≦ 2p 只出現一次，數列{ )(nd p }裡不小於 1p 的正整數出現無窮多次。 

 

（八）數列{ )(3 nd }分布次數不出現對稱關係。 

先直觀觀察數列{ )(3 nd }前 6區間分布次數表。 

表十二、數列{ )(3 nd }前 6區間分布次數表 

)(3 nd  1 2 3 4 5 6 7 8 

出現次數 1 6 15 24 50 80 95 117 

)(3 nd  9 10 11 12 13 14 15 16 

出現次數 122 91 62 40 16 5 3 1 

從上表僅知分布次數沒有對稱性，但 }{ 3(n)d 中的正整數分布是否有其它規律，仍沒有結果。

故對於 (n)d p 中的正整數分布還沒有確定是否有規律。 
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（九）遞迴的圖形意義 

 

觀察圖二及圖三，山峰個數：數列{ )}(3 nd 是第 4區間開始，每 33 個數碼就有 5個山峰。 

                          數列{ )}(5 nd 是第 3區間開始，每 25 個數碼就有 1個山峰。 

 

命題二十六：數列{ )}(3 nd ： 第 1區間沒有山峰；第 2區間有 2個山峰： 

                         第 3區間有 3個山峰： k ≧4區間有 4310  k 個山峰。 

【證明】 

k ≦3區間，直觀觀察可以得知。 

設 )3(mod 3un  ，直觀觀察 0≦u ≦26， )(3 ud 如圖二， 33 個數碼有 5 個山峰。 

依遞迴 )3(3

ksnd  = ),()( 33 sjhnd  的 ),(3 sjh 數值是在於 ),(3 ing 結構第 k 欄和第 k +1欄。 

當 k ≧4，第 k 區間，每 33 個數碼有 5個山峰。 

 k ≧4區間，第 k 區間有 132  k 個數碼，
3

1

3

32  k

×5= 4310  k 個山峰。 

■ 

 

命題二十七：數列{ )(nd p }：質數 p ≧5，第 1區間沒有山峰； 

                          第 2區間 1個山峰， k ≧3區間有 ( 1p ) 3kp 個山峰。 

【證明】 

k ≦2區間，直觀觀察可以得知。 k ≧3區間，每 2p 個數碼有 1個山峰， 

k ≧3區間，第 k 區間有 1)1(  kpp 個數碼，
2

1)1(

p

pp k
= 4310  k 個山峰。 

■ 

 

先考慮命題二，數列{ )(3 nd }遞迴的圖形意義。 

情況一：數列{ )(3 nd }，k ≧2，第 k ＋2區間第 1部分圖形是前 k 區間（此時包含 0)上升『3』。 

情況二：數列{ )(3 nd }，k ≧2，第 k ＋2區間第 4部分圖形是前 k 區間（此時包含 0)上升『4』。 

情況三：數列{ )(3 nd }， k ≧2，第 k +2區間第 2部分是第 k +1區間第 1部份上升『3』。 

情況四：數列{ )(3 nd }， k ≧2，第 k ＋2區間第 5部分是第 k ＋1區間第 1部分上升『2』。 

情況五：數列{ )(3 nd }， k ≧2，第 k +2區間第 3部分是第 k +1區間第 2部份上升『1』。  

情況六：數列{ )(3 nd }， k ≧2，第 k ＋2區間第 6部分和第 k +1區間第 2部分圖形『全等』。 
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再直觀觀察圖一、圖二及圖三。 

圖形結構相同，但數值依照圖形遞迴的  (n)d)ps(nd k

p p ),( sjhp 。 

 

命題二十八： 

數列{ )(nd p }：質數 p ≧3，給定 k ≧2： 

第 k +2區間第 j 部份和前 k 區間（包含 0）山峰圖形結構相同， j ≡1(mod p )。 

第 k +2區間第 j 部份和第 k +1區間第 v部分圖形結構相同， j -1≡ v (mod p )。 

【證明】 

考慮遞迴一般式  (n)d)ps(nd k

p p ),( sjhp 。 

比較 ),( ing p 和 ),( ispng k

p   

當 i = k 或 i = k +1時， ),( ing p 與 ),( ispng k

p  發生變化。 

當 i ≨ k 或 i ≨ k +1時， 

第 k +2區間第 j 部份和前 k 區間（包含 0）的 ),( ing p 與 ),( ispng k

p  不                     

發生變化。 

當 i ≨ k 或 i ≨ k +1時， 

第 k +2區間第 j 部份和第 k +1區間第 v部分 ),( ing p 與 ),( ispng k

p  不發生變化。 

■ 

 

(八) (n)d p 非積性函數 

命題二十九： (n)d p 非積性函數 

【證】下面兩個例子即可說明， 

31)5()3(115 222  dd)(d  

42)4()2(28 333  dd)(d  

  

 (九)定義 (n)dm ，m 是合數。 

1.定義： kmqn  ，m不整除 q， 00 )(dm ，並規定： 

)(ng(n)d)(nd mmm 11  ，其中 )(ngm 的定義如下： 

若 q除以 2m 後餘數小於
2

2m
，則 1(n)gm ； 

若 q除以 2m 後餘數大於
2

2m
，則 1-(n)gm ， 

2.設 3,2  qp ， 4)4(6 d ，另外 4)4(,2)4( 32  dd ，可得： 8)4()4()4( 326  ddd ，因

此，質數 qp, ， )()( ndnd(n)d qppq  不成立。
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肆、結論 

一、研究方法 

本研究增加遞迴，找到一般式  (n)d)ps(nd k

p p ),( sjhp 並證明 ),( sjhp 的範圍： 

0≦ ),( sjhp ≦ 1
2

)1(


pp
 

進而發現 p 進位表示法。 

本研究利用遞迴得到降階及對數列{ )(2 nd }第 k 區間極值和數列{ )(nd p }第 k 區間極值提出存

在性與唯一性的證明。 

尤其是在數列{ )(2 nd }第 k 區間極值證明方式有所不同。 

前作品，取 n = k2 -1= 2)111...111( ，化成二進位法 01型有 1個，區間極小值唯一存在。 

        為了保證第 k 區間極大值唯一存在，取n = 2...)101010( ，10依序出現。 

        奇數 k ，01型有
2

1k 個，10型有
2

1k 個， )(2 nd =
2

1k ＋
2

1k ＝ k 。 

        偶數 k ，01型有
2

k 個而 10型有
2

k 個， )(2 nd =
2

k ＋
2

k = k 。 

 本研究， n≧2，n = 2012321 )......( aaaaaaa ikk  ，今年新發現 )(2 nd =1+





1

1

1

k

w

ww aa 。 

 

 

二、環球數學競賽 

延續前作品，數列{ )(2 nd }第 k 區間：1≦ )(2 nd ≦ k ， )(2 ng =±1，自然數在數列{ )(2 nd }可以

出現無窮多次外；本研究利用遞迴去證明數列{ )(2 nd }中可以包含含所有正奇數及所有正偶

數；同時，所有正奇數及所有正偶數都會出現無窮多次。 

數列{ )(nd p }第 k 區間極值唯一存在，所以，環球數學競賽推廣：除了 1≦ )(nd p ≦ 2p 只出

現一次，數列{ )(nd p }裡不小於 1p 的正整數出現無窮多次。 
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三、數列{ )(2 nd }與數列{ )(nd p }比較 

（一）奇偶性：利用 1)(2 ng 和 1)( ng p 證明n與 )(2 nd 同奇同偶，n 與 )(nd p 同奇同偶。 

（二）數列週期：依定義 12 k ： 1)12(2 kd ；依定義 1kp ， 1)1(  ppd k

p 。 

（三）數列範圍：數列{ )(2 nd }， 12 k ≦n≦ 12 k -1則 1≦ )(2 nd ≦ k ； 

                數列{ )(nd p }， 1kp ≦n≦ 1kp 則 p -1≦ )(nd p ≦
2

)1(

2

)1( 2


p
k

p-p
。 

（四）映射數列：每個自然數 n均可映射 )(2 nd ；每個自然數n 均可映射 )(nd p 。 

（五）函數 )(2 nd 及函數 )(nd p 都是映成整個自然數但都不是 1對 1函數。 

（六）數列{ )(2 nd }分布次數具有對稱性，但無法找到數列{ )(nd p }分布次數具有對稱性。 

（七）數列的折線圖呈現圖形結構相同，但數值依照遞迴的一般式。 

       1.數列{ )(2 nd }： 

         k ≧2，第 2k 區域第 1部份的圖形似乎是第 1~ k 區間(包含 0)“上升『2』”； 

         k ≧2，第 2k 區域第 2部份的圖形與第 k +1區間的圖形全等。 

       2.數列{ )(nd p }：質數 p ≧3，給定 k ≧2： 

         第 k +2區間第 j 部份和前 k 區間（包含 0）山峰圖形結構相同， j ≡1(mod p )。 

         第 k +2區間第 j 部份和第 k +1區間第 v部分圖形結構相同， j -1≡ v (mod p )。 

（八） )(nd p 非積性函數。 

（九）定義了 (n)dm ，m 是合數，並得出質數 qp, ， )()( ndnd(n)d qppq  不成立。 
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命題索引 

 

命題 頁碼 

命題一：數列{ )(2 nd }降階 5 

命題二：數列{ )(2 nd }遞迴 9 

命題三：數列{ )(3 nd }遞迴 10 

命題四：判別函數 ),( sjhp  12 

命題五：數列{ )(nd p }遞迴：  (n)d)ps(nd k

p p ),( sjhp 。 13 

命題六： ),( sjhp 下限 14 

命題七： ),( sjhp 上限 14 

命題八：數列{ )(nd p }降階 15 

命題九：數列{ )(2 nd }奇偶性 16 

命題十：數列{ )(2 nd }區間極值 16 

命題十一：數列{ )(2 nd }區間極值反函數 17 

命題十二：映射數列{ )(2 nd } 17 

命題十三：環球數學競賽 17 

命題十四：0≦ )(2 nd ≦ k ，前 k 區間分布次數呈對稱現象 18 

命題十五：數列{ )(2 nd }前 k 區間分布次數，奇數 k 呈高原，偶數 k 呈高峰 19 

命題十六：數列{ )(2 nd }山峰圖形 20 

命題十七：數列{ )(nd p }奇偶性 20 

命題十八：質數 p ≧3，數列{ )(nd p }區間極小值 20 

命題十九：質數 p ≧3，數列{ )(nd p }區間極大值 20 

命題二十： )(3 kMax  21 

命題二十一： )(kMinp  21 

命題二十二： )(kMaxp  21 

命題二十三：映射數列{ )(nd p } 22 

命題二十四：映成函數與非 1對 1函數 22 

命題二十五：環球數學競賽題目的廣義推廣 22 

命題二十六：數列{ )(3 nd }山峰個數 23 

命題二十七：數列{ )(nd p }山峰個數 23 

命題二十八：數列{ )(nd p }山峰圖形遞迴結構 24 

命題二十九： )(nd p 函數非積性函數 24 
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附錄一、整數數列線上大全的回應 

}{ 3(n)d 的前 20項未在「整數數列線上大全」的數據庫裡 

 

 

 

你好﹐ 歡迎到 整數數列線上大全  

1,2,3,4,3,4,3,2,3,4,5,6,7,6,5,4,3,4,5 搜索
 
 提示  

 

搜索: 1, 2, 3, 4, 3, 4, 3, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 6, 5, 4, 3, 4, 5  

對不起﹐你的系列不在數據庫裡  

如果你的數列有一般的興趣﹐請用所 提供的表 送給我﹐ 我可能會這個數據中  

Search completed in 0.061 seconds  

Lookup | Welcome | Find friends | Music | Plot 2 | Demos | Index | Browse | More | 

WebCam  

Contribute new seq. or comment | Format | Transforms | Puzzles | Hot | Classics  

More pages | Superseeker | The OEIS Foundation | 尼爾 . 斯洛恩 維護本網頁 

(njas@research.att.com)  

Last modified June 5 00:40 EDT 2010. Contains 176885 sequences.  

 

AT&T Labs Research  

Legal Notice 

© 2010 AT&T Intellectual Property. All Rights Reserved.  
  

 

 

http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/hints.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Submit.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/index.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/pfr
http://www.research.att.com/~njas/sequences/play.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/plot2.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/demo1.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Sindx.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Sbrowse.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/more.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/WebCam.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Submit.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/eishelp2.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/transforms.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Spuzzle.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Shot.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/classic.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/pages.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/ol.html
http://oeisf.org/
http://www.research.att.com/~njas/
mailto:njas@research.att.com
http://www.research.att.com/
http://www.research.att.com/legal.cfm
http://att.sbc.com/gen/privacy-policy?pid=2587
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}{ 5(n)d 的前 20項未在「整數數列線上大全」的數據庫裡 

 

 
 

你好﹐ 歡迎到 整數數列線上大全  

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,11,10,11,10,9,8,7,8 搜索
 
 提示  

 

搜索: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 11, 10, 11, 10, 9, 8, 7, 8  

對不起﹐你的系列不在數據庫裡  

如果你的數列有一般的興趣﹐請用所 提供的表 送給我﹐ 我可能會這個數據中  

Search completed in 0.068 seconds  

Lookup | Welcome | Find friends | Music | Plot 2 | Demos | Index | Browse | More | 

WebCam  

Contribute new seq. or comment | Format | Transforms | Puzzles | Hot | Classics  

More pages | Superseeker | The OEIS Foundation | 尼爾 . 斯洛恩 維護本網頁 

(njas@research.att.com)  

Last modified June 5 00:40 EDT 2010. Contains 176885 sequences.  

 

AT&T Labs Research  

Legal Notice 

© 2010 AT&T Intellectual Property. All Rights Reserved.  
  

 

 

 

http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/hints.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Submit.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/index.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/pfr
http://www.research.att.com/~njas/sequences/play.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/plot2.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/demo1.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Sindx.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Sbrowse.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/more.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/WebCam.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Submit.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/eishelp2.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/transforms.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Spuzzle.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/Shot.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/classic.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/pages.html
http://www.research.att.com/~njas/sequences/ol.html
http://oeisf.org/
http://www.research.att.com/~njas/
mailto:njas@research.att.com
http://www.research.att.com/
http://www.research.att.com/legal.cfm
http://att.sbc.com/gen/privacy-policy?pid=2587
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 附錄二：角谷猜想 

前作品曾經提到角谷猜想。 

定義： )(nT m 為自然數 n經過角谷猜想m 次運算後的結果。 

      )(nT f ：自然數 n，經角谷猜想運算後，第一次 )(nT m =1的運算次數m 。 

      Max )(nT m ：自然數 n，經角谷猜想運算後，最大的 )(nT m 數值。 

國內數學網站署名 bubupin提出角谷猜想的證明可以做以下嘗試： 

1. 使用二進位法做運算。 

2. 證明任何奇數經角谷運算所得的奇數有極大值。 

3. 證明任何一個奇數經角谷運算後皆能找到一個比只自己小的奇數即可。 

4. 證明除 1以外任何奇數經角谷運算皆不可能回到原數。 

查詢網路資料時，有網友在【參考文獻 2】從處理「角谷猜想」的手法來處理本研究的競賽

題，因而引起我的好奇心，也因此，去年，前作品發現三個現象： 

1. 數列{ )(2 nd }奇數 k區間，區間極大值經一次奇運算後變成
12 k
； 

2. 數列{ )(2 nd }偶數 k區間，區間極大值經一次偶運算再經一次奇運算變成
12 k
； 

3. 若 n≡4(mod 8)， )(3 nT = )1(3 nT 。 

原先打算區間極小值出發，應用數列 )(2 nd 的特性討論角谷猜想 ))(( 2 kMinT m 。 

取 n = 1216  =65535， )12( 1631 TMax =86093440，
12

)12(
16

1631



TMax
=1313.70。 

這種現象讓我體會到數學系教授們均勸告我不要碰「角谷猜想」。 

同時，國外學者 Jeffrey C. Lagarias（2009），曾經說明截至 2009年 7月 3日尚沒有完整

證明，而我辛苦一整年卻只能發現 ))12(( 2

44  kMinT k = )))1(2(( 2

54  kMinT k 數學現象，實在

不甘心。當然，全國科展作品說明板也不打算列出「角谷猜想」部份。 

期待評審教授的體諒。 

參考資料： 

1. bubupin（民國九十九年三月七日）角谷猜想，九章數學教育基金會網站。

www.chiuchang.org.tw/modules/newbb/viewtopic.php?topic_id=2210&forum=1&1 

2. Jeffrey C. Lagarias（2009）The 3x + 1 Problem: An Annotated Bibliography, II 

(2000-2009) ，民國九十九年三月七日取自 arxiv.org/abs/math/0608208 



【評語】030418 

這是一個有趣的問題。作者之前也曾針對此一問題做了討

論。在之前的作品中，作者其實已經得出了處理這個問題的

一些關鍵性的技巧。透過之前的結論，已經能清楚且完整的

說明此一問題。問題本身並不容易，作者所給的解答也頗具

巧思。但可惜的是，這些處理技巧在前一個作品中都已經給

出了。對已有的結果作進一步的延伸不是不可以，但是如果

沒有更進一步突破性的想法，就很難說有多大的意義。或

許，考慮一些全新的問題，對於擴展自己的視野會更有助益。 
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