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作品名稱作品名稱作品名稱作品名稱：：：：棋盤切割棋盤切割棋盤切割棋盤切割 

摘摘摘摘    要要要要 

  本作品研究並延伸建中通訊解題第五十九期一道題目：將一個 88× 的變色棋盤分割成 n

個矩形，求其最大 n 值與其實際切割方法。我利用不等式、等差級數、函數等知識求得結果，

並推展至一般的正方形與長方形棋盤，試著以方程解與棋盤簡化等方式求得最大 n 值，且計

算出實際切割數的上界，而在最後歸納出正方形與長方形棋盤的通用切割方法。 

壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機 

  我在建中通訊解題第五十九期看到一道棋盤切割的題目，覺得很有趣。希望能利用所學

的第二冊第四章函數、第五章不等式、第四冊第一章等差級數等知識解決問題，找出切割的

方法，並改變題目條件，觀察其中規律。 

貳貳貳貳、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的 

一、正方形棋盤 

(一) 最大切割值的探討 

(二) 實際切割數的研究 

(三) 實際切割的具體步驟 

 

二、長方形棋盤 

(一) 最大切割值的探討 

(二) 實際切割數的研究 

(三) 實際切割的具體步驟 

參參參參、、、、研究設研究設研究設研究設備及器材備及器材備及器材備及器材 

  紙、筆、電腦、Visual Basic Express 等 

                            肆肆肆肆、、、、研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法 

一、原題 

  如圖，將一個 88× 的變色棋盤分割成 n 個矩形，規定不能破壞

任何一格，而且必須滿足下列條件： 

(一) 每一個矩形中白格與黑格的個數相等； 

(二) 若 ia 為第 i 個矩形的面積，則 ni aaaa <<<<< LL21 。 
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    試問：滿足上述分割的最大可能 n 值為何？同時畫出此 n 值的所有分割。 

    首先，觀察題目的兩個條件，可以發現以下兩件事實： 

(一) 每一個矩形中白格與黑格的個數相等：代表矩形面積一定為偶數。 

(二) 若 ia 為第 i 個矩形的面積，則 ni aaaa <<<<< LL21 ，又棋盤面積為 6488 =× ：     

代表 6421 =+++ naaa L 。我初步以等差級數來求得 n 的上界；觀察首項為 2、末項

為 16、公差為 2 的等差級數： 6472161412108642 >=+++++++ 。因為 8=n 時

最小可能值 72 已大於棋盤面積，所以 8<n 。 

  於是，嘗試 7=n  的情況，結果找到了以下 4 種解(數列中的每項代表由小到大矩

形的面積，並將相同數列歸為同解)： 

 

(2,4,6,10,12,14,16) 

 

(2,4,6,8,12,14,18) 

 

(2,4,6,8,10,16,18) 
 

(2,4,6,8,10,14,20) 

所以， 88× 棋盤最大可能分割矩形數是 7=n 。而在研究過程中就是想找尋一般棋盤中 n

的最大值，所以後文的 n 都直接代表最大值。 

  解出原題後，我想將 88 × 棋盤推廣至一般的正方形棋盤，進行最大 n 值與實際切割

數上界的研究。 

 

二、 rr × 正方形棋盤的 n 值猜想 

  首先，若 r 為奇數，則 rr ×  亦為奇數，此時棋盤的黑格與白格數本身就不相等，

所以， r 必須為偶數。接下來，我仿照 88× 棋盤找尋 n 值的方式，先求得 rr ×  棋盤的 n

值上界。 

  假設 g 為不符合條件的最小切割值，得： 

               2

21 raaa g >+++ L
 

    令 i
i s

a
=

2
，即    

2

2

21

r
sss g >+++ L  

當          
22

)1( 2rgg >+     時，(*) 自動成立， 

         （因  
2

)1(
2121

+=+++≥+++ gg
gsss g LL  ） 

(*) 
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又     022 >−+ rgg                                                                         
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411
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411 22 r
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++−>+−−< 或負不合
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2

41

2

411 22 rrr
g

+−=+−>++−>  

2

1−> rg
 

rg ≥∴   

上面推導告訴我們，當 rg ≥ ，就不可能達成切割的原則，換句話說， rr × 棋盤可以切

割成 n 個矩形的 n 值之上界為 1n r≤ − 。其中因為 24r 在 r 值越大時越接近 241 r+ ，

且在 r  值最小時沒有錯誤產生，所以可以省略。於是我猜想： 

「在 rr × 棋盤中，矩形切割的 n 之最大值應為 1−= rn  。」 

以下我要進一步來推導此一猜測是正確的。 

 

三、 22× 棋盤至 1616 × 棋盤的實際 n 值 

  得到 n 的上界並猜想 1−= rn  後，我就開始從 22× 棋盤逐漸擴大研究到 1616 × 棋

盤，方法如下： 

(一) 列出不定方程 2
121 raaa r =+++ −L ，因為每個矩形面積為偶數，可令  

i
i s

a
=

2
 1,...,2,1, −= ri ，所以，

2

2

121

r
sss r =+++ −L 。 

(二)利用 Visual Basic 程式解此方程。 

  不定方程
2

2

121

r
sss r =+++ −L 的解列表如下：[以（ 1321 ,...,,, −rssss ）表示方程解。] 

棋盤 方程解 

22×  (2) 

(1,2,5) 
44×  

(1,3,4) 

(1,2,3,4,8) 

(1,2,3,5,7) 66 ×  

(1,2,4,5,6) 

(1,2,3,4,5,6,11) 

(1,2,3,4,5,7,10) 

88×  

(1,2,3,4,5,8,9) 
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(1,2,3,4,6,7,9) 

(1,2,3,5,6,7,8) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,14) 

(1,2,3,4,5,6,7,9,13,) 

(1,2,3,4,5,6,7,10,12) 

(1,2,3,4,5,6,8,9,12) 

(1,2,3,4,5,6,8,10,11) 

(1,2,3,4,5,7,8,9,11) 

1010 ×  

(1,2,3,4,6,7,8,9,10) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,16) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,15) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,13,14) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,15) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,11,12,13) 

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,14) 

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,12,13) 

(1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,13) 

1212×  

(1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,20) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,14,18) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,15,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,18) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,15,16) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,13,14,16) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,14,16) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,14,15) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13,16) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,14,15) 

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,15) 

1414×  

(1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,23) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,22) 

1616 ×  

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,16,21) 
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(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,17,20) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,18,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,15,21) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,16,20) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,17,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15,16,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15,17,18) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,15,20) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,16,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,17,18) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,15,16,18) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15,16,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,14,15,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,14,16,18) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,15,16,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13,14,15,18) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,16) 

（三）接著再進行實際切割，將結果整理成以下表格： 

棋盤 n 值 實際解法 

22×  1   

(2) 

44×  3  
(1,3,4) 

66 ×  5 
 

(1,2,3,4,8) 

 

(1,2,4,5,6) 

88×  7 (1,2,3,5,6,7,8),(1,2,3,4,6,7,9),(1,2,3,4,5,8,9),(1,2,3,4,5,7,10) 圖解請參照 p.2。 

1010 ×  9 

  
(1,2,3,4,5,6,7,10,12) 

 
(1,2,3,4,5,6,7,8,14) 
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(1,2,3,4,5,6,8,9,12) 

 

  

(1,2,3,4,6,7,8,9,10) 

  

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,16) 

  

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,15) 

  

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,15) 

  

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14) 

1212×  11 

  

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,14) 

 

 (1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,20) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,14,18) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,18) 
 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,15,16) 

1414×  13 

 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,13,14,16) 

 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,14,16) 
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(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,14,15) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13,16) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,14,15) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,15) 

 

(1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14) 

 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,22) 

 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,16,21) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,15,21) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,16,20) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,15,20) 

 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,15,16,18) 

1616 ×  15 

 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,14,16,18) 

 
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13,14,15,18) 
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(1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,16) 

結果：截至 1616 × 棋盤，都符合 1−= rn 。 

 

(四)分析解與切割的關係 

1.將無法實際切割的方程解列表如下： 

棋盤 方程解 

44×  (1,2,5) 

66 ×   (1,2,3,5,7) 

88×  (1,2,3,4,5,6,11) 

 (1,2,3,4,5,6,7,9,13) 

 (1,2,3,4,5,6,8,10,11) 1010 ×  

(1,2,3,4,5,7,8,9,11)  

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,17) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,13,14) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,11,12,13) 

 (1,2,3,4,5,6,7,9,10,12,13) 

1212×  

(1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,13)  

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,19) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,15,17) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,17) 
1414×  

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,23) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,17,20) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,18,19) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,17,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15,16,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,15,17,18) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,16,19) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,17,18) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,14,15,16,17) 

1616 ×  

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,14,15,19) 
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 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,15,16,17) 

 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17) 

(1,2,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,17)  

觀察上表，發現方程解中只要出現一個數含有大於 r 的質因數 p ，

則此方程無法進行實際切割。以 88 × 棋盤中一組不符合的解

(1,2,3,4,5,6,11)為例，有一個矩形面積為 22112 =× ，又 22 有質因數

811 > ，一定無法切割。因此在後續計算實際切割解數上界時，這

些解將被討論。 

  至於其他方程解，目前皆可以切割。 

 

2.每種棋盤中的最後一個解皆可分割，整理如下： 

棋盤 最後一個解 

44×  (1, 3,4) 

66 ×  (1,2, 4,5,6) 

88×  (1,2,3, 5,6,7,8) 

1010 ×   (1,2,3,4,  6,7,8,9,10) 

1212×     (1,2,3,4,5, 7,8,9,10,11,12) 

1414×       (1,2,3,4,5,6,  8,9,10,11,12,13,14) 

1616 ×         (1,2,3,4,5,6,7,  9,10,11,12,13,14,15,16) 

最後一組解都是 r到1 的連續自然數，只是中間少
2

r
。 

  所以，我猜想 rr × 棋盤恆有一組解（ r
rrrr

,...,3
2

,2
2

,1
2

,1
2

,..,3,2,1 +++− ），實

際運算如下： 

 

 

 

  由於已經知道所有棋盤的一個固定解，所以只要證明：    

（ r
rrrr

,...,3
2

,2
2

,1
2

,1
2

,..,3,2,1 +++− ） 

能夠實際切割，就能確定 rr ×  棋盤的矩形切割數最大n值為 1−= rn 。 

 

四、 1−= rn 的證明 

  在證明 1−= rn 之前，我決定先從研究矩形在棋盤中的位置關係著手，希望能夠藉

此簡化棋盤，並證明 1−= rn 。因此，我試著將棋盤坐標化，在 vu × 矩形中，訂定u 為

2

(1 2 3 ... )
2 2

r r
r+ + + + − =

結果確實符合條件。
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橫向邊， v 為縱向邊；棋盤左下角坐標為 )0,0( ，且以矩形左下角頂點坐標 ),( yx 表示矩

形位置（其中 N, ∈yx ）。我將矩形歸為以下幾類： 

(一) vu × 為 4 的倍數 

1. u 為偶數， v 為偶數 

 

 

 

 

                

 

 

 

 

  由上圖可知，橫向移動任意單位只是將矩形內的黑白格互換，所以無須

探討，縱向移動偶數單位亦然。因此，只要探討最左下角和縱向移動一單位

的情況。而在此類中縱向移動一單位仍然黑白格相等，所以此種矩形的 yx,

範圍為 ,0 urx −≤≤  vry −≤≤0 。 

 

2. u 為偶數， v 為奇數 

  由下圖發現，在左下角和縱移一單位皆黑白格相等，所以 ,0 urx −≤≤  

vry −≤≤0 。 

                   
 

3. u 為奇數， v 為偶數 

  由下圖發現，在左下角和縱移一單位皆黑白格相等，所以 

,0 urx −≤≤  vry −≤≤0 。 

                   
 

(二) vu × 非 4 的倍數 

1. u 為偶數， v 為奇數 

  由下圖發現，在左下角和縱移一單位皆黑白格相等，所以 

橫向移動任意單位 

縱向移動偶數單位 
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,0 urx −≤≤  vry −≤≤0 。 

      

 

2. u 為奇數， v 為偶數 

  由下圖發現，縱移一單位皆黑白格相等，但在左下角卻不符合條件。

因此此類矩形的位置範圍是 ,0 urx −≤≤  ,0 vry −≤≤  為奇數y 。 

           

 

(三) 再將幾類的討論整理如下表： 

vu ×  u  v  位置範圍 

偶 偶 ,0 urx −≤≤  vry −≤≤0  

偶 奇 ,0 urx −≤≤  vry −≤≤0  k4  

奇 偶 ,0 urx −≤≤  vry −≤≤0  

偶 奇 ,0 urx −≤≤  vry −≤≤0  
k4≠  

奇 偶 ,0 urx −≤≤  ,0 vry −≤≤  為奇數y  

從以上的結果可以發現：u 為偶數時，矩形一定可在任意位置。因此我想到，

把 12× 小矩形（包含一個黑格與白格）當作一個單位，並以此作為切割的最小

單位，如下圖： 

                   

這樣有兩個好處： 

   1.不管怎麼切割都符合黑白格相等； 

   2.方程解可以直接代表矩形面積。 

  於是，可將雙色棋盤簡化為單色棋盤，且所有棋盤恆有方程解              

（ r
rrrr

,...,3
2

,2
2

,1
2

,1
2

,..,3,2,1 +++− ）。 
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所以，我先將 rr × 雙色棋盤轉換為 r
r ×
2

單色棋盤，並且發現

當方程解進行下面的分類時： 

)1
2

,1
2

(),...,,(),..,3,3(),2,2(),1,1(, +−−−−− rr
irirrrr  

Q每個數對之和都是 r ，代表每一個數對都可以組合 r×1  的

矩形，且共有 )1
2

( −r
組數對和一個 r ；所以，共有 r 個 r×1 的

矩形，即可以完成鋪排出 rr × 棋盤。 

  因此，我的猜想得證，即 

在在在在 rr ×××× 棋盤中棋盤中棋盤中棋盤中，，，，最大的最大的最大的最大的n值為值為值為值為 1−−−−==== rn 。。。。    

 

 

五、不定方程的簡化 

  因為在進行求解工作時未知數太多，我希望能找出「減元」的方法，簡化方程式。

首先，觀察之前所有不定方程解，會發現有許多項是固定不變的，所以我可以找出固定

的項，然後將原本的方程進行「減元」的工作。以 88 × 棋盤為例，以下為其實際解： 

(1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,4,5,7,10) (1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,4,6,7,9) 

(1,1,1,1,2,3,2,3,2,3,2,3,4,5,8,9) (1,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,5,6,7,8) 

由上表觀察到，每一組解的前三項都是 1,2,3，因為當第三項若為 4 的話，最小值為

32338765421 >=++++++ ，一定不符合。 

      所以，類比到 rr × 棋盤，假設一定不能改變的最大數為d ，則可列式：      

         [ ] [ ]
2

)11(...)2()1()1(...321
2r

drdddd >+−−+++++++−++++  

2222 rdrdrdd >−+−+−  

dr 2>  

2

r
d <  

∵ 為偶數r  

∴ 為整數
2

r
 

    故 1
2

−≤ r
d  。 

因為得到最大的d 值為
1

2
−= r

d
，代表在不定方程中， ,ksk =  

1
2

,...,2,1 −== r
dk

。因此
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不定方程 
2

2

121

r
sss r =+++ −L  可以簡化成    

8

23

2

)1
2

(
2

2

22

1
1

22

rr
rr

r
sss rrr

+=
−

−=+++ −+
L  

的 
2

r
 元不定方程，這種簡化過程有利於後續的求解。 

 

六、正方形棋盤實際切割數上界 

  接下來我想探討方程解數的規律，觀察是否能夠以公式來表示所有棋盤的方程解

數，並求出實際切割數的上界。 

  首先，在 88 × 棋盤每一組解（
7654321 ,,,,,, sssssss ）中，我試著將每個

ws 同減去w

進行觀察。以其中一組解(1,2,3,4,5,7,10)為例，則 

37107
1676
0555
0444
0333
0222

0111

7

6

5

4

3

2

1

=−=−
=−=−
=−=−
=−=−
=−=−
=−=−

=−=−

s
s
s
s
s
s
s

 

因此原來的解變為(0,0,0,0,0,1,3)。 88 × 棋盤每一組解轉換結果如下： 

(1,2,3,4,5,6,11) (0,0,0,0,0,0,4444) 

(1,2,3,4,5,7,10) (0,0,0,0,0,1111,3333) 

(1,2,3,4,5,8,9) (0,0,0,0,0,2222,2222) 

(1,2,3,4,6,7,9) (0,0,0,0,1111,1111,2222) 

(1,2,3,5,6,7,8) 

 

(0,0,0,1111,1111,1111,1111) 

由上表，因為每組解都是同減去 1 到 7 的連續自然數，所以若將解中的 0 去掉，每組解

剩下的數之和一定為 
4

2

7)71(

2

8 2

=×+− ，且每組解構成的方程相當於 

1 2 3 1 2 3... 4   0 ...   ( 4)i ix x x x x x x x i+ + + + = < ≤ ≤ ≤ ≤ ≤滿足 的整數解 。 

因此，推至 rr × 棋盤，原方程即相當於 

,
22

)1)(11(

2
...

2

321

rrrr
xxxx i =−−+−=++++  

1 2 3 0 ...   ( )
2i

r
x x x x i< ≤ ≤ ≤ ≤ ≤滿足 的整數解 。    
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  關於這種整數解的問題與尤拉(Euler)的分拆數有密切的關係，我在網站「The On-Line 

Encyclopedia of Integer Sequences」查到此方程稱為「整數分拆」(Integer Partition)，通常以

)( Np 代表 1 2 3 1 2 3...   0 ...i ix x x x N x x x x+ + + + = < ≤ ≤ ≤ ≤滿足  整數解的個數。 

  所以，我可以得到結論： 

2

2

121
r

sss r ====++++++++++++ −−−−L
的方程解數為的方程解數為的方程解數為的方程解數為 )

2
(
r

p ，，，，且且且且    

實際切割數實際切割數實際切割數實際切割數 ≤ 方程解數方程解數方程解數方程解數 的質因數之數的方程數的質因數之數的方程數的質因數之數的方程數的質因數之數的方程數含大於含大於含大於含大於 r−−−− 。。。。    

    

其中，要扣除掉含大於r 的質因數之數的方程數，原因為先前研究得到，含大於 r 的質

因數之數的解中必有矩形會超出棋盤範圍。 

  另外，關於分拆數 )( Np 的求法，可以透過以下的遞迴關係來計算每一個 )( Np 值：    

               { }∑
∞

=

+ −−+−−=
1

1 ))(())(()1()(
k

k kfNpkfNpNp ， 

其中， 稱為五邊形數。時，而為負整數或當 ,,
2

)13(
)(0,1)( Nk

kk
kfzzp ∈−==  

  以 88 × 棋盤為例說明如下：以 4
2

8 ==N 計算 )4(p ，得到    

[ ] [ ] [ ] 5...225...)11()8()3()1()2()3()4( =−+−=−−+−+−+−−+= ppppppp ； 

又含大於 8 的質因數之數的解有：(1,2,3,4,5,6,11)，共 1 組，因此得到： 

實際切割數 415 =−≤ ，符合之前的研究結果。 

 

七、 tr × 長方形棋盤的探討 

  探討完正方形棋盤 n 值的情況，我想推展至長方形棋盤 tr × 。在長方形棋盤中，將

其分成 tm ×2 和 tm ×− )12(  (其中 Nm ∈ )來研究。 

1.首先探討棋盤的黑白格配置。觀察 tm ×2 棋盤，當 t 為奇數時，會發現最上方兩列為或 

不為黑白交錯的情況是相同的，只是棋盤顛倒，如圖(a)和圖(b)； 

 

 

 
 

 

 
圖(a) 圖(b) 
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  而 t 為偶數時，兩者情形不同，但與切割特例有關，將在後

面討論。因此目前為方便研究，先探討最上方兩列不為黑白交錯

的情況。 

2. tm ×− )12( 棋盤中最上方的兩列必須黑白交錯，如圖(c)。原因是 

當 tm ×− )12( 棋盤最上方兩列不是黑白交錯時，以兩列為一個單 

位觀察，因為棋盤的橫邊為奇數，所以每一單位的黑白格數不相 

等，如圖(d)；此時當有奇數單位，即縱邊 t 不為 4 的倍數，棋盤 

本身就不是黑白格相等。 

  設g 為不符合條件的最小值，求得 n 的上界： 

                   得       rtaaa g >+++ L21
 

            令 i
i s

a
=

2
，即     

221
rt

sss g >+++ L
      

 

                      當                         時，(*)自動成立， 

              

      （因
2

)1(
2121

+=+++≥+++ gg
gsss g LL

  ）                                                                       

            又          02 >−+ rtgg  

2

411
  )( 

2

411 rt
g

rt
g

++−>+−−< 或負不合
 

2

141 −+> rt
g

 








 −+>∴
2

141 rt
g

  

 

上面推導告訴我們，當







 −+>
2

141 rt
g

不可能達成切割，所以，我目前可以得到： 

「在 tr ×  棋盤中，最大 n 值的上界為 






 −+≤
2

141 rt
n 。」 

 

八、 tm ×2 的 n 值 

  之前找到將雙色棋盤簡化成單色棋盤的方式， tm ×2 的雙色棋盤轉換為 tm × 單色棋

盤較容易著手。所以，我將 5,4,3,2,1=m ， 8,...,3,2,1=t 的實際 n 值列成下表(下文皆以 tm ×
單色棋盤表示)： 

圖(c) 

圖(d) 

(*) 

22

)1( rtgg >+

（ [ ]為高斯符號） 
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 m  

t  
1 2 3 4 5 

1 
1=n

 

1=n  

 

2=n  

 

2=n  

 

2=n  

 

2 

1=n

 

 3=n  

 

3=n  

 

4=n  

 

3 

2=n

 

3=n  

 

3=n  

  

4=n  

 

5=n  

 

4 

2=n

 

3=n  

 

4=n  

 

5=n  

 

5=n  

     

5 

2=n

 

4=n  

 

5=n  

 

5=n  

   

   

6=n  

   

6 

3=n

 

4=n  

  

5=n  

  

6=n  

  

7=n  

 

7 

3=n

 

4=n  

   

  

6=n  

 

7=n  

 

7=n  

      

     

8 

3=n

  

5=n  

 

6=n  

   

7=n  

    

8=n  

    

發現 22× 不能切割，變回 24× 雙色棋盤後亦同，所以 22× 棋盤時 1=n ，不符合
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 −+=
2

141 rt
n 。至於其他棋盤符合，因此目前將其視為計算 n 值時的一個特例。 

  同樣地，將無法切割的不定方程 mt
mt

ssss n ==++++
2

2
...321

的解列表如下： 

棋盤 方程解 可否實際切割 

22×  (1,3) XXXX    

42×  (1,2,5) XXXX    

33×  (1,3,5) XXXX    

43×  (1,2,4,5) XXXX 

63×  (1,2,3,5,7) XXXX    

24×  (1,2,5) XXXX    

34 ×   (1,2,4,5) XXXX 

 (1,2,4,6,7) XXXX 
54 ×  

(1,3,4,5,7) XXXX    

64 ×   (1,2,3,5,6,7) XXXX 

84 ×  (1,2,3,4,5,6,11) XXXX    

 (1,2,4,6,7) XXXX 
45×  

(1,3,4,5,7) XXXX    

55×   (1,2,4,5,6,7) XXXX 

65×   (1,2,3,4,5,7,8) XXXX 

 (1,2,3,4,5,7,13) XXXX 

(1,2,3,4,5,9,11) XXXX    

 (1,2,3,4,6,8,11) XXXX 
75×  

 (1,2,3,5,6,7,11) XXXX 

85×   (1,2,3,4,5,6,8,11) XXXX 

由上表可得知，同樣地方程解中只要出現一數含有質因數 p ，且 mp > ， tp > ，則此方

程無法進行實際切割。可是紅色的 XXXX 卻為特例，如果把單色棋盤轉換回雙色棋盤就可以

切割，原因是該方程解中， mpm >>2 ，代表當一邊為m的單色棋盤轉換回一邊為 m2 的

雙色棋盤時，矩形就不會超出範圍。 

 

  以下為特例轉換回雙色棋盤的切割方法： 

36 ×  38 ×  

 

(1,3,5) 

 

(1,2,4,5) 
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58 ×  58 ×  

 

(1,2,4,6,7) 

 

(1,3,4,5,7) 

以 33× 單色棋盤不符合的解(1,3,5)為例，因為解中有 35 > ，所以無法進行切割；但變回

雙色棋盤時 65 < ，又可以進行切割。 

  但表中綠色的 XXXX，雖然該組方程解滿足 mpm >>2 ，轉換 

回雙色棋盤卻無法成功切割，共有四組，如右表。可以發現它 

們的 t 都為偶數，表示最下面兩列不是黑白交錯，又 tm ×2 棋盤 

最上面兩列亦之，即棋盤上、下兩列都不是黑白交錯。如下圖： 

 

 

 

 

因為方程解中有一數為質數 p（ 2>p ），且 tp ≥ ，代表該矩形一定

為 2×p 的形式；又 p為奇數，表示矩形在不是黑白交錯的情況下，

黑白格數一定不相等。因此該矩形不能靠在非黑白交錯的棋盤邊

緣切割，此時也分散其他矩形的切割空間，如右圖。 

  不過若這些棋盤為最上面兩列為黑白交錯的形式，就可以進行切割，如下： 

24 ×  46 ×  

 

(1,3) 
 

(1,2,4,5) 

28 ×  68 ×  

 

(1,2,5) 
 

(1,2,3,5,6,7) 

  雖然經以上探討有兩種實際切割的特例，但仍可得知，方程解只要出現一質因數

p ，且 mp 2> ， tp > ，則無法進行實際切割。這些不能切割的解數將在後續進行討論。 

 

九、 tm ×− )12( 的 n 值 

  觀察 5,4,3,2,1=m ， 8,...,4,2=t 時的情況，列表如下： 

22×  (1,3) 

43 ×  (1,2,4,5) 

24 ×  (1,2,5) 

64 ×  (1,2,3,5,6,7) 
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m  

t  
1 2 3 4 5 

2 
1=n

 

2=n

 

2=n  

  

3=n  

 

3=n  

   

4 

1=n  

 

3=n

 

4=n  

 

4=n  

  

  

 

5=n  

  

 

6 

2=n  

 

3=n  

  

 

5=n  

 

6=n  

 

6=n  

   

   

   

 

8 

2=n  

 

4=n  

 

 

5=n  

    

   

7=n  

 

8=n  

 

發現截至目前為止，實際n 值都為







 −+=
2

141 rt
n 。 

  另外，在進行 tm ×− )12( 棋盤的研究時，我發現棋盤也可以進行簡化，如下圖： 

 

 

 

 

 

即 tm ×− )12( 雙色棋盤可簡化為
2

)12(
t

m ×− 單色棋盤。 



 20

  將無法實際切割的不定方程
2

)12(
...321

tm
ssss n

−=++++ 的解列表如下： 

棋盤 方程解 可否實際切割 

69 ×   (1,2,3,4,6,11) XXXX 

由上表可得知， tm ×− )12( 棋盤中，方程解同樣只要出現一質因數 p ，且 12 −> mp ，

tp > ，則此無法進行實際切割。這些解將在計算實際切割數的上界時被討論。 

 

十、 tr ×  長方形棋盤實際切割數上界 

  現在探討 
2

...321

rt
ssss n =++++  的不定方程解數，希望求得長方形棋盤實際切割

數的上界。依先前推出正方形棋盤方程解的方式，將每個
ws 同減去w。因此原本的方程

相當於：  

,
2

)1(

2

)1(

2
...321

+−=+−=++++ nnrtnnrt
xxxx i

 

1 2 3

( 1)
 0 ...   ( )

2i

rt n n
x x x x i

− +< ≤ ≤ ≤ ≤ ≤滿足 的整數解 。 

此即為「整數分拆」中，
2

)1( +−= nnrt
N 的情況。所以得到結論： 

221
rt

sss n =+++ L
的方程解數為的方程解數為的方程解數為的方程解數為 )

2

)1(
(

+− nnrt
p ，，，，且且且且    

實際切割數實際切割數實際切割數實際切割數 ≤ 方程解數方程解數方程解數方程解數 的質因數之數的方程數的質因數之數的方程數的質因數之數的方程數的質因數之數的方程數含大於含大於含大於含大於 r−−−− 。。。。    

 

其中，要扣除含大於r 和 t 的質因數之數的方程數，原因為先前研得到，含大於r 和t 的質

因數之數的解中必有矩形會超出棋盤範圍。 

  以 6=rt 的情況進行說明，符合的矩形有 61× 、 32 × 、 23 × 、 16 × 。 

計算方程解數為 

1)0()
2

)1
2

1641
(

2

1641
6

( ==
+






 −×+







 −×+−
pp ; 

然後列出含大於 r 和 t 的質因數之數的解：共 0 組。因此，得到 

實際切割數 ≤ 101 =− ，符合先前研究結果。 
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伍伍伍伍、、、、研究結果研究結果研究結果研究結果 

一、正方形棋盤 

(一) 在 rr × 棋盤中，最大 n 值為 1−= rn 。 

(二) rr × 棋盤中恆有解（ r
rrrr

,...,3
2

,2
2

,1
2

,1
2

,..,3,2,1 +++− ）。 

(三) rr × 雙色棋盤可以轉換成 r
r ×
2

單色棋盤，有利於實際切割： 

1.  不管怎麼切割都符合黑白格相等。 

2.  方程解可以直接代表矩形面積。 

(四) 不定方程
2

2

121

r
sss r =+++ −L 可以簡化成

8

23 2

1
1

22

rr
sss rrr

+=+++ −+
L 的

2

r
元不定

方程，有利於求解。 

(五) 實際切割數 ≤ 方程解數 的質因數之數的方程數含大於r− ，其中方程解數 )
2

(
r

p= ，

{ }∑
∞

=

+ −−+−−=
1

1 ))(())(()1()(
k

k kfNpkfNpNp  

為五邊形數。時，且為負整數或當（定義 ,,
2

)13(
)(0,1)( Nk

kk
kfzzp ∈−==  

 

 

二、長方形棋盤 

(一) 在 tr × 棋盤中，最大 n 值的上界為 






 −+≤
2

141 rt
n 。（ [ ]為高斯符號） 

(二) tm ×2 雙色棋盤可轉換為 tm × 單色棋盤，有利於實際切割。 

(三) tm ×− )12( 雙色棋盤可轉換為
2

)12(
t

m ×− 單色棋盤，有利於實際切割。 

(四) 實際解數 ≤ 方程解數 的質因數的數之方程數和含大於 tr− ，其中方程解數

)
2

)1(
(

+−= nnrt
p 。 
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陸陸陸陸、、、、討論討論討論討論    

一、文獻探討 

  現在探討「整數分拆」方程。根據網路資料，作者提到 )( Np 也可以表示為 

...)15()12()7()5()2()1()( −−+−+−−−−−+−= NpNpNpNpNpNpNp  

（其中 ...22,15,12,7,5,2,1 為五邊形數，即以右圖形式排

成正五邊形的點數。定義函數 )( kf 表示五邊形的一邊

有 k 個點時的總點數，並將 k 為負數的情況列入討論，

得到
2

)13(
)(

−= kk
kf 。） 

  關於上式，文中沒有完整證明，但大略描述過程，提及尤拉的(1)生成函數與(2)五邊

形數定理（Euler's petagonal number theorem），分別如下： 

(1) ∑∏
∞

=

∞

=

=
− 01

)(
1

1

n

n

n
n

xnp
x

    (2) ∑∏
∞

−∞=

−∞

=

−=−
n

nn
n

n

n xx
]

2

)13(
[

1

)1()1(  

經由上面兩式的推導，即可推得 

{ }∑
∞

=

+ −−+−−=
1

1 ))(())(()1()(
k

k kfNpkfNpNp 。 

 

二、實際切割的步驟 

  在找尋正方形、長方形棋盤的最大 n 值與實際切割數的上界後，我想歸納出一個通

用、簡便的切割方法。 

(一) 正方形棋盤 

1. 我認為可將證明 1−= rn 時，組合 r×1 矩形的方式應用在 

實際解上。 

2. 以 2020 × 棋盤的一組解

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,17,18,20,24)為例，將其作下 

列分組： 

(2,18),(3,17),(4,16),(1,5,14),(7,13),(8,12),(9,11),(20),(6,10,24)； 

分組拼出 201× 的矩形，剩下的數字為最後一組，進行切割，如右圖。 

3. 另外，最後一組的最大公因數愈大愈好，因為可以該公因數為共同邊。而偶數

間一定有公因數 2，因此奇數盡量配對成 r×1 的矩形。 

4. 綜合以上結果，可以歸納出以下切割正方形棋盤的步驟： 
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(1) 計算最大 n 值為 1−= rn 。 

(2) 列出
2

2

21

r
sss n =+++ L 的所有解，扣除含有質因數大於 r 的數之解。 

(3) 將雙色棋盤轉換為單色棋盤。 

(4) 進行分組，將奇數拼成 r×1 的矩形，最後一組盡量為偶數。 

(5) 依分組實際進行切割；如果失敗，則在分組間進行微調，重新嘗試。 

 

(二) 長方形棋盤 

1. 因為長方形棋盤可能為不等長的兩邊，所以可選擇組合 1×r 或是 t×1 的矩形。 

2. 又長方形棋盤分為 tm ×2 和 tm ×− )12( ，而這兩類棋盤轉換成單色棋盤的方法不

同： tm ×2  轉換為 tm × ， tm ×− )12( 轉換為
2

)12(
t

m ×− 。（ tm ×2 棋盤中，當 t

為偶數時，也可以轉換成
2

2
t

m × 單色棋盤。） 

3. 歸納出切割長方形棋盤的步驟： 

(1) 計算最大 n 值的上界為 






 −+≤
2

141 rt
n 。 

(2) 列出

221

rt
sss n =+++ L

的所有解，扣除含有質因數大於 r 和 t 的數之解。 

(3) 將雙色棋盤轉換為單色棋盤。 

(4) 進行分組： tm × 單色棋盤中，拼成 t×1 的矩形；
2

t
r × 單色棋盤中，拼成 1×r

的矩形。 

(5) 依分組實際進行切割；如果失敗，則在分組間進行微調，或者轉換回雙色

棋盤進行嘗試。 

 

三、未來展望 

(一) 長方形棋盤 

  在長方形棋盤的研究中得到最大的 n 值上界為 






 −+≤
2

141 rt
n ，且目前為止除
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了 24 × 雙色棋盤，其他皆符合 






 −+=
2

141 rt
n ，希望未來能完成最大 n 值的證明。 

 

(二) 立體棋盤 

1. 立方體棋盤 

(1) 444 ×× 棋盤 

  我想改變題目條件，將平面棋盤改變為立體棋盤研究。 

 

  假設g 為不符合條件的最小值，求得 n 的上界： 

                    得       3
21 raaa g >+++ L  

              令 i
i s

a
=

2
，即        

2

3

21
r

sss g >+++ L
 

 

                        當       
22

)1( 3rgg >+    時，(*)自動成立， 

      （因    
2

)1(
2121

+=+++≥+++ gg
gsss g LL

                          

             又            032 >−+ rgg  

 

2

411
  )( 

2

411 33 r
g

r
g

++−>+−−< 或負不合  

2

1

2

14

2

141 3
33

−=−>−+> r
rr

g  

 





 −>∴
2

13rg  

上面推導告訴我們，當





 −>
2

13rg ，不可能達成切割，於是我猜想： 

「在 rrr ×× 棋盤中，最大 n 值為 




 −=
2

13rn 。」 

  但在嘗試找出 444 ×× 棋盤的解法時，卻發現 7
2

1
4 3 =




 −=n 時排不出

來，於是觀察所有 7=n 時的可能解法： 

(*) 

） 

（ [ ]為高斯符號） 
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6666

16161616

2222

3333

4444

1111

32323232

9999

16161616

12121212

10101010

8888
6666

5555

4444

3333
2222

1111

 

 

 

 

 

因為 444 ×× 的棋盤中，每一個切割的長方體的

長、寬、高都要小於等於 4 ，但是觀察上面的

表格，每一組解都出現了含有大於 4 的質因數

的數，即無法切割出該長方體。而換成 6=n 的

情況後，找到一組解：（1,2,3,4,6,16），如右圖。 

 

(2) rrr ×× 棋盤 

  由 444 ×× 棋盤可知，立體棋盤的情況比平面棋盤複雜很多，目前發現尋找

rrr ×× 棋盤切割方法的具體步驟為： 

i. 計算最大 n 值上界為 




 −≤
2

13rn 。 

ii. 列出
2

3

21

r
sss n =+++ L 的所有解。 

iii. 觀察每一組解，剔除含有大於 r 的質因數之數的解。如果所有的解都被剔除，

則使 n 值減1 ，同前面方法嘗試，以此類推。 

iv. 根據符合條件的方程解實際操作，找出切割方法。 

  以 666 ×× 棋盤為例： 

i. 計算最大 n 值上界 14
2

1
6 3 =




 −≤n 。 

ii. 經由一一檢驗剔除，得到實際 n 值為 12。 

iii. 找到一解為(1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,16,32)， 

切割方法如右圖。 

  所以初步得到 




 −≤
2

13rn ，但是目前實際 n 值都不等於 




 −
2

13r 。而在過

程中發現，方程解是否可進行切割與解中的質因數有所關聯，希望未來能夠找出

其中的規律，求得實際 n 值，並歸納出立方體棋盤的切割方法。 

 

 

 

(1,2,3,4,5555,6,11111111) (1,2,3,4,5555,7777,10) (1,2,3,4,5555,8,9) 

(1,2,3,4,6,7777,9) (1,2,3,5555,6,7777,8) (1,2,3,4,5555,6,7777,8,14141414) 

(1,2,3,4,5555,6,8,9,12) (1,2,3,4,5555,6,8,10101010,11111111) (1,2,3,4,5555,7777,8,9,11111111) 

(1,2,3,4,6,7777,8,9,10101010) (1,2,3,4,5555,6,7777,10101010,12) (1,2,3,4,5555,6,7777,9,13131313) 
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2. 長方體棋盤 

  如果完成立方體棋盤的研究，希望能更進一步推展至長方體棋盤，同樣找尋

其實際 n 值，並歸納出棋盤的切割方法。 

 

 

柒柒柒柒、、、、結論結論結論結論 

一、正方形棋盤結論 

(一) 在 rr × 棋盤中，最大 n 值為 1−= rn 。 

(二) rr × 棋盤中恆有解（ r
rrrr

,...,3
2

,2
2

,1
2

,1
2

,..,3,2,1 +++− ）。 

(三) rr × 雙色棋盤可以轉換成 r
r ×
2

單色棋盤。 

(四) 不定方程
2

2

121

r
sss r =+++ −L 可以簡化成

8

23 2

1
1

22

rr
sss rrr

+=+++ −+
L 的

2

r
元不定

方程。 

(五) 實際切割數 ≤ 方程解數 的質因數之數的方程數含大於r− ，其中方程解數 )
2

(
r

p= 。 

 

 

二、長方形棋盤結論 

(一) 在 tr × 棋盤中，最大 n 值的上界為 






 −+≤
2

141 rt
n 。（ [ ]為高斯符號） 

(二) tm ×2 雙色棋盤可轉換為 tm × 單色棋盤。 

(三) tm ×− )12( 雙色棋盤可轉換為
2

)12(
t

m ×− 單色棋盤。 

(四) 實際切割數 ≤ 方程解數 的質因數之數的方程數和含大於 tr− ，其中方程解數

)
2

)1(
(

+−= nnrt
p 。 
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三、正方形、長方形棋盤比較 

 正方形棋盤 長方形棋盤 

n

值 
1−r  







 −+
2

141 rt
（上界） 

實

際

切

割

步

驟 

（一）列出

2

2

121

r
sss r =+++ −L

的所有

解，扣除含有質因數大於 r 的數之

解。 

（二）將雙色棋盤轉換為單色棋盤。 

（三）進行分組，將奇數拼成 r×1 的矩   

形，最後一組盡量為偶數。 

（四）依分組實際進行切割；如果失敗，

則在分組間進行微調，重新嘗試。 

（一）列出

221

rt
sss n =+++ L

的所有解，扣

除含有質因數大於 r 和 t 的數之解。 

（二）將雙色棋盤轉換為單色棋盤。 

（三）進行分組： tm × 單色棋盤中，拼成 t×1

的矩形；
2

t
r × 單色棋盤中，拼成 1×r

的矩形。 

（四）依分組實際進行切割；如果失敗，則

在分組間進行微調，或者轉換回雙色

棋盤進行嘗試。 

實

際

切

割

數

上

界 

的質因數之數的方程數含大於r
r

p −)
2

(  )
2

)1(
(

+− nnrt
p

的質因數之數的方程數和含大於 tr−  
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【評語】030415 

本作品探討棋盤切割問題，先以較小邊數實際分割，觀察實

際分割數之現象，推測分析實證並作若干推廣，分析解題有

條理，具趣味性與數學價值。 
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