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撞球台上的黑盒子 

摘要 

    由於受到學習經驗的影響，我們理解可利用鏡像作圖，找出撞球台上從某一

點「繞球台」撞至另一點的第一碰撞點位置。但面對真實撞擊時，就會覺得當判

定用的線段落至球台外部時，會使得撞擊方向的確定更為困難。我們希望找出可

將所有判定因素拉回球台上考慮的方法，以提高理論的應用性。 

我們針對以「對邊連續碰撞」與「繞球台」兩種方式，撞擊母球至另一指定

位置的撞擊方向進行討論，從少顆星探討到多顆星，從「對邊連續碰撞」探討到

「依序繞球台」再到「非依序繞球台」，透過不斷試驗、推證與修訂，確立了「對

邊連續碰撞」的簡易撞擊方向判定法，並證得以「黑盒子中心」找出判定「繞球

台」撞擊方向的理論。依據推得的理論作圖，可得出 P 點繞球台 n 顆星撞至Q 點

的初始撞擊方向，若依此方向將 P 點撞出，則點 P 必能撞至點Q 位置。 
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撞球台上的黑盒子 

壹壹壹壹、、、、研究動機與目的研究動機與目的研究動機與目的研究動機與目的 

    由於喜歡玩網路上的撞球遊戲，再加上自己的學習經驗中，曾經使用作鏡射

圖解決幾何問題；或嘗試以「翻球台」方式，找出可行的碰撞路線，所以就會想

將以上的解題方法應用在撞球台上。但每當判定用的線段落至球台外部、撞擊方

向捉摸不定時，就會覺得那些方法似乎過於繁瑣，因此才決定研究撞擊的相關問

題。我們的研究目的如下： 

一、在忽略母球洗袋與行進路線被球阻擋的情況，對於撞球台上一顆星以上的碰

撞方式，將其第一碰撞點的判定因素拉回球台上考慮，以提高應用性。 

二、藉由科學的試驗與推證，找出在任意矩形球台上，可藉由「對邊連續碰撞」

或「繞球台」多顆星撞擊母球至另一指定位置的撞擊方向判定法。 

貳貳貳貳、、、、名詞界定與說明名詞界定與說明名詞界定與說明名詞界定與說明 

一、設定撞球台為一個長方體容器，將其矩形台面各邊向內、向上縮減一個撞擊

圓球的半徑長，則所得到的新矩形台面，即為本文所稱的「球台」（以矩形

ABCD 或 nnnn DCBA 表示，且 Nn ∈ ）；而「路線」是指球心或點的移動路徑。 

二、「對邊連續奇數次碰撞」、「對邊連續偶數次碰撞」（以下分別簡稱為「對邊奇

數碰撞」、「對邊偶數碰撞」）的「完全碰撞」定義，以及「繞球台」的「碰

撞迴路」定義，另於以下研究內容中補充說明。 

三、如下左圖，當 XY 與 AD 不平行， XY 與 AB 不平行， P 點在球台 ABCD （或

nnnn DCBA ）內部，且 P 不在 XY 上，若過 P 點作 ADPE // ，PE 交 XY 於 E ；

作 ABPF // ， PF 交 XY 於 F ，則本文以 )/( XYPh 或 )(EFh 表示 PE 長，以

)/( XYPv 或 )(EFv 表示 PF 長，另外 )/( ABPd 、 )/( CDPd 分別表示 P 點至

AB 與CD 的距離。 

 

 

 

 

四、如上右圖，矩形球台 nnnn DCBA （ Nn ∈ ）上，由 P 點繞球台撞至 Q 點位置

的碰撞路線（或將碰撞路線延伸）所產生的菱形網中，設單位菱形的兩條對

角線分別為 IJ 與 ST，其中 nn DAIJ // ， nn BAST // （ Nn ∈ ），則本文以 )/( QPa

表示 IJ 長，以 )/( QPb 表示 ST 長。 
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五、球台 nnnn DCBA （ Nn ∈ ）上，由 P 點繞球台撞至Q 點，為了方便討論並配

合研究目的，本文研究內容中選擇 )/( nnDAPd )/( nn DAQd≤ ，且 )/( nn BAPd  

)/( nn BAQd< （或 )/( nnDAPd )/( nn DAQd< ，且 ≤)/( nn BAPd )/( nn BAQd ）

的情況，進行相關幾何推證（如下圖(1)～圖(4)），而且 P 點的第一個碰撞點

皆設定落在 nn DA 或 nn BA 上。當 ADPQ // （或 nn DAPQ // ）時，定義 )(PQh  

PQ= ， 0)( =PQv ；當 ABPQ // （或 nn BAPQ // ）時，定義 0)( =PQh ， )(PQv  

PQ= 。若 M 為 PQ 中點，如下圖(1)的矩形 FHEBn （其中 nFC )(
2

1
PQh= ）、

下圖(2)中的矩形 nEMFC 、下圖(3)中的矩形 FHECn （其中 HE )(
2

1
PQv= ） 

、下圖(4)的矩形 nEFHC （其中 EF )(
2

1
PQh= ， FH )(

2

1
PQv= ），本文稱這 

些矩形為由 P 點 14 +n 顆星、 24 +n 顆星、 34 +n 顆星、 44 +n 顆星（ Nn ∈ ）

繞球台撞至Q 點時，作為判定撞擊方向的「黑盒子」，並定義其中心點為「黑

盒子中心」（如下圖中的 nM ）。事實上，當改變球台上 P 點或Q 點的位置時，

可能使得「黑盒子中心」落至球台外部（此部分在結論時，另有補充說明），

且當「黑盒子」退化為線段時，「黑盒子中心」即為此線段的中點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

參參參參、、、、研究內容研究內容研究內容研究內容 

一一一一、、、、一顆星的一顆星的一顆星的一顆星的碰碰碰碰撞點及撞擊方向撞點及撞擊方向撞點及撞擊方向撞點及撞擊方向之討論之討論之討論之討論：：：： 

【已知】如圖，球台 ABCD 上的 P 、Q 相異兩點。 

【求作】 AD 上一點 K ，使得 K 點是由 P 點一顆星撞至Q 點的碰撞點。 
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【作法】 

(1)如圖，作 ADQT ⊥ 交 AD 於T ，取 PQ 的 

中點 M 。 

(2)連 MT ，作 MTPK // 交 AD 於 K ， 

則 K 即為所求。 

【證明】 

(1)設 K ′點是由 P 點一顆星撞至Q 點的碰撞點，連 KP ′ 。 

(2)作 ADPH ⊥ 交 AD 於 H，連 HM ，延長TM 交 PH 於 R，延長 PH 交 QK ′ 於 P′。 

(3) HPPH ′=∵ ，又 MQPM =   QPMH ′∴ // 2∠=′∠⇒ P 。 

(4) PPK ′′∆∵ 為等腰三角形  1∠=′∠∴ P 21 ∠=∠⇒ 。 

(5) MQTMPR ∆≅∆∵  MRMT =∴ ⇒ M 點為直角 RHT∆ 的外心 MRMH =∴   

R∠=∠⇒ 2 R∠=∠⇒ 1 MTKP //′⇒ ，故 KK =′ ，即 K 合為所求。 

二二二二、、、、對邊碰撞的對邊碰撞的對邊碰撞的對邊碰撞的第一第一第一第一碰撞點及撞擊方向之討論碰撞點及撞擊方向之討論碰撞點及撞擊方向之討論碰撞點及撞擊方向之討論：：：： 

(一一一一)對邊奇數碰撞對邊奇數碰撞對邊奇數碰撞對邊奇數碰撞討論討論討論討論：：：： 

【已知】如圖，球台 ABCD 上的 P 、Q 相異 

兩點。 

【求作】 AD 上一點 K ，使得 K 點是由 P 點 

對邊碰撞三顆星撞至Q 點的第一碰撞點。 

【作法】 

(1)作 QT ⊥ AD 交 AD 於T 。 

(2)延長 QT ，在QT 上取 X ，使得 XT =CD 。 

(3)取 PQ 中點 M ，連 MX ，作 PK // MX 交 

AD 於 K ，則 K 即為所求。 

【證明】 

(1)令 1K 、 2K 、 3K 為正確碰撞路線圖的第一、第二、第三碰撞點，若以下可證

明 MX // 1PK ，則本證明完成。 

(2)作 PH ⊥ AD 交 AD 於 H ，延長 21KK  

交 PH 於 P′ ，延長 32 KK 交QX 於Q′。 

(3)令 PH = HP′ = m ，QT = TQ′ = n ，TX = CD = w 。 

(4)連 QP ′′ ，取 QP ′′ 中點 M ′ ，連 MM ′ 。 

(5)延長 MX 及 PP ′ 於 R ，且令 PP ′ 與 BC 交於 N 。 
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(6)∵M 為 PQ 中點  RPM∆∴ XQM∆≅ PR⇒ = XQ = nw +  

PN∵ = mw −   ∴ RN = PNPR − −+= )( nw ( mw − )= nm + 。 

(7)連 MN ′，則 MM ′
2

1= ( PP ′ + QQ ′ )
2

1= ( nm 22 + ) =+= nm RN ，又 MM ′ // RN  

NRMM ′∴ 為平行四邊形 MR⇒ // NM ′ MX⇒ // NM ′ 。 

(8)∵ NM ′ 為由Q′點一顆星撞至 P′的正確撞擊方向，由前一個定理可推知： 

NMKQPK ′′ //// 21 ⇒ 1PK // MX 。故 KK =1 ，即 K 合為所求。 

【定理 F－1】如圖， ABCD 為矩形球台， TSHNAB //// ，P 、Q 分別在 HN 、TS  

上，且 QSPH = ， HTHT
3

1
1 = ，當 1// NTPK ，且 PK 交 HT 於 K ，則 K 為 P 點

對邊碰撞三顆星撞至Q 的第一碰撞點。 

【證明】 

(1)設 1K 、 2K 、 3K 分別為 P 點對邊碰

撞三顆星撞至Q 的第一、第二、第三

碰撞點。 

(2)延長 1PK 交 BC 於 R ，作 RG ⊥ AD

交 AD 於G ，由 HTHT
3

1
1 = ⇒ 1T 為

N 三顆星撞至T 的第一碰撞點。 

(3) TQQSTSHPHNPN =−=−=∵ ， TQKPRN 3∠=∠ ， °=∠=∠ 903QTKPNR  

3QTKPNR ∆≅∆∴ TKRN 3=⇒ HTGK =⇒ 3 。 

(4)又 HTGKGK
3

1

3

1
31 == 1HT=  RNGHTK ==∴ 11 11 // NTRK⇒ 11 // NTPK⇒ 。 

(5)∵ 1// NTPK ，故得證： K 為 P 點對邊碰撞三顆星撞至Q 的第一碰撞點。 

 

 

 

以下我們將運用「完全碰撞」，找出對邊碰撞三顆星的第二種作法。 

【定理 F－2】如圖， ABCD 為矩形球台， TSHNAB //// ，P 、Q 分別在 HN 、TS

上，且 QSPH < ， HTHT
3

1
1 = ， )(

3

1
HPQSRN −= ，當 11 // RTPK ，且 1PK 交 HT

於 1K ，則 1K 為 P 對邊碰撞三顆星撞至Q 的第一碰撞點。 
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【補充】對於「定理 F－1」之矩形球台 ABCD 上，由 P 點對邊碰撞至Q 點的路

線總長度為 21KKn × 時（ Nn ∈ ），本文稱此碰撞過程為「對邊 n 次完全碰撞」。 
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【證明】 

(1)過 R 作 BCCB //′′ ，且令 CB ′′ 交TS 於V 。 

(2)設由 P 撞至 1K 的路線，在 DCBA ′′ 球台上，得出的第二與第三碰撞點分別為

2K ′ 、 3K ′ ，且路線與TS 交Q′。 

(3)∵ HTHT
3

1
1 = ， 11 // RTPK   VQHP ′=∴ 。 

(4)設由 P 撞至 1K 的路線，在 ABCD 的球台上，得出的第二與第三碰撞點分別為

2K 與 3K ，則 3232 // KKKK ′′ 。 

(5)令 32 KK 分別與 CB ′′ 、 QK ′′
3 交於U 、W  ∵ )(

3

1
HPQSRNVS −== ， VQHP ′=  

∴ )(
3

1
)(

3

1
VSQQVQQSVS +′=′−= ⇒ RNVSQQ ×=×=′ 22 。 

(6)作菱形 22 KUUK ′′ 、 33 KWWK ′′ 、 QXXQ ′′ （ X 點在 QK ′′
3 上），由 QQWWKU ′=′=′ 2  

，以及以上三個菱形全等⇒ QKXW ′′′′
3// ⇒ QKQK ′′

33 // ，故得證： 1K 為 P 對邊

碰撞三顆星撞至Q 的第一碰撞點。 

【推論】由「定理 F－1」、「定理 F－2」的性質與證明，我們得出對邊奇數次碰

撞路線（實線）與對邊完全碰撞路線（虛線）的關係圖（如下頁圖）。圖中 9HRVT 、

99THNG 為矩形， 1T 、 2T 、 3T 、 4T 、 5T 、 6T 、 7T 、 8T 九等分 9HT ； 1G 、 2G 、 3G 、

4G 、 5G 、 6G 、 7G 、 8G 九等分 9NG ， 11 // RTPK ，若 1Q′、 3Q′、 5Q′ 、 7Q′ 、 9Q′ 分

別為球台 9HRVT 上，以 P 為起點，對邊 1 次、3 次、5 次、7 次、9 次完全碰撞路

線的終點； 1Q 、 3Q 、 5Q 、 7Q 、 9Q 分別為球台 99THNG 上，以 P 為起點，對邊 1

次、3 次、5 次、7 次、9 次碰撞路線的終點，由圖中四個內部塗色之菱形的對角

線（與 9HT 互相垂直者），它們的長度比由左而右為 4:3:2:1 ，可推得以下的關

係式成立： 
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上圖呈現的是 PHGQ ii > 的情況。當 PHGQ ii < 時，則必須將圖上的 RV 改

畫在以 9NG 為軸的鏡射位置（落至球台 99THNG 外部），且由兩種路線圖交織得

出的關係式仍然成立。 

 (二二二二)對邊偶數碰撞對邊偶數碰撞對邊偶數碰撞對邊偶數碰撞討論討論討論討論：：：： 

【已知】如圖，球台 ABCD 上的 P 、Q 相異兩點。  

【求作】 AD 上一點 K ，使得 K 點是由 P 點 

對邊碰撞二顆星撞至Q 點的第一碰撞點。 

【作法】 

(1)如圖，作 ADQN ⊥ ，且使得 CDQN = 。 

(2)取 PQ 的中點 M ，連 MN 。 

(3)作 MNPK // ，且 PK 交 AD 於 K ， 

則 K 點是由 P 點對邊碰撞二顆星撞至Q 點的第一碰撞點。 

【證明】 

(1)以 AD 為軸，取 P 的對稱點 P′ ；以 BC 為軸，取Q 的對稱點Q′；以 AD 為軸，

取Q′的對稱點Q ′′ ，連 QQ ′′′ 分別交 AD 與 BC 於T 、 S 。 

(2)連 QP ′′ 、 QP ′′ ，設 QP ′′ 、 AD 交於 1K ，設 QP ′′ 、 BC 交於 2K ，則 1K 、 2K 分

別為 ABCD 球台上，由 P 撞至Q 的第一碰撞點與第二碰撞點。 
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(3)∵ CDQN =  ∴ SQQSNT ′==  

  又 SQQTNTQTQTQT ′−′=−′′⇒′=′′ CDTSNQ ==′′⇒  

(4)∵ QNQN ′′= ， MPQM =  ∴ MNQP //′′ 。 

(5)又 MNPK // ，故得證：K 點是由 P 點對邊碰撞二顆星撞至Q 點的第一碰撞點。 

【定理 F－3】如圖， ABCD 為矩形球台， TSHNAB //// ，P 、Q 分別在 HN 、TS  

上，且 QTPH = ， HTHT
2

1
1 = ，當 1// NTPK ，且 PK 交 HT 於 K ，則 K 為 P 點

對邊碰撞兩顆星撞至Q 的第一碰撞點。 

【證明】 

(1)設 1K 、 2K 分別為 P 點對邊碰撞兩顆

星撞至Q 的第一、第二碰撞點。 

(2)延長 1PK 交 BC 於 R ，作 RG ⊥ AD  

交 AD 於G ，由 HTHT
2

1
1 = ⇒ 1T 為 

N 兩顆星完全碰撞至 S 的第一碰撞點。 

(3) QSTQTSHPHNPN =−=−=∵ ， SQKPRN 2∠=∠ ， °=∠=∠ 902QSKPNR  

2QSKPNR ∆≅∆∴ SKRN 2=⇒ HTNSRK ==⇒ 2 。 

(4)又 HTRKGK
2

1

2

1
21 == 1HT=  RNGHTK ==∴ 11 11 // NTRK⇒ 。 

(5)∵ 1// NTPK ，故得證： K 為 P 點對邊碰撞兩顆星撞至Q 的第一碰撞點。 

以下我們將再運用「完全碰撞」，找出對邊碰撞兩顆星的第二種作法。 

【定理 F－4】如圖， ABCD 為矩形球台， TSHNAB //// ，P 、Q 分別在 HN 、TS  

上，且 TQPH < ， HTHT
2

1
1 = ， )(

2

1
PHTQRN −= ，當 11 // RTPK ，且 1PK 交 HT

於 1K ，則 1K 為 P 點對邊碰撞兩顆星撞至Q 的第一碰撞點。 

【證明】 

(1)過 R 作 BCCB //′′ 。 

(2)設由 P 撞至 1K 的路線，在

DCBA ′′ 的球台上，得出的

第二碰撞點為 2K ′ ，且路線 

與TS 交於Q′。 

 

A

B C

DH

P
Q

T

N S

1T

R

G 1K

2K
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(3)∵ HTHT
2

1
1 = ， 11 // RTPK    QTHP ′=∴ 。 

(4)設由 P 撞至 1K 的路線，在 ABCD 的球台上，得出的第二碰撞點為 2K 。 

(5) )(
2

1
PHTQRN −= QQQTTQ ′=′−=

2

1
)(

2

1
⇒ RNQQ ×=′ 2 。 

(6)連 QK 2 ，作菱形 22 KUUK ′′ 、 QXXQ ′′ （ X ′ 點在 QK ′′2 上），由 QQRNUK ′== 22 ，

且菱形 22 KUUK ′′ 、 QXXQ ′′ 全等⇒ QKQK ′′22 // 。故得證： 1K 為 P 對邊碰撞兩

顆星撞至Q 的第一碰撞點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【推論】由「定理F－3」、「定理F－4」的性質與證明，我們得出對邊偶數次碰

撞路線（實線）與對邊完全碰撞路線（虛線）的關係圖如下。如圖， 10HRVT 、

1010THNG 為矩形， 1T 、 2T 、 3T 、 4T 、 5T 、 6T 、 7T 、 8T 、 9T 十等分 10HT ； 1G 、 2G 、

3G 、 4G 、 5G 、 6G 、 7G 、 8G 、 9G 十等分 10NG ，若 2Q′ 、 4Q′ 、 6Q′ 、 8Q′、 10Q′ 分

別為球台 10HRVT 上，以 P 為起點，對邊2次、4次、6次、8次、10次完全碰撞路

線的終點； 2Q 、 4Q 、 6Q 、 8Q 、 10Q 分別為球台 1010THNG 上，以 P 為起點，對邊

2次、4次、6次、8次、10次碰撞路線的終點，由圖中五個內部塗色之菱形的對角

線（與 10HT 互相垂直者），它們的長度比由左而右為 5:4:3:2:1 ，可推得以下的

關係式成立： 

 

上圖呈現的是 PHTQ ii > 的情況。當 PHTQ ii < 時，則必須將圖上的 RV 改畫

在以 10NG 為軸的鏡射位置（落至球台 1010THNG 外部），且由兩種路線圖交織得出

的關係式仍然成立。 

H

P

2Q

N
R V

1K

4Q

6Q

8Q

10Q

1T 10T
2T 4T 6T

8T3T 5T 9T7T

1G 2G 4G
3G

10G6G 8G
9G7G

5G

2Q′
4Q′

6Q′
8Q′

10Q′

PHTQ
i

RN ii −= 1
， RNiQQ ii ×=′    2=∀i 、4、6、8、10 
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P

1K

Q
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D
T

C
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P′

Q′

2K

E

三三三三、、、、繞球繞球繞球繞球台台台台的第一碰撞點及撞擊方向之討論的第一碰撞點及撞擊方向之討論的第一碰撞點及撞擊方向之討論的第一碰撞點及撞擊方向之討論：：：： 

【定理 R－1】如圖，ABCD為矩形球台， ACPQ // ，若 ACPK //1 ，且 1PK 交 AD

於 1K ，則 1PK 可為P碰撞 AD、AB（令碰撞點為 2K ）、BC（令碰撞點為 3K ）、

CD（令碰撞點為 4K ）四顆星撞至Q的撞擊方向，且 4321 KKKK 為平行四邊形。 

【證明】 

(1)令 AC分別交 21KK 、 43KK 於E、F。 

(2)∵ ACPK //1 ， 321 // KKPK   

∴ 32// KKEF ，又 32 // FKEK  

  ∴ FKEK 32 為平行四邊形⇒ 32 FKEK = 。 

(3) 11 EAKDPK ∠=∠∵ ， AEKDPK 11 ∠=∠   AEKEAK 11 ∠=∠∴ 1EKEA =⇒  

  同理可證得： 2EKEA =   ∴ 21 EKEK = ，即 221 2 EKKK ×= 。 

(4)同理可證得： 343 2 FKKK ×= 。 

(5)由(2)、(3)、(4)⇒ =21KK 43KK ，又∵ //21KK 43KK   ∴ 4321 KKKK 為平行四

邊形。 

(6)∵ ACPK //1 ， ACPQ // ， ACKK //41  ∴ Q落在 41KK 上 

故得證： 1PK 可為P碰撞 AD、 AB、BC、CD四顆星撞至Q的撞擊方向。 

【補充】對於「定理 R－1」之矩形球台 ABCD上，由P點繞球台碰撞至Q點得

出的平行四邊形路線 4321 KKKK ，我們稱它為矩形球台 ABCD上的一個「碰撞迴

路」。 

【定理 R－2】如圖，ABCD為矩形球台，M 為PQ中點，若 MAPK // ，且PK交

AD於K，則PK可為P碰撞 AD、 AB兩顆星撞至Q的撞擊方向。 

【證明】 

(1)以 AD為軸，取P的對稱點P′； 

以 AB為軸，取Q的對稱點Q′。 

(2)連 QP ′′ 分別交 AD、 AB於 1K  

、 2K ，則 1K 、 2K 分別為 

ABCD球台上，由P撞至 

Q的第一碰撞點與第二碰撞點。 

(3)延長 1PK 、 AB相交於E ⇒ 2AKAE = 。 

(4)∵ QMPM = ， 2AKAE = ， 21 // QKPK   ∴ MAPE //  

  ∵ MAPK //   ∴ PK為P點繞球台碰撞 AD、 AB兩顆星撞至Q的撞擊方向。 

2K

P

A

B C

D1K

3K

Q

4K

E

F
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E F
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【定理 R－3】如圖，ABCD為矩形球台，M 為PQ中點，作 BCQH ⊥ ， BCQH交

於H，作 QHMM //′ ， QHMM =′ ，連 AM ′ ，作 AMPK ′//1 ，且 1PK 交 AD於 1K ，

則 1PK 可為由P三顆星撞至Q的撞擊方向。 

【證明】 

(1)令 2K 、 3K 為P依序碰撞 AB、 

BC的碰撞點。 

(2)延長 MA ′分別交BC於N、 

QH於R，作矩形 SMAE ′ 、 

ABNT ，延長 1PK 分別交 MS ′  

、TN於G、 X 。 

(3)由「定理 R－1」可知： UGKK 21  

為平行四邊形，U、G分別在 

ME ′、 MS ′上；且 XKKK 321 為 

平行四邊形， 3K 、 X 分別在BN  

、TN上。 

(4)延長 32 KK 分別交 MS ′於V ，交QH於W。 

(5)∵ QHMM //′ ， QHMM =′   HQMM ′∴ 為平行四邊形

HMMQ ′=⇒ HMPM ′=⇒ 。 

(6)∵ HMPM ′// ， RMPG ′// ， HRMG //  RMHMPG ′∠=∠∴ ， HRMPMG ′∠=∠  

  HRMPMG ′∆≅∆⇒ HRMG =⇒ 。 

(7) HWRWHRVMMGMGMGMMQH =+=′+=′+=′= ⇒點 3K 、X、Q共線。 

由上故證得： 1PK 可為P碰撞 AD、 AB、BC三顆星撞至Q的撞擊方向。 

【定理 R－4】如圖， ABCD為矩形球 

台，M 為PQ中點，分別在 AB、CD  

取E、F，且使 BECF = )(
2

1
PQv= ， 

連EF，在EF取M ′，且使 )(
2

1
PQhFM =′  

，連 AM ′ ，作 AMPK ′//1 ，且 1PK 交 AD  

於 1K ，則 1PK 可為P碰撞 AD、 AB、 

BC、CD四顆星撞至Q的撞擊方向。 

【證明】 
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V
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Y
2K
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D1K
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3KT
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D ′

X

O

H

N

(1)令 1K 、 2K 、 3K 、 4K 為P依序碰撞 AD、AB、BC、CD的碰撞點，連 QK 4 、

MK 4 。 

(2)作 ABMV // ，令MV 分別交 1PK 、 AM ′ 、 32 KK 於G、U、V UVGU =⇒ 。 

(3)延長 32 KK 、CD，並令 32 KK 與CD相交於W，延長 MA ′分別交BC於N、交

CD於R，連CU 。 

(4) CMPM ′=∵ ， RMCMPG ′∠=∠ ， CRMPMG ′∠=∠   

CRMPMG ′∆≅∆∴ CRMG =⇒ 。 

(5) RWUVGU ==∵  ∴ CKCWRWCRUVMGGUMGMU 4==+=+=+=  

  又 CKMU 4//  ∴四邊形 4MUCK 為平行四邊形 UCMK //4⇒ ， UCMK =4 。 

(6)∵ UCMK =4 ， CMPMMQ ′== ， CUMQMK ′∠=∠ 4  

  CUMQMK ′∆≅∆∴ 4 CMUQMK ′∠=∠⇒ 4 ⇒ 14 //// PKMUQK ′ 。 

由上可證得： 1PK 可為P碰撞 AD、 AB、BC、CD四顆星撞至Q的撞擊方向。 

【定理 R－5】如圖， ABCD為矩形球台，M 為PQ中點，過M 作 ADDA //′′ ，

且使 A′、D′分別在 AB、CD上，作矩形 ≅′′′′ DCBA 矩形 ABCD，在 AD、 CB ′′  

分別取點H、點M ′，且使得 )(
2

1
PQhCMHD =′′= ，連 MH ′、 AM ′ 、 HB′ ，令 

HB′ 、 AM ′ 相交於O，作 AMPK ′//1 ，且 1PK 交 AD於 1K ，則OA與 1PK 皆可為 P

碰撞 AD、 AB、BC、CD、 AD五顆星撞至Q的撞擊方向。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 
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(1)作 ABPR // ， ADRQ // 。 

(2)過 P作 HMBA ′′ 的碰撞迴路 EFKK 21 ，過R作 HMBA ′′ 的碰撞迴路 STUV，過Q  

作 HMBA ′′ 的碰撞迴路GWXY。 

(3) DA ′′∵ 為PR的中垂線 ∴可令 FK1 、 ST、 DA ′′ 相交於N，且 RNPN = 。 

(4)令 EK 2 與UV相交於 3K ， XY與 SV 相交於 Z，延長UV、GY相交於 4K ，連

4ZK ⇒四邊形 YZVK 4 為菱形⇒ SGZKYVZK //44 ⇒⊥ 。 

(5)∵O點為矩形 HMBA ′′ 的中心，又 BBAA ′=′   

∴依點對稱圖形性質可推知：點 3K 在BC上。 

(6)∵ 4ZKSGRQ == ， 42

1

2

1
)(

2

1
ZKRQPQhCMHD ===′′=  

∴點 4K 在 DC ′ 上。 

(7)故可證得： 1PK 可為P碰撞 AD、 AB、BC、CD、 AD五顆星撞至Q的撞擊

方向，且OA可為P碰撞 AD、AB、BC、CD、AD五顆星撞至Q的正確撞擊

方向。 

【定理 R－6】如圖， ABCD為矩形球台，M 為 PQ中點，過M 作 ADDM //′ ，

且使 ADDM =′ ，作矩形 ≅′′′ DMBM 矩形 ABCD，延長 AB、 MB ′′ 相交於W，延

長 AD、 MD ′′ 相交於 Z，連WZ、 AM ′ ，令WZ、 AM ′ 相交於O，作 AMPK ′//1 ，

且 1PK 交 AD於 1K ，則OA與 1PK 皆為P碰撞 AD、 AB、BC、CD、 AD、 AB

六顆星撞至Q的撞擊方向。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

(1)如圖，作 ABPR // ， ADRQ // 。 
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N ′
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(2)過 P作 ZMAW ′ 的碰撞迴路 EFKK 21 ，過Q作 ZMAW ′ 的碰撞迴路GHXY，過R

作 ZMAW ′ 的碰撞迴路 STUV與 YXHG ′′′′ 。 

(3) DM ′∵ 為PR的中垂線 ∴可令 FK1 、 SV、 DM ′相交於N，且 RNPN = 。 

(4) BM ′∵ 為RQ的中垂線 ∴可令GH、 SV、 BM ′相交於N ′，且 NQNR ′=′ 。 

(5)令 EK 2 與TU相交於 3K ， XY與TU相交於 4K 。 

(6)∵ O點為矩形 ZMAW ′ 的中心   ∴依點對稱圖形性質可推知：點 3K 在 BC

上， 4K 在CD上。 

(7)由 4K 、Y、G在同一碰撞迴路GHXY 上，可證得： 1PK 可為P碰撞 AD、AB、

BC、CD、AD六顆星撞至Q的撞擊方向，且OA可為P碰撞 AD、AB、BC、

CD、 AD、 AB六顆星撞至Q的正確撞擊方向。 

【定理 R－7】如圖，ABCD為矩形球台，M 點為PQ的中點，過M 作 BCMI ⊥ ，

且令MI與BC相交於 I ；在MI上取 A′，且使 )(
2

1
PQvIA =′ ；作 ADDA //′′ ， 

ADDA =′′ ；作矩形 ≅′′′′ DMBA 矩形 ABCD；延長 AB、 MB ′′ 相交於W，延長

AD、 MD ′′ 相交於 Z；連WZ 、 AM ′ ，令WZ 、 AM ′ 相交於O；作 AMPK ′//1 ，

且 1PK 交 AD於 1K ，則OA與 1PK 皆可為P碰撞 AD、AB、BC、CD、AD、AB、

BC七顆星撞至Q的撞擊方向。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【證明】 
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(1)如圖，作 ABPR // ， ADRQ // 。 

(2)過 P 作 ZMAW ′ 的碰撞迴路 EFKK 21 ，過Q 作 ZMAW ′ 的碰撞迴路 STUV ，過 R

作 ZMAW ′ 的碰撞迴路GHXY 。 

(3)令 EK2 與 BC 相交於 3K ，過 3K 作 ZMAW ′ 的碰撞迴路 YXHG ′′′′ ，且令 FK1  與

YG ′′ 相交於 1O ， GH 與 YG ′′ 相交於 2O ， FK1 與 BC 相交於 3O ， FK1 與 RQ 相

交於 I ′。 

(4)作 PRMM ⊥′′ ，且 MM ′′ 交 FK1 於 N 。 

(5) MM ′′∵ 為 PR 的中垂線  INNPNR ′==∴ ， 21// KKNR 。 

(6)∵O 點為矩形 ZMAW ′ 的中心，依點對稱圖形性質可推知：點 1O 在 DA ′′ 上。 

  又 IARM ′=′′ ⇒ 31OOIN =′ ， 312 OOOIRN ∠=′∠ ， 21OONR =  

⇒ 321 OOOINR ∆≅′∆ ⇒點 2O 在 BC 上。 

(7)令 HX ′′ 與CD 相交於 4K ，過 4K 作 ZMAW ′ 的碰撞迴路 6565 KKKK ′′ ，並令 65KK ′

與 SV 相交於 7K 。 

(8)∵O 點為矩形 ZMAW ′ 的中心，依點對稱圖形性質可推知： BM ′、 65KK ′ 、 YG ′′

共點（令此點為 4K ′ ）。 

(9)令 SV 與GH 相交於點 N ′ ⇒ QNRN ′=′  

又 BM ′為 RQ 的中垂線⇒點 N ′在 BM ′上⇒四邊形 247 OKKN ′′ 為菱形 

⇒ BC 為 4KN ′′ 的中垂線⇒ 7K 在 BC 上。 

(10)由以上推論可證得： 1PK 為 P 碰撞 AD、 AB 、BC 、CD、 AD、 AB 、BC 七

顆星撞至Q 的撞擊方向（碰撞點依序為 1K 、 2K 、 3K 、 4K 、 5K 、 6K 、 7K ），

且 OA 可為 P 碰撞 AD 、 AB 、 BC 、 CD 、 AD 、 AB 、 BC 七顆星撞至Q 的撞

擊方向。 
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【定理 R－8】如上圖，ABCD為矩形球台，M 為PQ中點，在 ABCD內部取點 A′， 

分別在BC、CD取點 I 與 J，使 )(
2

1
PQvIA =′ ， )(

2

1
PQhJA =′ ，且使 BCIA ⊥′ ， 

CDJA ⊥′ ；作 ADDA //′′ ，且使 ADDA =′′ ，作矩形 ≅′′′′ DMBA 矩形 ABCD；延

長 AB、 MB ′′ 相交於W，延長 AD、 MD ′′ 相交於 Z，連WZ、 AM ′ ，令WZ、 AM ′

相交於O，作 AMPK ′//1 ，且 1PK 交 AD於 1K ，則OA與 1PK 皆可為 P碰撞 AD、

AB、BC、CD、 AD、 AB、BC、CD八顆星撞至Q的撞擊方向。 

【證明】 

(1)如圖，過 P作 ZMAW ′ 的碰撞迴路 EFKK 21 ，過M 作 ZMAW ′ 的碰撞迴路

UVKK 65 ，過Q作 ZMAW ′ 的碰撞迴路GHXY 。 

(2)令 EK2 與BC相交於 3K ， UK 6 與BC相交於 7K ， VK5 與CD相交於 4K ，GY與

CD相交於 8K 。 

(3)作 BCIO ⊥′ ，且 IO ′交BC於 I ′；作 CDJO ⊥′ ，且 JO ′交CD於 J ′。 

(4)∵O點為矩形 ZMAW ′ 與 ICJA′ 的中心，又 )(
2

1
PQvIA =′ ， )(

2

1
PQhJA =′  

∴ )(
2

1
)(

4

1

2

1
MQvPQvIAIO ==′=′ ， )(

2

1
)(

4

1

2

1
MQhPQhJAJO ==′=′ 。 

(5)∵ OAPK //1 ，依「定理 R－4」⇒ 1PK 為P碰撞 AD、 AB、BC、CD四顆星

撞至M 的撞擊方向（碰撞點依序為 1K 、 2K 、 3K 、 4K ）。 

(6)∵ OAMK //5 ，依「定理 R－4」⇒ 5MK 為M 碰撞 AD、 AB、BC、CD四顆

星撞至Q的撞擊方向（碰撞點依序為 5K 、 6K 、 7K 、 8K ）。 

(7)由以上推論可證得：OA與 1PK 皆可為P碰撞 AD、AB、BC、CD、AD、AB、

BC、CD八顆星撞至Q的撞擊方向（碰撞點依序為 1K 、 2K 、 3K 、 4K 、 5K 、

6K 、 7K 、 8K ）。 

肆肆肆肆、、、、推論與結論推論與結論推論與結論推論與結論 

一一一一、、、、對邊對邊對邊對邊碰碰碰碰撞撞撞撞n 顆星顆星顆星顆星的第一的第一的第一的第一碰撞碰撞碰撞碰撞點點點點與撞擊方與撞擊方與撞擊方與撞擊方向向向向：：：： 

 

 

 

 

 

 

 

如圖， 10HRVT 、 1010THNG 為矩形， 1T 、 2T 、 3T 、 4T 、 5T 、 6T 、 7T 、 8T 、 9T

十等分 10HT ； 1G 、 2G 、 3G 、 4G 、 5G 、 6G 、 7G 、 8G 、 9G 十等分 10NG ，以下

對於任一個不大於 10的正整數 i而言，若 iQ′表示球台 10HRVT 上，以P為起點，

對邊 i次完全碰撞路線的終點； iQ 表示球台 1010THNG 上，以 P為起點，對邊 i次

碰撞路線的終點，由圖中五個內部塗色之菱形的對角線（與 10HT 互相垂直者），

它們的長度比由左而右為 5:4:3:2:1 ，可推知下列性質成立： 
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(1) )(
1

PHGQ
i

RN ii −= ， RNiQQ ii ×−=′ )1(    1=∀i 、3、5、7、9 

(2) )(
1

PHTQ
i

RN ii −= ， RNiQQ ii ×=′    2=∀i 、4、6、8、10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二二二二、、、、繞球繞球繞球繞球台台台台n 顆星顆星顆星顆星的第一的第一的第一的第一碰撞碰撞碰撞碰撞點與撞擊方點與撞擊方點與撞擊方點與撞擊方向向向向 

以下固定球台上的撞擊方向，是為了比較、了解在不同球台與不同碰撞次數

的條件下，黑盒子中心、球台中心與出發點位置、目標點位置之間的關係，並進

一步找出在同一球台上繞球台n（ 4>n ）顆星的可行撞擊方向。 

(一一一一)繞球繞球繞球繞球台台台台 14 +k （（（（ Nk ∈ ））））顆星顆星顆星顆星的的的的黑盒子中心黑盒子中心黑盒子中心黑盒子中心：：：：第一第一第一第一碰撞碰撞碰撞碰撞點與撞擊方點與撞擊方點與撞擊方點與撞擊方向向向向 

以下球台的構建步驟是先作出 1111 DCBA ，再依其路線，以各邊每次向外增加

)/(
2

1
QPa× 、 )/(

2
1

QPb× 、 )/(
2

1
QPa× 、 )/(

2
1

QPb× 的方式，依序作出 2222 DCBA 、

3333 DCBA 、 4444 DCBA ，且撞擊P後的停置點皆為Q。 

H

P

2Q

N

R V

1K 1T

4Q

6Q

8Q

10Q

10T
2T 4T 6T 8T3T 5T 9T7T

1Q

7Q

3Q
5Q

9Q

1G 2G 4G
3G

10G6G 8G
9G7G

5G

2Q′
4Q′ 6Q′

8Q′ 10Q′

7Q′3Q′
5Q′

9Q′1Q′

A

B C

D

也就是說，若想由 HN 上的 P 點對邊碰撞 n 次至 nnGT 上的 nQ 點，則必須在

HN 上確定出 R 點的位置，以及在 nHT 上確定出 n 等分 nHT 的第一個等分點 1T

點的位置（即最接近 H 點的等分點），連 1RT ，作 11 // RTPK ，且 1PK 交 HT 於 1K ，

則 1K 即為 P 點對邊碰撞 n 顆星撞至 nQ 的第一碰撞點。其中 R 點的位置如下： 

(1) PHGQ
n

RN nn −= 1
， RNnQQ nn ×−=′ )1(    1=∀n 、3、5、7、9、…… 

  當 PHGQ nn > 時，R 落在 HN 上；當 PHGQ nn < 時，R 落在球台外的 HN 上。 

(2) )(
1

PHTQ
n

RN nn −= ， RNnQQ nn ×=′    2=∀n 、4、6、8、10、…… 

當 PHTQ nn > 時，R 落在 HN 上；當 PHTQ nn < 時，R 落在球台外的 HN 上。 
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如上圖，在 1111 DCBA 球台上，由 P 繞球台 5 顆星（碰撞點以「△」表示）碰

撞至Q，黑盒子中心為 1M ；在 2222 DCBA 球台上，由 P 繞球台 9 顆星（碰撞點以

「▲」表示）碰撞至 Q ，黑盒子中心為 2M ；在 3333 DCBA 球台上，由 P 繞球台

13 顆星（碰撞點以「◇」表示）碰撞至 Q ，黑盒子中心為 3M ；在 4444 DCBA 球

台上，由 P 繞球台 17 顆星（碰撞點以「◆」表示）碰撞至Q，黑盒子中心為 4M 。 

令 ONGAOv =)/( 1   ∵ =SC4 )/(
2
1

QPb×   

∴ =ON )/(
4
1

QPb×  

∵ === 433221 MMMMMM )/(
4
1

QPb× ON=  

若設 iOM 與 GAi 相交於 iX （∀ 1=i ，2，3，4） 
由 iONX∆ ～ ii XMM 1∆ （ ∀ =i 2 ， 3 ， 4 ）

⇒ ii OM
i

OX ×= 1
（∀ 1=i ，2，3，4） 

也就是說，若 P 、Q 為球台 ABCD 上的相異兩點，M 為 PQ 中點，由 P 點繞

球台 14 +k （ Nk ∈ ）顆星撞至 Q 點，則必須確定 ABCD 的中心點 O 的位置，以

及確定黑盒子與黑盒子中心 kM 的位置，在 kOM 上確定出 k 等分 kOM 的第一個

等分點 kX 點的位置（即最接近O 點的等分點），則 AX k 即為 P 繞球台 14 +k 顆星

碰撞至Q 的撞擊方向。其中黑盒子的位置如下： 

2A

2B 2C

1D

ME

F

S

P
H

1A

1B 1C

2D

3A

3B 3C

3D

4A

4B 4C

4D

Q

O
1M

3M

4M

2M

G

N

iM

G

O

N

iM

1M

1A

iX

)/(
4

1
QPb×

)/(
4

1
QPb

i ×−
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(1)當 )/()/( ABQdABPd < 時，則黑盒子矩形EBFH（E、F分別在 AB、BC上， 

EH 通過M 點）中， )(
2

1
PQhADEH −= 。（如下圖(1)） 

(2)當 )/()/( ABQdABPd > 時，則黑盒子矩形EBFH（E、F分別在 AB、BC上， 

EH 通過M 點）中， )(
2

1
PQhADEH += 。（如下圖(2)） 

 

 

 

 

 

 

 

(二二二二)繞球繞球繞球繞球台台台台 24 +k （（（（ Nk ∈ ））））顆星顆星顆星顆星的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以上球台的構建步驟是先作出 1111 DCBA ，再依其路線，每次將球台向 11 AD 平

移 )/( 1QPa 的方式，依序作出 2222 DCBA 、 3333 DCBA 、 4444 DCBA ，而撞擊 P後

的停置點依序為 2Q 、 3Q 、 4Q 。 

如上圖，在 1111 DCBA 球台上，中心點為 1O ，由P繞球台 6 顆星（碰撞點以

「△」表示）碰撞至 1Q ，黑盒子中心為 1M ；在 2222 DCBA 球台上，中心點為 2O ，

由P繞球台 10 顆星（碰撞點以「▲」表示）碰撞至 2Q ，黑盒子中心為 2M ；在

3333 DCBA 球台上，中心點為 3O ，由P繞球台 14顆星（碰撞點以「◇」表示）碰

撞至 3Q ，黑盒子中心為 3M ；在 4444 DCBA 球台上，中心點為 4O ，由P繞球台 18

D

E

F

H

A

B C

M

P

Q

1M

)1(圖

D

F

A

B C

M

P

Q

1M

HE

)2(圖

2A

2B 2C

1D

G

1A

1B 1C

2D
3A

3B 3C

3D4A

4B 4C

4D

E

F

M

P

1Q

2Q

3Q

4Q

2O 1O3O4O

2X3X4X

N

1M
3M

4M
2M
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顆星（碰撞點以「◆」表示）碰撞至Q，黑盒子中心為 4M 。 

令 NOGAOh ii =)/( 1 （∀ 1=i ，2，3，4） 

∵ =SC1 )/(
2
1

1QPa×     

∴ =NO1 )/(
4
1

1QPa×  

⇒ =NOi )/(
4
1

)1()/( 11 QPaiQPa ×+−×  

)
4
3

()/( 1 −×= iQPa （∀ 1=i ，2，3，4） 

又 =)/( 1GAMh i )1(
4
3

)/()1(]
4
1

)/(
2
1

)/([ 111 −×=−××+× iQPaiQPaQPa  

若 i等分 iiMO ，並取 iiMO 的第一個等分點 iX 點的位置（即最接近 iO 點的等分

點），則 =)/( 1GAXh i )/( 1GAMh i i

i
GAMhNO ii

1
)]/([ 1

−×−+ +−×= )1(
4
3

)/( iQPa  

i

i
iQPaiQPa

1
)]1(

4
3

)/()
4
3

()/([
−×−×−−×+ )1()/( −×= iQPa （∀ 1=i ，2，3，4） 

又 ×−= )1(1 iAAi )/( QPa  （∀ 2=i ，3，4）  GAAX ii 1//∴  

也就是說，若P、Q為球台 ABCD上的相異兩點，M 為PQ中點，由P點繞

球台 24 +k （ Nk ∈ ）顆星撞至Q點，則必

須確定 ABCD的中心點O的位置，以及確定

黑盒子與黑盒子中心 kM 的位置，在 kOM 上

確定出 k等分 kOM 的第一個等分點 kX 點的

位置（即最接近O點的等分點），則 AX k 即

為 P繞球台 24 +k 顆星碰撞至Q的撞擊方

向。其中黑盒子的位置如下：過M 點作 CDME ⊥ （垂足為E）、 BCMF ⊥ （垂

足為F），則黑盒子為矩形MECF （如右圖）。 

(三三三三)繞球繞球繞球繞球台台台台 34 +k （（（（ Nk ∈ ））））顆星顆星顆星顆星的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向 

以下球台的構建步驟是先作出 1111 DCBA ，再依其路線，以各邊每次向外增加

)/(
2

1
QPa× 、 )/(

2
1

QPb× 、 )/(
2

1
QPa× 、 )/(

2
1

QPb× 的方式，依序作出 2222 DCBA 、

3333 DCBA 、 4444 DCBA ，且撞擊P後的停置點皆為Q。 

D

E

F

A

B C

M
P

Q

1M

N

G

iO

iM

iX

)/()
4
3

( 1QPai ×−

)/()1(
4

3
1QPai ×−

1A
)1(:1: −= iMXXO iiii
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如上圖，在 1111 DCBA 球台上，中心點為 1O ，由P繞球台 7 顆星（碰撞點以

「△」表示）碰撞至 1Q ，黑盒子中心為 1M ；在 2222 DCBA 球台上，中心點為 2O ，

由P繞球台 11 顆星（碰撞點以「▲」表示）碰撞至 2Q ，黑盒子中心為 2M ；在

3333 DCBA 球台上，中心點為 3O ，由P繞球台 15顆星（碰撞點以「◇」表示）碰

撞至 3Q ，黑盒子中心為 3M ；在 4444 DCBA 球台上，中心點為 4O ，由P繞球台 19

顆星（碰撞點以「◆」表示）碰撞至Q，黑盒子中心為 4M 。 

令 ONGAOv =)/( 1   ∵ =SC4 )/(
2
1

QPb×    

∴ =ON )/(
4
1

QPb×  

∵ =)/( 1GAMv i =ii NM )/(
4

1
QPb

i ×−
（∀ 2=i ，3，4） 

若設 iOM 與 GAi 相交於 iX （∀ 2=i ，3，4） 

由 iONX∆ ～ iii XNM∆ （∀ =i 2，3，4）⇒ ii OM
i

OX ×= 1
（∀ 1=i ，2，3，4） 

也就是說，若P、Q為球台 ABCD上的相異兩點，M 為PQ中點，由P點繞

球台 34 +k （ Nk ∈ ）顆星撞至Q點，則必須確定 ABCD的中心點O的位置，以

及確定黑盒子與黑盒子中心 kM 的位置，在 kOM 上確定出 k等分 kOM 的第一個

等分點 kX 點的位置（即最接近O點的等分點），則 AX k 即為P繞球台 34 +k 顆星

碰撞至Q的撞擊方向。其中黑盒子的位置如下： 
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)1(圖

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(四四四四)繞球繞球繞球繞球台台台台 44 +k （（（（ Nk ∈ ））））顆顆顆顆星星星星的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向的第一碰撞點與撞擊方向 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

以上球台的構建步驟是先作出 1111 DCBA ，再依其路線，每次將球台向 11 AD 平

移 )/( 1QPa 的方式，依序作出 2222 DCBA 、 3333 DCBA 、 4444 DCBA ，而撞擊 P後

的停置點依序為 2Q 、 3Q 、 4Q 。 

如上圖，在 1111 DCBA 球台上，中心點為 1O ，由P繞球台 8 顆星（碰撞點以

「△」表示）碰撞至 1Q ，黑盒子中心為 1M ；在 2222 DCBA 球台上，中心點為 2O ，

由P繞球台 12 顆星（碰撞點以「▲」表示）碰撞至 2Q ，黑盒子中心為 2M ；在

D
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1D

M
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(1)當 )/()/( ADQdADPd < 時，則黑盒子矩形ECFH （E、F分別在CD、BC

上，FH 通過M 點）中， )(
2

1
PQvCDED −= 。（如下圖(1)） 

(2)當 )/()/( ADQdADPd > 時，則黑盒子矩形ECFH （E、F分別在CD、BC  

上，FH 通過M 點）中， )(
2

1
PQvCDED += 。（如下圖(2)） 
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3333 DCBA 球台上，中心點為 3O ，由P繞球台 16顆星（碰撞點以「◇」表示）碰

撞至 3Q ，黑盒子中心為 3M ；在 4444 DCBA 球台上，中心點為 4O ，由P繞球台 20

顆星（碰撞點以「◆」表示）碰撞至Q，黑盒子中心為 4M 。 

令 NOGAOh ii =)/( 1 （∀ 1=i ，2，3，4）   

∵ =SC1 )/(
2
1

1QPa×    

∴ =NO1 )/(
4
1

1QPa×  

⇒ =NOi )/(
4
1

)1()/( 11 QPaiQPa ×+−×  

)
4
3

()/( 1 −×= iQPa （∀ 1=i ，2，3，4） 

又 =)/( 1GAMh i )1(
4
3

)/()1(]
4
1

)/()/([ 111 −×=−××− iQPaiQPaQPa  

若 i等分 iiMO ，並取 iiMO 的第一個等分點 iX 點的位置（即最接近 iO 點的等分點） 

則 =)/( 1GAXh i )/( 1GAMh i i

i
GAMhNO ii

1
)]/([ 1

−×−+ )1(
4
3

)/( −×= iQPa  

i

i
iQPaiQPa

1
)]1(

4
3

)/()
4
3

()/([
−×−×−−×+ )1()/( −×= iQPa （∀ 1=i ，2，3，4） 

又 ×−= )1(1 iAAi )/( QPa  （∀ 2=i ，3，4）  GAAX ii 1//∴  

也就是說，若P、Q為球台 ABCD上的相異兩點，M 為PQ中點，由P點繞

球台 44 +k （ Nk ∈ ）顆星撞至Q點，則必須確定 ABCD的中心點O的位置，以

及確定黑盒子與黑盒子中心 kM 的位置，在 kOM 上確定出 k等分 kOM 的第一個

等分點 kX 點的位置（即最接近O點的等分點），則 AX k 即為P繞球台 44 +k 顆星

碰撞至Q的撞擊方向。其中黑盒子（中心點令為 1M ）的位置如下：  
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(1)當 )/()/( ABQdABPd < ， )/()/( ADQdADPd < 時，則黑盒子矩形 ECFH（ E 、 

F 分別在CD 、 BC 上）中， )(
2

1
PQvEC = ， )(

2

1
PQhFC = 。（如上頁圖(1)） 

(2)當 )/()/( ABQdABPd > ， )/()/( ADQdADPd < 時，則黑盒子矩形 ECFH（ E 、 

F 分別在CD 、 BC 上）中， )(
2

1
PQvEC = ， )(

2

1
PQhBCCFBCBF +=+= 。 

（如上頁圖(2)） 

(3)當 )/()/( ABQdABPd < ， )/()/( ADQdADPd > 時，則黑盒子矩形 ECFH（ E 、 

F 分別在CD 、 BC 上）中， )(
2

1
PQhFC = ， )(

2

1
PQvCDECCDDE +=+= 。 

（如上圖(3)） 

(4)當 )/()/( ABQdABPd > ， )/()/( ADQdADPd > 時，則黑盒子矩形 ECFH（ E 、 

F 分 別 在 CD 、 BC 上 ） 中 ， )(
2

1
PQvCDECCDDE +=+= ，

CFBCBF += )(
2

1
PQhBC += 。（如上圖(4)） 

(五五五五)繞球繞球繞球繞球台台台台之之之之碰撞碰撞碰撞碰撞位置位置位置位置與行進路線與行進路線與行進路線與行進路線 

之前推論三顆星以上之繞球台定理時，雖然刻意以依序繞球台的方式呈現並

推證，但實際上，如果將之前所有附圖中 P 點或Q 點位置改變，且依據作圖理論

和步驟確立撞擊方向，則 P 點仍然可以繞球台撞至Q 點位置。也就是說，P 點或

Q 點的位置改變，頂多會改變 P 點行進的碰撞位置、次序與方向，即使沒有依序

繞球台，也不會改變定理的成立性。而且若發生洗袋情況（此時部分路線會重合

並通過球台頂點）， P 點仍可照原定碰撞次數（碰撞一個球台頂點以碰撞 2 次計

算）撞至Q 點位置。 

以下從探究同一球台上「依序」與「非依序」的路線關係，可以讓我們更加

確立撞擊作圖理論的正確性。 

下頁圖(1)是依照前述作圖判定理論，在球台 ABCD 上完成將 1P 點撞至 1Q 點
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的九顆星碰撞路線圖，若通過 1P 點、 1Q 點分別作 ABEF // ， ABGH // ，接著又

在 EF 上取 2P 點，再以同 1P 點相同之初始撞擊方向將 2P 點撞出，且於九顆星後撞

至GH 上的 2Q 點。 

利用鏡射變換，我們發現 1P 點撞至 1Q 點的總路線長等於 2P 點撞至 2Q 點的總

路線長，也就是說，這兩條碰撞路線長可以替換成兩條平行且又等長的線段（如

圖(2)的示意圖），因此可推知： 2121 QQPP = ，並得知：若在未撞擊 1P 點與 2P 點

前，依據判定理論分別得出 1P 點撞至 1Q 點、 2P 點撞至 2Q 點之繞球台九顆星的「黑

盒子中心」，則這兩個「黑盒子中心」的位置是相同的，只是 1P 撞至 1Q 的路線行

進方向是依序繞球台，但 2P 撞至 2Q 的路線行進方向是非依序繞球台。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

下頁圖(3)同樣也是依照前述作圖判定理論，在球台 ABCD 上找出一個 1P 點

繞球台九顆星撞至 1Q 點的初始撞擊方向 AX1 （其黑盒子為矩形 BRST ，黑盒子中

心為 1M ），首先通過 1P 點、 1Q 點分別作 ABEF // ， ABGH // ，接著又在 EF 上取

2P 點，在GH 上取 2Q ，且使得 2121 QQPP = ，再判定出繞球台九顆星的初始撞擊

方向為 AY1 （其黑盒子中心為 2M ），並得出 2P 撞至 2Q 的依序繞球台九顆星的行

進路線。 

因為 ABYX //11 ， 112121 42 YXMMPP ×=×= ， TCEG ×= 2 ，利用鏡射變換，

我們可發現 1P 撞至 N 點的總路線長等於 AX 14 × ； 2P 撞至 N 點的總路線長等於

AY14 × ，又 2P 點由 N 撞至 2Q 點的總路線長等於 AY14 × ，由此推知： 1P 點由 N 點

起算再行進 AX 14 × 的路線長後，將撞至 GH 上的 1Q 點（如圖(4)的示意圖）。也

就是說，若在未撞擊 1P 點前，依據判定理論得出 1P 點繞球台九顆星撞至 1Q 點的

初始撞擊方向，並依此方向將 1P 點撞出，雖然 1P 的行進路線是非依序繞球台，

但 1P 點必可撞至 1Q 點。 

H

O

1M

B C

DA

1Q

2Q

1P

2P

GE

F

)1(圖
2Q

1P

2P

1Q

)2(圖



 25

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們可利用類似於前段繞球台九

顆星的推證方式，藉由掌握同一球台

上黑盒子中心的位置關係與「依序」、

「非依序」的路線關係，證實本文提

出之各種繞球台撞擊方向判定法的全

面適用性。 

最後，對於任意一個以作圖理論確立的撞擊圖形，也可以不斷「翻球台」的

方式證明本文判定法的成立性。我們以非依序繞球台九顆星與十顆星為例說明如

下： 

(1)非依序繞球台九顆星： 

    下圖(5)中， P 、Q 為球台 ABCD 上的兩點， M 為 PQ 中點， 1M 為繞球台

14 +k （ Nk ∈ ）顆星的黑盒子中心， 1X 為 1OM 中點，若設 xAD = ， yAB = ， 

kADMd =)/( ，則
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1
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1
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1
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    我們另以不斷「翻球台」方式（如下頁圖(6)）求得
)(4

24

)(

)(

PQhx

ky

QPh

QPv

−
+=

′
′

。 

 

ky
4

1

2

1 + k

P

O

M
1MQ

A

B C

D

)(
8

1

2

1
PQhx −

1X

)5(圖

2Q

1P
2P

1Q

N

)4(圖
B C

A D

1P

2P

1Q

2Q O

1M

2M 1X
1Y

H

GE

F

R S

)3(圖

N

T



 26

 

 

 

 

 

 

∵

)(
8

1

2

1
4

1

2

1

)(4

24

PQhx

ky

PQhx

ky

−

+
=

−
+

    ∴ AX1 即為 P 繞球台九顆星碰撞至 Q 的撞擊

方向。 

(2)非依序繞球台十顆星： 

下圖(7)中， P 、Q 為球台 ABCD 上的兩點， M 為 PQ 中點， 1M 為繞球台

24 +k （ Nk ∈ ）顆星的黑盒子中心， 1X 為 1OM 中點，若設 xAD = ， yAB = ， 

kADMd =)/( ， nABMd =)/( ，則
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我們另以不斷「翻球台」方式（如下圖(8)）求得
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  ∴ AX1 即為 P 繞球台十顆星碰撞至Q 的撞擊方向。 
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綜合以上圖(1)至圖(8)的圖示與證明得知：若依據本文研究得出的理論，在

固定球台上，判定出P點繞球台n顆星撞至Q點的初始撞擊方向，並依此方向將

P點撞出，則點P必能撞至點Q位置，其碰撞路線可能是依序繞球台，也可能不

是依序繞球台。 

期待本文的研究結果，可以豐富撞擊的作圖理論，並作為實際撞擊（包括

撞球）上的應用參考。 
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【評語】030411  

研究撞球台上鏡射的原理，並發展出幾個定理，數學的推導

完整，對國中生，為不錯的學習幾何的作品。 
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