
R中華民國 第 50 屆中小學科學展覽會 

作品說明書 
 

 

國中組  數學科 

 

佳作 

 

030410 

揭開獨目美女神秘的面紗 

 

學校名稱：高雄縣立鳳山國民中學 

作者： 指導老師： 

國二 管敏仁 

國二 曾永恩 

國二 呂俊益 

 

廖士凱 

杜鴻祥 

 

 

關鍵詞：益智遊戲、棋子顏色改變、棋盤對稱性 



 1 

摘要 
    獨目棋盤的定義：在 m×n 的方格棋盤最右上角方格中先放置一個黑色棋子，其餘方格皆

為空格，有如白眼球中的黑色瞳孔，故稱之。 
    獨目棋盤的棋子放置規則：最右上角方格中先放置一個黑色棋子，之後每次可以在剩餘

空格中放入一個白色棋子，並且同時改變相鄰方格中棋子的顏色，即黑改白，白改黑，若是

空格就無變化。 
    本文證明了什麼樣的獨目棋盤在放滿棋子後，會讓方格內的棋子都變成白色棋子，並且

找出可以令人依循的放棋原則，以及對所有棋盤設計一種通用放法，最後算出一些棋盤的所

有放法。此外，我們改變黑棋的初始位置與初始黑棋的數目（可為 0），試著探討與原棋盤的

不同之處。 

 

壹、研究動機 
     
     
 
 
     
 
 
 

 

貳、研究目的 
一、找出哪些獨目棋盤在放滿棋子後，能使全部方格上都變成白色棋子。 
二、給出一些可以令人依循的放棋原則，並設計一個可以用於所有棋盤的通用放法。 
三、找出一些獨目棋盤的所有放法。 
四、改變黑棋的初始位置，探討將棋盤變型後，相關問題的答案與原棋盤的不同之處。 
五、改變初始黑棋的數目（可為 0），繼續探討棋盤的另一種變型，並比較與原獨目棋盤的不

同之處。 

 

參、研究設備及器材 
白紙、方格紙、筆、圍棋、圍棋板、電腦。 

 

有一天在網路上查資料，看到了一個題目： 
在 8×8 的方格棋盤最右上角方格中先放置一個黑色棋子，之後每次可以在剩餘空格中放

入一個白色棋子，並且同時改變相鄰方格中棋子的顏色（黑改白、白改黑）。問棋盤在放滿棋

子後，是否能使全部方格上都變成白色棋子，試證明你的推論。 

    當時覺得這個題目和點燈遊戲都是改變棋子的顏色，所以認為與點燈遊戲相似，而點燈

遊戲會用到我們所學過的對稱圖形（康版第 4 冊 2−2）的觀念。但後來發現獨目棋盤與點燈

遊戲有 3 點不同，分別是「相鄰方格的意義」、「棋子變色的方式」、「初始棋盤的形式」。正因

如此，此問題引起了我們的興趣，於是開始了我們的研究之路。 
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 3、[m×n]棋盤：代表此棋盤把獨目棋盤黑棋的初始位置改變，可視為獨目棋盤的變型。 
4、[m×n，j]棋盤：代表此棋盤把獨目棋盤初始黑棋的數目改變（可為 0），其中 j 即為

黑棋的數目，此棋盤可視為獨目棋盤的另一種變型。其中[m×n，1]
棋盤可視為[m×n]棋盤。 

5、S(m×n)：m×n 有解棋盤的所有解法數，或稱做總解法數。若 m=1，則簡記為 S(n)。 
6、S([m×n])：[m×n]有解棋盤的所有解法數。若 m=1，則簡記為 S([n])。 
7、S([m×n，j])：[m×n，j]有解棋盤的所有解法數。若 m=1，則簡記為 S([n，j])。 
8、n!：n!=1×2×……×n。 

肆、研究過程與方法 
名詞與符號定義 

（一）名詞定義 
    1、相鄰方格：有共同的頂點的方格。如下圖，白色為棋子，灰色方格即為其相鄰方格。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（二）符號定義 
    1、m×n 棋盤：代表此獨目棋盤有 m 個直行，n 個橫列，也可簡記為 m×n。 
    2、（a，b）：代表 m×n 棋盤中第 a 行第 b 列的方格位置，其中 1≦a≦m，1≦b≦n。 
        例： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9、
1

n

k
k

a

 ：（1）∑：讀做 sigma，「相加」的意思。（2） 1 2 1

1
=

n

k n n
k

a a a a a


     。 

 
一、m×n 有解棋盤 
    一開始我們放白棋時，就像是亂槍打鳥。m×n 棋盤有時有解，有時無解，而且也不知道

   

 ○  

   

 

○  

  

 

  

○  

  

 

白棋在（2，1） 白棋在（1，2） 

2、有解棋盤：若存在一種放法，在棋子放滿棋盤後，能使得所有棋子都是白色棋子。 
3、無解棋盤：若不是有解棋盤，則稱做無解棋盤。 
4、棋盤解法：能使棋盤成為有解棋盤的放法，也簡稱為解法。 
5、行與列：直排方格稱做「行」，由左到右分別為第 1 行至最後 1 行。橫排方格稱做          

「列」，由上到下分別為第 1 列至最後 1 列。 
6、棋盤的同構性：在 2 棋盤剩餘空格中，若不同位置的方格的相鄰方格相同，則這 2

個棋盤剩下的空格顏色改變總次數相同。此時我們稱這 2 個棋盤同

構，詳見 P.13、P.14。 
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是什麼原因造成棋盤有解、無解。於是我們試著深入研究棋子顏色改變的原因，期望能幫助

我們找到解題途徑。 
 
（一）棋子顏色改變原理（之後簡稱為色變原理） 
      色變原理：棋子顏色改變的次數與放棋時該棋子周圍的空格數目相同。 

      證明：根據獨目棋盤的棋子放置規則，我們知道棋子顏色的改變是由相鄰棋子放入時

改變的，所以放棋時棋子周圍的空格有幾格，則棋子顏色改變的次數就有多少次。 
     
（二）放棋要點 1 
          
 
 

如下例。 
       
      例：前 3 個棋子的放棋順序為（2，1）、（2，3）、（3，4），接下來第 4 個棋子只可以放

在（1，1）、（1，3）、（1，4）、（3，2）其中一個位置，不可放在其它位置。 
 
 
 
 
 
 
（三）m×n 有解棋盤的證明 
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（2，1）、（2，3）、（3，4） 

定理 1：m×n 為有解棋盤 m×n 獨目棋盤，其中 m、n 為一偶數，一奇數。 
證明： 
( )1. 棋盤的每一條內邊（方格的邊）為 2 個相鄰方格的共同邊，這一條邊即代表了

2 個棋子可發生一次顏色改變。而棋盤內部的每一個交點為 4 個方格的共同頂點，這

一個交點即代表了 2 雙斜相鄰的棋子各發生一次顏色改變，所以共有兩次顏色改變。 
    因為 m×n 棋盤為 m 行 n 列，所以共有(m−1)(n−1)個交點，及(m−1)×n+(n−1)×m 條

邊。所以所有棋子顏色改變總次數為 
    2(m−1)(n−1)+n(m−1)+m(n−1)＝2(m−1)(n−1)+2mn−(m+n)次。 
2. 因為獨目棋盤一開始就有一個黑棋，變白色需要改變顏色奇數次，其他棋子在放入

空格時是白色棋子，所以最後仍為自己需要改變顏色偶數次。故所有棋子顏色改變總

次數為奇數次。因為 m×n 為有解棋盤，所以 2(m−1)(n−1)+2mn−(m+n)為奇數。 
  2(m−1)(n−1)和 2mn 為偶數 

      m+n 為奇數 

因為白棋變色奇數次會變為黑棋；變色偶數次還是白棋。所以根據色變原理可知，

「每次放白棋時，它的周圍必須為偶數個空格，不然它最後一定會變成黑棋」，我們將

此稱為放棋要點 1。藉由此要點，可以幫助我們減少放棋的選擇，使得解法更有效率， 

藉由放棋要點 1，我們解出了不少小棋盤，也發現一些棋盤無論棋子怎麼放，都

是無解的。從這些棋盤解法中，我們觀察到 m×n 棋盤是否為有解棋盤，似乎與所有棋

子顏色改變總次數有關，於是我們著手證明哪些 m×n 棋盤為有解棋盤。 
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1×4  1×6  1×8  
●  ●  ●  

2  3  4  

1  1  1  

3  4  5  

  2  2  

  5  6  

    3  

    7  

 

由於每次放棋時都要花時間畫黑白棋（改變顏色），會容易忘記畫（改）或不小心

沒看到，很沒有效率。所以我們用數字 1、2、3、…、等，來代替白棋與白棋的放置

順序。因為數字代表順序，所以數字大的棋子可以改變數字小的棋子的顏色。如果想

知道在放棋過程中每個棋子的顏色，只需算出它周圍方格中有幾個數字比它大即可。 

      
      
      

 

二、m×n 有解棋盤的通用解法—單跳單連雙交連綜合解法 
         
 
 
 
 
（一）棋盤解法的簡易表示法 
       
       
       
       

  例：      1   2   
        1                      此棋盤解法的放棋順序為 
        2              （2，2）→（1，3）→（2，4） 
        3       →（1，5）→（1，4）→（1，2） 
        4              →（1，1）→（2，3）→（2，5） 
        5                            
 

（二）單行奇偶跳放法與單行連續放法 
          由於 m×n 棋盤太大，所以我們先從 1×n（n 為偶數）與 2×n（n 為奇數）研究起。 
      
    1、1×n 的解法－「單行奇偶跳放法」 
        1×n 的解法中，有奇數格與偶數格跳著放的規律，我們稱之為「單行奇偶跳放法」。 
        例：    
                
 
 
 
 
 
 
 
 
        證明： 
            在第 1 步裏，每次放白棋時，該白棋的周圍都是只有（1，2k）、（1，2k+2）這

7 ● 
6 1 
2 8 
5 3 
4 9 

第 1 步：將白棋依序從（1，3）、（1，5）、（1，7）

放到（1，n−1）。 
第 2 步：將白棋依序從（1，2）、（1，4）、（1，6）

放到（1，n）。 

  m 和 n 為一偶數，一奇數 
( )接著我們要確定所有 m×n 棋盤，其中 m、n 為一偶數，一奇數，確實都有解。所

以我們設計了一個適用於所有棋盤的通用解法。證明於後。 

為了完成上述的定理，我們研究這些棋盤的解法是如何操作。要先說明的是，因為

每次放的棋子數都是一顆，而且最後都要放滿棋盤，所以不會有次數最少的解法，故我

們的目標是找出所有解法或者是讓人可以依循的解法。 
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2×3  2×5  2×7  
4 ●  7 ●  10 ●  

3 1  5 1  7 1  

5 2  8 2  11 2  

   6 3  8 3  

   9 4  12 4  

      9 5  

      13 6  

 

從 2×n（n 為奇數）解法中，我們觀察到棋盤在第 1 行全空的狀況下，第 2 行可

以先放滿。這個發現使我們有一種想法，我們把 3×n 棋盤拆開來看。從第 3 行開始，

我們一次放 1 行，但馬上又發現每次放 1 行是不行的。因為如果使用單行奇偶跳放

法放滿第 3 行是不對的（如下例），會發現放的格子會錯誤。又如果使用單行連續放 

2 個空格，其中 k=1、2、…、 1
2
n
 ，所以符合放棋要點 1。 

            第 1 步結束後，棋盤剩下（1，2k）的空格，其中 k=1、2、…、
2
n

。所以在第 2

步裏，每次放白棋時，該白棋的周圍都是 0 個空格，也符合放棋要點 1。 
 
 
 
 
 
      
    2、2×n 的解法－「單行連續放法」與「單行奇偶跳放法」合併 

2×n 的解法中，第 1 行有奇數格與偶數格跳著放的規律，第 2 行有連續放的規律，

其中第 2 行的解法我們稱之為「單行連續放法」。 
        例： 
       
 
 
 
 
 
 
 
        證明： 

 
（三）雙行交叉連續放法 
    1、嘗試錯誤 
 
 
 

第 1 步：將白棋從（2，2）、（2，3）、 
（2，4）連續放到（2，n）。 

第 2 步：使用「單行奇偶跳放法」將白

棋放滿第 1 行。 

            由以上可知，我們每次放白棋都符合放棋要點 1，而且最後確實放滿棋盤，所

以「單行奇偶跳放法」可以是 1×n 的通用解法。 
             
            在這裡要特別說明的是，「單行奇偶跳放法」須依據放棋要點 1 來決定奇數格

先放或者偶數格先放，意即奇數格與偶數格並無一定的先後放置順序。 

            在第 1 步裏，放最後 1 個白棋時，它周圍的空格是（1，n−1）、（1，n），而放其

餘白棋時，該白棋的周圍都是（1，k−1）、（1，k）、（1，k+1）、（2，k+1）這 4 個空        
格，其中 k=2、3、…、n−1，所以在第 1 步裏每次放白棋都符合放棋要點 1。 

            第 1 步結束後，2×n 剩下[1×n，0]，我們可以先在（1，2k）放白棋，其中 k=1、

2、…、
1

2
n 

，然後再將白棋放滿剩餘的空格，此種放法即為 1×n 的「單行奇偶跳      

放法」，只是在這裏是先放偶數格，故在第 2 步裏每次放白棋也符合放棋要點 1。 
            由以上可知，我們每次放白棋都符合放棋要點 1，而且最後確實放滿棋盤，所    

以「單行連續放法」與「單行奇偶跳放法」合併後可以是 2×n 的通用解法。 
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        例： 

●   ● 

2    

1   1 

3 

一樣的位置、順序放

過去，會發現 1 就錯

了 
        → 

   

 
    2、4×n（n 為奇數）的解法 
           我們沿用之前的想法，把 4×n 拆成[3×n，0]與 1×n。我們先用單行連續放法放滿

1×n，所以接下來思考[3×n，0]的解法。 
      
     （1）[3×n，0]（n 為奇數）的解法－「雙行交叉連續放法」與「單行奇偶跳放法」合併 
              因為我們想在第 1 行使用「單行奇偶跳放法」，所以思考可以放滿 2 行的方法。

經過一番試驗後，我們得到了[3×n，0]的解法。 
          例： 
 
               
           
 
 
 
 
 
 
              我們把第 1 步到第 3 步放滿 2 行的放法稱做「雙行交叉連續放法」。 
          證明： 
               
 
 
 
 
 
 
 
 

放白棋符合放棋要點 1。另外，（3，2）的周圍有（2，1）、（2，3）這 2 個空格，

所以在（3，2）放白棋符合放棋要點 1。 

   3×3 

8 6 3 

7 1 4 

9 5 2 

 

   3×5 

13 10 5 

11 1 6 

14 7 2 

12 8 3 

15 9 4 

 

第 1 步：在（2，2）放入第 1 個白棋。 
第 2 步：往右下一格（3，3）放第 2 個白棋，

接著連續放到（3，n）。 
第 3 步：從（3，1）放到（3，2），再往左下一

格（2，3）放白棋，之後連續放到（2，

n），接著在（2，1） 放白棋。 
第 4 步：使用「單行奇偶跳放法」從（1，2）

開始放白棋，直到放滿第 1 行。 

法，依據放棋要點 1，會沒有位置放棋。所以我們再往左邊加 1 行，研究 4×n（n 為

奇數）的解法。 
 

              在第 1 步裏，顯然（2，2）的周圍有 8 個空格，所以在（2，2）放白棋符合                            
放棋要點 1。   

              在第 2 步裏，（3，3）的周圍有（3，2）、（2，3）、（2，4）、（3，4）這 4 個空

格，所以在（3，3）放白棋符合放棋要點 1。 
              從（3，4）～（3，n−1）放白棋時，該白棋的周圍都是（2，k−1）、（2，k）、

（2，k+1）、（3，k+1）這 4 個空格，其中 k=4、5、…、n−1，所以從（3，4）～

（3，n−1）每次放白棋都符合放棋要點 1。另外，在（3，n）放白棋時它的周圍 
是（2，n−1）、（2，n）這 2 個空格，所以在（3，n）放白棋也符合放棋要點 1。 

              在第 3 步裏，（3，1）的周圍有（2，1）、（3，2）這 2 個空格，所以在（3，1） 
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     （2）4×n（n 為奇數）的解法－「單跳單連雙交連綜合解法」 
               
 
 
 
          例：    4×n（n 為奇數） 
 
 
 
 
 
 
 
    3、m×n（m 4≧ 且為偶數）的解法 
            因為「雙行交叉連續放法」可以放滿 2 行，而且 m×n 的行數可寫成 1+2d +1。

所以「雙行交叉連續放法」可以重複使用於 m×n（m 4≧ 且為偶數）。 
 
 
 
         
        例：            6×n（n 為奇數） 
                              
 
 
 
 
 
 
 

1 為「單行連續放法」。 
2~4 為「雙行交叉連續放」法。  
5 為「單行奇偶跳放法」。 

1 為「單行連續放法」。 
2~4 和 5~7 為「雙行交叉連續放法」。 
8 為「單行奇偶跳放法」。 

第 1 步：使用「單行連續放法」放滿第 m 行。 
第 2 步：重複使用「雙行交叉連續放法」將白棋由右往左一直放滿到第 2 行。 
第 3 步：使用「單行奇偶跳放法」放滿第 1 行。 

從（2，3）～（2，n−1）放白棋時，該白棋的周圍都是（1，k−1）、（1，k）、

（1，k+1）、（2，k+1）這 4 個空格，其中 k=3、4、…、n−1，所以從（2，3）～

（2，n−1）每次放白棋都符合放棋要點 1。 
顯然（2，1）的周圍有（1，1）、（1，2）這 2 個空格，所以在（2，1）放白

棋符合放棋要點 1。 
前 3 步結束後，3×n 剩下[1×n，0]，所以我們使用「單行奇偶跳放法」直到放

滿第 1 行，故在第 4 步裏每次放白棋也符合放棋要點 1。 
由以上可知，我們每次放白棋都符合放棋要點 1，而且最後確實放滿棋盤，

所以「雙行交叉連續放法」與「單行奇偶跳放法」合併後可以是[3×n，0]（n 為奇

數）的通用解法。 

              接下來我們把[3×n，0]與 1×n 的解法合併，這就成了 4×n（n 為奇數）的解法。

因為在這 4 行裏，我們同時使用了三種放法，取其方法精義，我們稱之為「單跳

單連雙交連綜合解法」。我們舉例如下，圖中的數字是解法的順序。 
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      例： 
           2×3                                                            3×2  
      
   
                      
                                                
 
（五）每種棋盤所使用的通用解法 
           
     
 
 
 
 
 
    討論完通用解法後，我們想知道所有棋盤的所有解法有多少，所以我們開始計算所有解

法數。 
 
三、S(m×n)的值 
（一）S(1×n)的計算，n 為偶數 
          在這裡我們依據放棋要點 1，來分析白棋的所有可能位置。 
      
    1、1×2    S(2)=1 
        1×2 只須放入一個白棋即可，故只有一種解法。 
      
    2、1×4    S(4)=2 

      1×4 的所有解法很容易就可以找出來，詳列如下。 
 
 
 
 
 
 

    3、1×6    S(6)=16 

4 ● 
3 1 
2 5 

● 4 
1 3 
5 2 

5 1 ● 
2 3 4 

● 

2 

1 

3 

● 

3 

1 

2 

90順時針旋轉 度180翻轉 度

（四）m×n 有解棋盤的對稱性 
          m×n 棋盤只要先翻轉 180 度，再順時針旋轉 90 度，即可變為 n×m 棋盤。此時只

要將 m×n 的（a，b）對應到 n×m 的（b，a），m×n 有解棋盤的解法就是 n×m 有解棋盤

的解法，可得 S(m×n)=S(n×m)，因此我們只須討論 m×n 有解棋盤即可。我們將這個性

質稱為 m×n 有解棋盤的對稱性：若 2 個棋盤中，將其中 1 個棋盤經過數次的旋轉或翻

轉，能變成另 1 個棋盤，則 S(m×n)=S(n×m)，此時我們稱這 2 個棋盤是對稱的。 

           最後，我們把每種棋盤所使用的通用解法整理如下。 
     1、1×n（n 為偶數）：使用「單行奇偶跳放法」。 
     2、2×n（n 為奇數）：使用「單行連續放法」和「單行奇偶跳放法」。 
     3、m×n（m 4≧ 且為偶數，n≧3 且為奇數）：使用「單跳單連雙交連綜合解法」。 
     4、n×m（n≧3 且為奇數，m 4≧ 且為偶數）：根據 m×n 有解棋盤的對稱性，n×m 的解法

可從 m×n 的解法得到。 
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            接下來我們用樹狀圖計算情況(1)的所有解法，在此省略樹狀圖的過程，並將最

後的解法詳列如下，最後得出解法總共有 8 種，所以 S(6)=16。 
               
 
 
 
 
     
 
 

4、放棋要點 2 
 
 
 
 
 
 
 
       

例： 
 
 
 
 
 
    5、1×n，n≧4 
           
 

5 9   1 ● 

 4 7 8 2  

 6   3  

● 

2 

1 

5 

3 

4 

● 

2 

1 

4 

3 

5 

● 

3 

1 

5 

2 

4 

● 

3 

1 

4 

2 

5 

● 

5 

1 

3 

2 

4 

● 

4 

1 

3 

2 

5 

● 

5 

1 

4 

2 

3 

● 

4 

1 

5 

2 

3 

(1) 
● 

 
1 
 
 
 

 

(2) 
● 

 
 
1 
 
 

 

(3) 
● 

 
 
 
1 
 

 

在這裡我們發現如果只用放棋要點 1 來放白棋，會有如同情況(2)無解的情形出

現。而且此現象不只在 1×6 出現，在其他棋盤也會出現，所以我們針對這個現象深

入研究。最後我們發現放白棋時，要注意「不能剩分散的偶數對兩格相鄰」（如下例），

否則之後無位置可放白棋。但不可能剩奇數對兩格相鄰，因為原先總改變次數為偶

數，用白棋放入時，在不違反放棋要點 1 下，一定剩偶數次顏色改變。所以我們只

要「放的時候盡量靠在一起，不要分成兩個以上區塊」，就比較不會出現無解的情形，

我們把這個結果寫成放棋要點 2。 

            第 1 個白棋有 3 個地方可放，詳列如下。在情況(2)中，第 2 個棋子無位置可放，

所以無解。另外，將情況(1)的 1×5 空白格子旋轉 180 度後，就變成了情況(3)的 1×5
空白格子。所以只要將(1)的（1，k）對應到(3)的（1，8−k），2≦k≦6，(1)的解法就

是(3)的解法。所以我們只須計算情況(1)的所有解法後，再乘以 2 就是 S(6)。 

            在研究 S(n)，n≥8 時，我們很快發現 S(n)的值突然增加很多，用樹狀圖找 S(n)
已經是很沒效率，所以我們開始思考用其他方式計算 S(n)。 
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          例：n=6，k=1。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               
 
 
 
 
 
 
 
 
          例 1： 
           
           
           
           
           
           
           
           

 
 
 
 

● 

 

○ 

 

 

 

 

1×2k 

1×(n−2k) 

1×8 

● 

 

○ 

 

 

 

 

 

 

 

X 區＝1×2 子棋盤                             

 

 

 

 

Y 區＝1×6 子棋盤 

● 

1 

1×2 

x1 

1×6 

○ 

4 

2 
5 

1 
3 

 

 y4 

 y2 
 y5 

 y1 

 y3 

              我們假設白棋上方的子棋盤區塊＝X 區，下方的子棋盤區塊＝Y 區。顯而易

見，在放完第 1 個白棋後，從第 2 個白棋開始，只是放 X 區、Y 區兩區擇一區放

置。再者，第 1 個白棋在完成其中一區的解法後會變成黑棋，但在完成另一區的   
解法後，最後會變為白棋。 

              所以除了第 1 個白棋，在 X 區每次放白棋時並不會改變 Y 區的所有棋子的現

有顏色。同樣的，在 Y 區每次放白棋時也不會改變 X 區所有棋子的現有顏色，所

以 X、Y 兩區是互不影響的兩區。因此我們可以把兩區各自的一種解法合併成多  
種 1×n 解法。 

（1）兩子棋盤合併法 
若將第 1 個白棋放在第偶數格空格，會形成 1× 1n 與 1× 2n （ 1n 、 2n 為奇數） 

的 2 個子棋盤。依據定理 1，此 2 棋盤為無解棋盤，所以第 1 個白棋只能放在第 
奇數格空格。故第 1 個白棋放入後，會把 1×n 分成 1×2k 和 1×(n−2k)兩個子棋盤區 

塊，其中 1≦k≦ 1
2
n
 ，k 為整數。而其中第 1 個白棋在 1×(n−2k)子棋盤的第 1 格。 
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          例 2： 
                    
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               
             

      
 
 
 
 
     （2）X 區、Y 區合併的解法數 
              為了計算排列數目，我們自己做了數字卡，一張就寫 1 個數字，數字相同就

稱為一類，我們假設共有 n 類。 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1×8 

● 

 

 

 

○ 

 

 

 

 

 

  X 區=1×4 子棋盤 

 

 

 

 

  Y 區=1×4 子棋盤 

● 

2 
1 

3 
 

1×4 

x2 
x1 

x3 

○ 

3 

1 
2 

 

1×4 

 y3 

 y1 

 y2 

              我們把 X 區的 1 改為 x1，Y 區的 1～6 改為 y1～y6，第一個白棋用 a 表示。

合併後 1×8 的解法可以是 a y1 y2 y3 x1 y4 y5，a y1 x1 y2 y3 y4 y5，a y1 y2 y3 y4 y5 
x1，…等。 

我們把 X 區的 1～3 改為 x1～x3，Y 區的 1～3 改為 y1～y3，第一個白棋用 a
表示。合併後 1×8 的解法可是 a x1 y1 x2 y2 x3 y3，a x1 x2 y1 x3 y2 y3，a y1 y2 x1 x2 
y3 x3，…等。 

由以上說明，我們可以確定 1×n 棋盤的所有解法可以透過兩子棋盤合併法找

出來，接著我們便開始著手計算所有解法的數量。 

 
       ○1  我們假設每類都只有 1 個，共有 n 個。 
        （i）n=1   1 種。 
        （ii）n=2   2 種。 
        （iii）n=3 
             我們在排列後，發現有 6 種，詳列如右，123、213、132、231、312、321。 
        （iv）n=4 
             我們在排列後，發現有 24 種。 
        （v）n=5 
                 有了前面的經驗，我們發現這可以用乘法算出，第 1 張有 5 種選擇，第 2

張有 4 種選擇，第 3 張有 3 種選擇，第 4 張有 2 種選擇，第 5 張有 1 種選擇，

可以算出有 5×4×3×2×1=120 種。 
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        （vi）n＞5  
             由以上可知，有 n×(n−1)×(n−2)×……×3×2×1 種。 
 
       ○2  因為只有 X、Y 兩區，所以我們假設有 2 類，一類有 x 個相同，另一類有 y 個相

同，總共有 n 個。 
        （i）n=2，x=1，y=1   有 12、21 共 2 種。 
        （ii）n=3，x=1，y=2   有 122、212、221 共 3 種。 
        （iii）n=4，x=1，y=3   有 1222、2122、2212、2221 共 4 種。 
        （iv）n=4，x=2，y=2   有 1122、1212、1221、2112、2121、2211 共 6 種。 
 
       ○3  假設有 k 類，總共有 n 個，第一類的有 1p 個相同，第二類有 2p 個相同，…，第 k

類有 kp 個相同。 
          有了以上的經驗之後，我們開始研究算法。 
        （i）n=3，k=2， 1p =2， 2p =1。 
                如果 3 個完全不一樣有 6 種，但因為有 2 個一樣，2 個的排列有 2×1 種，

所以多乘 2×1 種，所以除以 2×1。 
            例：原來全不一樣，為 123、213、132、231、312、321。 
                假設 1 和 2 一樣，以 1 來代替，則變為 113、113、131、131、311、311，

實際上只有 3 種。 
        （ii）n=4，k=2， 1p =3， 2p =1。 
                如果 4 個完全不一樣有 24 種，但有 3 個一樣，除以 3×2×1，最後算出 4 種。 

（iii）n=5，k=3， 1p =2， 2p =2， 3p =1。 
                如果 5 個完全不一樣有 120 種，但 1p 有 2 個一樣， 2p 有 2 個一樣， 3p 有 1

個一樣，除以 2×1×2×1×1，最後算出 30 種。   
（iv）一般式 

                 由以上經驗，我們可得一般式為
1 2

 ( 1) ( 2) 3 2 1
1 1 1k

n n n
p p p

       
       


  

，後來

老師看了之後，說可以用高中的「階乘」符號「!」來簡化式子，故此一般式

可改為
1 2

!
! !  !k

n
p p p 

，而這就是高中課程所說的不盡相異物的排列數。 

           
          有了這個排列觀念後，我們開始計算 S(n)。 
               
                
            
            
            

          S(n)＝
1

2

=1

( 2)!S(2 )S( 2 )
(2 1)!( 2 1)!

n

k

nk n k
k n k





   ，n 4≧ 。  

        （3）S(n)的計算式 
               為了計算 X 區、Y 區合併後的解法數，我們可以把問題想成有(2k−1)個相同   

的 x 棋與(n−2k−1)相同的 y 棋任意排列。如此一來，每一種排列就是一種解法，而

其排列的順序就是放 X、Y 區的順序。要注意的是「棋子不論放哪一區，要按照     
該區的解法順序來放棋」。而兩子棋盤合併法也可以用在 1×4 與 1×6，所以 
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     （4）計算 S(8) 

          S(8)＝ 6! 6! 6!S(2)S(6) S(4)S(4) S(6)S(2)
1!5! 3!3! 5!1!

  ＝1×16×6+2×2×20+16×1×6＝272 

              由此看來，S(n)增加的速度比 n 增加的速度快很多。其它 S(n)，n 10≧ ，同樣

也可用此算式計算出來。 
 
（二）S(2×n)的計算，n 為奇數 
 
    1、2×1    S(2×1)＝1 
        此棋盤為 1×2 棋盤的對稱型，故 S(2×1)＝1。 
 
    2、2×3    S(2×3)＝8 
        詳列如下。 
 
 
 
 
 
    3、棋盤的同構性 
            我們觀察 2×3 的 8 種解法時，發現有些棋盤剩餘空格的排列形狀雖然不同，但

是所有的解法是一樣的。經過一番研究，我們得到一個結論。 
 
             
                
               
           
            
 
     （2）舉例說明 
          我們舉 2×3 的例子，並詳細解說如下。 
 
          例 1：                           例 2： 
 
 
 
                
            
                    
               
            

  

4 ● 
3 1 
5 2 
 

4 ● 
3 1 
2 5 
 

5 ● 

3 1 
4 2 
 

5 ● 

3 1 
2 4 
 

4 ● 
1 3 
2 5 
 

4 ● 
1 3 
5 2 
 

5 ● 
1 3 
2 4 
 

5 ● 
1 3 
4 2 
 

 ● 

1  
  

 

 ● 

 1 
  

 

 ● 

 1 
 2 

 

 ● 

 1 
2  
 

     （1）棋盤同構性的意義 
              在 2 棋盤剩餘空格中，若不同位置的方格的相鄰方格相同，則這 2 個棋盤剩   

下的空格顏色改變總次數相同。此時只需將這 2 個棋盤的不同位置的空格互相對

應，則其中一個棋盤的解法可以是另一個棋盤的解法，因此 2 個棋盤的總解法數   
相等，此時我們稱這 2 個棋盤同構。 

在例 1，2 個棋盤的剩餘空格中，只有左棋盤的（2，2）與右棋盤的（1，2）

不相同，其餘方格位置皆相同。其中（1，1）與（2，2）或（1，2）相鄰，雖然 
（2，2）與（1，2）不同，但都是只能影響 1 次顏色改變。同樣的，（1，3）和（2，

3）這 2 個方格與（2，2）或（1，2）相鄰，雖然（2，2）與（1，2）不同，但都

是只能影響 2 次顏色改變。 
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    4、2×5    S(2×5)＝608 

               
 
 
 
    5、放棋要點 3 
             
          
          
         
         
         
 
 
 
 
 
 
 
    6、2×n，n 3≧  
            我們接著計算 S(2×7)，但不久之後，我們發現只用樹狀圖、同構性與對稱性找

S(2×7)很費工夫。所以我們再次深入研究 2×n 棋盤解法的特性，以期能解決問題。 
 
     （1）2×n 解法的棋子放置順序性質 

 ● 

3 1 
4 2 
  

  

(圖一) 

  ○ ○ ○ 

  ○ ○ ○ 

  ○ ○ ○ 

  ○ ○ ○ 

     (圖二) 

  ○ ○ ○ 

  ○ ○ ○ 

  ○ ○ ○ 

 ○  ○ ○ 

     (圖三) 

在計算 S(2×5)時，我們發現在 A 類棋盤（在附件一）之後，若只根據放棋要點

1 來放棋，也會出現一種情形是無解的（如圖一）。而且這個現象也會出現在其他棋

盤，所以我們又針對此現象做探討。最後我們發現在放棋子時「不能空出[2×n，0]
的矩形」（如圖二）。之前放棋要點 2 提過放白棋時，盡量要靠在一起放，不過這樣

可能造成[2×n，0]的空格。所以當快剩下 2 行時，跳一格放就好（如圖三）。所以我

們把這個結果寫成放棋要點 3。 

由以上可知，雖然（2，2）與（1，2）是不同位置的方格，但對 2 棋盤剩下

的空格顏色改變總次數並無影響。這時只要將左棋盤的（2，2）對應到右棋盤的

（1，2），左棋盤的解法就能是右棋盤的解法，故這 2 個棋盤的總解法數相等。此

時我們說這 2 個棋盤剩餘空格的結構相同，並將這個特性稱做棋盤的同構性。 
同理，例 2 中的 2 棋盤也是同構的。只要將左棋盤的（2，3）對應到右棋盤

的（1，3），左棋盤的解法就能是右棋盤的解法，所以這 2 個棋盤的所有解法數相

等。應用棋盤的同構性，我們來重新計算 S(2×3)。 
 

（3）重新計算 S(2×3) 
因為例 1 的 2 棋盤同構，所以我們只須計算其中 1 個棋盤的所有解法數。又例

2 的 2 棋盤同構，我們也只須計算其中 1 個棋盤的所有解法數。而我們可以很容 
易算出例 2 其中 1 個棋盤的所有解法數等於 2，所以 S(2×3)＝2×2×2＝8。 

 
在計算 S(2×3)時，我們對棋盤的同構性的感受不深，但對於接下來 S(2×5)的計算，

棋盤的同構性對我們有很大的幫助。 

在算 S(2×5)不久後，我們發現只用數狀圖找 S(2×5)很花工夫。所以應用棋盤的

同構性來解題，最後我們用樹狀圖配合棋盤的同構性來計算 S(2×5)，並把計算過程

全部附在附件一（在附件 P.1）。 
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              我們研究解法時，若先不考慮同構性，發現兩行間一些白棋的放置順序有絕

對的先後次序。 
 
       ○1 （2，t+1）必須在（2，t）放入後，才能放入白棋，2≦t≦ 1n 。 
              因為（2，t+1）周圍本來為奇數格空格，但在（2，t）放入後，周圍空格數變

成偶數格，這樣就能擺放棋子了。 
 

       ○2 （1，2u）必須在（2，2u）、（2，2u+1）放滿後，才能放入白棋，1≦u≦
1

2
n 

。 

              因為在（2，2u）放完後，（1，2u）周圍空格數變成奇數格，必須等到（2，

2u+1）放了之後，（1，2u）周圍空格數才會變回偶數格。 
 

       ○3 （1，2u+1）必須在（1，2u）、（1，2u+2）放滿後，才能放入白棋，1≦u≦
1

2
n 

。 

              若只有（1，2u）、（1，2u+2）其中一格放棋，（1，2u+1）周圍只有 1 格空格。

當兩格都放滿後，（1，2u+1）周圍空格數變為 0，此時（1，2u+1）就可放棋了。 
 
              為計算 S(2×n)，我們定義一個新的棋盤符號。 
     （2）L(r，s)（r＞s，且 r 為奇數） 
              L(r，s)代表此棋盤有 2 行，第 1 行為[1×r，0]；第 2 行為[1×s，0]。 
          例：○1  L(5，4)＝2×5 的空格。 
              ○2  以下由左至右分別為 L(3，1)、L(5，2)與 L(7，3)。 
 
 
 
 
 
 
 
 
     （3）S(L(r，s))的計算 
 
       ○1  S(L(3，1)) 

    很容易可以計算出 S(L(3，1))＝4。另外，S(L(3，1))為 S(L(r，s))中最小的值。 
 
       ○2  S(L(r，s)) 
              從（1）的 ○1  與 ○2  ，我們研究出計算 S(L(r，s))的方式。因為第 1 個白棋

可以放在（1，2）、（1，4）、…、（1，2w）、（1，r −s +1）、（2，r −s +1），其中              

w＝
1

2
r s 

的整數部份。所以 
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S(L(r，s))＝
1

w

k
 S([2k−1，0])S(L(r −2k，s)) ( 1)!

(2 1)!( 2 )!
r s

k r s k
 

  
+2S(L(r，s −1))。 

 

     （4）S(2×n)的計算 
 
       ○1  由（3）○2  可知，S(2×n)＝S(L(n，n−1))=2S(L(n，n−2))=4S(L(n，n−3)) 

                               ＝4〔S([1，0])S(L(n−2，n−3)) (2 4)!
1!(2 5)!

n
n



+2S(L(n，n−4))〕 

                               ＝…… 

          接下來一直使用 S(L(r，s))計算方式直到出現 S(L(3，1))為止。 
 
       ○2  計算 S(2×7)的值 
              我們用（4）○1  的方式來計算 S(2×7)，詳見附件二（在附件 P.5）。 
 
     
 
 
四、m×n 棋盤的變型[m×n]—改變黑棋的初始位置 
 
（一）哪些[m×n]棋盤為有解棋盤 
          因為[m×n]棋盤 m×n 棋盤都是 1 個黑棋，只是初始位置不同，所以我們推測[m×n]

棋盤與 m×n 棋盤有類似的定理。 
 
 
 
 
 
              
 
 
 
 

1、[1×n]：只能放在（1，1）和（1，n）。 
    2、[2×n]：任一方格皆可放。 
    3、[m×n]（m，n 3≧ ）：只能放在最外圍一圈的方格，即（1，1）～（m，1），（m，1）～

（m，n），（m，n）～（1，n），（1，n）～（1，1）。 
 
        接著我們要確定上述 3 類棋盤都有解，因此我們對每類棋盤設計了一個通用解法。 
（二）[m×n]有解棋盤的通用解法 
          我們先把原棋盤的「單跳單連雙交連綜合解法」拿來試用，結果發現基本上可使

定理 2：[m×n]為有解棋盤 [m×n]棋盤，其中 m、n 為一偶數，一奇數。 
證明：與之前 m×n 有解棋盤的證明相同。 
 

要注意的是，這個定理的逆向推論並不成立，主要原因是：依據色變原理，黑棋

周圍必須有奇數個空格，最後才能變白棋。如果是偶數個空格，最後還是黑棋。所以

我們要先檢驗黑棋的周圍是不是有奇數個空格，經過逐一檢驗後，對於每種棋盤黑棋

可放的位置，我們詳述如下。 
 

    討論完一些棋盤的所有解法數後，我們想知道如果改變黑棋的初始位置，相關問題的答

案有沒有與原棋盤不同之處。所以我們又開始研究獨目棋盤的變型－[m×n]。 
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用，但用在一些棋盤時，須把原方法做些變型。 
 
                
                
                
 
         
 
            
            
 
 
     （2）黑棋放在（1，1）～（1，n−1）、（2，1）～（2，n−1） 
          例： 
 
 
 
 
 
 
 
 
          證明：與之前證明方式相同，詳見附件三（一）（在附件 P.6）。 
 
    3、[m×n]（m、n 4≧ ）：因為黑棋能放在最外圍一圈的方格，而且 m、n 為一偶數，一奇

數，所以要分成 2 類。在此假設 m 為奇數、n 為偶數。 
      
     （1）黑棋在第 1 列與第 n 列的格子上 
              基本上可使用原棋盤的「單跳單連雙交連綜合解法」。但須將原解法做些變型。 
          例： 
 
 
 
 
 
 
 
 
          證明：與之前證明方式相同，詳見附件三（二）。 
 

 2×7          2×7 
10 2  10 6  
7 1  7 5  

11 ●  11 4  
8 3  8 ●  

12 4  12 1  
9 5  9 2  

13 6  13 3  

第 1 步：使用「單行連續放法」從黑棋的上方和

下方分別連續放滿第 2 行。 
第 2 步：使用「單行奇偶跳放法」將白棋放滿第

1 行。 

       5×6 

2 1 ● 3 4 

27 24 19 14 9 

25 15 20 5 10 

28 21 16 11 6 

26 22 17 12 7 

29 23 18 13 8 

第 1 步：使用「單行連續放法」將白棋從黑棋的左

方和右方分別連續放滿第 1 列或第 n 列。 
第 2 步：使用「雙行交叉連續放法」將白棋放滿第

2 行到第 m 行的剩餘空格。 
第 3 步：使用「單行奇偶跳放法」放滿第 1 行的剩

餘空格。 

    1、[1×n]：可使用 1×n 的通用解法。  
        證明：因為黑棋只能放在（1，1）和（1，n），而將其中一個棋盤旋轉 180 度之後即

為另 1 個棋盤，所以[1×n]可使用 1×n 的通用解法。 
 
    2、[2×n]：基本上可使用 2×n 的通用解法。但用在一些棋盤時，須將原解法做些變型。 
 
     （1）黑棋放在（1，1）、（2，1）、（1，n）、（2，n）：可完全使用 2×n 的通用解法。 
          證明：黑棋放在這 4 個位置時，這 4 個棋盤彼此都可經過旋轉或翻轉得到，所以

此時可完全使用 2×n 的通用解法。 
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            在敘述第 2 種類型的通用解法之前，我們先詳述[4×n，0]的通用解法。 
 
     （2）[4×n，0]的通用解法－單跳單連雙交連綜合解法的變型 
              如果使用「雙行交叉連續放法」後會剩下[2×n，0]，接下來就無位置可放白

棋，所以我們必須把原解法做些變型。 
          例： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          證明：與之前證明方式相同，詳見附件三（三）。 
 
     （3）黑棋在（1，2）、…、（1，n−1）與（m，2）、…、（m，n−1）的格子上 
              在這裏我們要依 m 的數值來分為 3 類，因為解法稍微不同。 
 
        ○1  m=3 
               如果使用「單行連續放法」放滿有黑棋的那一行後會剩下[2×n，0]，接下來

就無位置可放白棋，所以我們必須把原解法做些變型。 
           例：          
 
 
 
 
 
 
 
 
           證明：與之前證明方式相同，詳見附件三（四）。 
 
        ○2  m=5 
               如果使用「單行連續放法」放滿有黑棋的那一行後會剩下[4×n，0]，故接下

來只需使用[4×n，0]的通用解法即可。 

4×6 

17 20 24 6 

21 12 1 7 

18 13 8 2 

22 14 9 3 

19 15 10 4 

23 16 11 5 

第 1 步：使用「雙行交叉連續放法」將白棋放滿第 3、4
行，但須空下（3，1）。 

第 2 步：使用「單行連續放法」將白棋從（2，2）放到

（2，n），空下（2，1）。 
第 3 步：使用「單行奇偶跳放法」將白棋從（1，1）每

次跳一格放到（1，n−1），剩下的（1，2）、（1，

4）、…、（1，n）先空著不放。 
第 4 步：將白棋放在（2，1）後，繼續使用「單行奇偶

跳放法」將剩下的（1，2）、（1，4）、…、（1，

n）放滿。 
第 5 步：放最後的（3，1）。 

3×6 

10 13 17 

14 5 4 

11 6 ● 

15 7 1 

12 8 2 

16 9 3 

第 1 步：使用「單行連續放法」將白棋從黑棋的上方和下方

分別連續放在第 3 行，但須空下（3，1）。 
第 2 步到第 5 步：與[4×n，0]通用解法的第 2 步到第 5 步相   

同。 
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證明：與之前證明方式相同，詳見附件三（五）。 
 
        ○3  m＞5 
               如果使用「單行連續放法」放滿有黑棋的那一行後會剩下[(m−1)×n，0]，其

中 m−1 為偶數且大於 4，所以我們必須把原解法做些變型。 
 
 
 
 
 
           圖示[(m−1)×n，0]的解法如下。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

證明：與之前證明方式相同，詳見附件三（六）。 
 
（三）S([m×n])的值 
 
    1、[1×n]    S([n])＝0 or S(n) 
 
     （1）放在（1，2）～（1，n−1）    S([n])＝0 
          黑棋放在這些位置時，此棋盤無解，因此 S([n])=0。 
 
     （2）放在（1，1）和（1，n）    S([n])＝S(n) 
              黑棋放在這 2 個位置時，將其中一個棋盤旋轉 180 度之後即為另 1 個棋盤，

而且此 2 棋盤皆為獨目棋盤，因此 S([n])=S(n)。 
      
    2、[2×3]    S([2×3])＝8 or 16 
 

× 
× 

第 1 步：使用「單行連續放法」將白棋從黑棋的上方和下方分別連續放滿第 5   
行。 

第 2 步：使用[4×n，0]的通用解法即可解出棋盤。 

第 1 步：使用「單行連續放法」將白棋從黑棋的上方和下方分別連續放滿第 m
行。 

第 2 步：重複使用「雙行交叉連續放法」將白棋由右往左一直放滿到第 5 行。 
第 3 步：使用[4×n，0]的通用解法即可解出棋盤。 
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     （1）放在（1，1）、（2，1）、（1，3）、（2，3）    S([2×3])＝8 
              黑棋放在這 4 個位置時，棋盤經過翻轉 180 度或旋轉 90 度後，其實是同一個

棋盤，即這 4 個棋盤是對稱的。所以 S([2×3])＝S(2×3)＝8。 
      
     （2）放在（1，2）、（2，2）    S([2×3])＝16 
              黑棋放在這 2 個位置時，棋盤經過旋轉 180 度後，其實是同一個棋盤，即這

2 個棋盤是對稱的，再利用棋盤的同構性，可計算出 S([2×3])=2×2×4=16。 
      
    3、[2×5]    S([2×5])＝608 or 2048 or 2880 
 
     （1）放在（1，1）、（2，1）、（1，5）、（2，5）    S([2×5])＝608 
              與 2、（1）相同理由。所以 S([2×5])＝S(2×5)＝608。 
      
     （2）放在（1，2）、（2，2）、（1，4）、（2，4）    S([2×5])＝2048 
              與 2、（1）相同理由。但須利用棋盤的同構性來計算 S([2×5])，詳見附件四（在

附件 P.8）。 
      
     （3）放在（1，3）、（2，3）    S([2×5])＝2880 
              與 2、（2）相同理由。但須利用棋盤同的構性來計算 S([2×5])，詳見附件五（在

附件 P.11）。 
 
五、m×n 棋盤的另一種變型[m×n，j]—改變初始黑棋的數目 
  
 
 
 
（一）黑子數目為 0 
 
    1、[m×n，0]有解棋盤與無解棋盤 
        藉由 m×n 有解棋盤的證明，我們推測[m×n，0]有解棋盤的特性，得到以下定理。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

定理 3：[m×n，0]有解棋盤 [m×n，0]棋盤，其中 m、n 同為偶數或同為奇數。 
證明：由之前 m×n 有解棋盤的證明中，可得到所有棋子改變總次數為

2(m−1)(n−1)+n(m−1)+m(n−1)=2(m−1)(n−1)+2mn−(m+n)。又因為[m×n，0]棋盤

並無黑棋，所以最後所有棋子改變總次數為偶數，故 2(m−1)(n−1)+2mn−(m+n)
為偶數。 
 2(m−1)(n−1)和 2mn 為偶數 
  m+n 為偶數 
  m、n 同為偶數或同為奇數 

    我們改變黑棋的初始位置之後，接著又去思考另一個問題。如果初始黑棋的數目不

為 1 的話，相關問題的答案有沒有與原棋盤不同之處？所以我們又開始研究獨目棋盤的

另一種變型－[m×n，j]。 
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            接著我們要確定除了[2×n，0]外，其餘棋盤都有解，因此我們對每類棋盤設計

了一個通用解法。 
 

2、[m×n，0]有解棋盤的通用解法 
 
     （1）[m×n，0]（m、n 同為奇數） 
              在 P.6 的 m×n 有解棋盤的「雙行交叉連續放法」中 2、（1）有提到[3×n，0]

（n 為奇數）的解法，所以[m×n，0]（m、n 同為奇數）的通用解法只需把之前的

方法加以延伸即可。 
 
 
 
 
 
          證明：與之前證明方式相同，詳見附件三（七）。 
 
     （2）[m×n，0]（m、n≠2，且同為偶數） 
     
 
 
 

3、S([m×n，0])的值 
 
     （1）[1×n，0]（n 為奇數）： 
 
 
 
 
     （2）[2×n，0]（n 為偶數）：此時無第 1 個白棋可放的位置，故 S([2×n，0])＝0。 
 

 （3）[3×3，0]：S([3×3，0])＝1536。 
              這裏計算 S([3×3，0])時，使用了棋盤的對稱性與同構性，詳見附件六（在附

件 P.14）。 
 
（二）黑子數目為 j，j 2≧ 。 

第 1 步：重複使用 m×n 有解棋盤的「雙行交叉連續放法」，將白棋從由右往左一

直放滿到第 2 行。 
第 2 步：最後使用 m×n 有解棋盤的「單行奇偶跳放法」從（1，2）開始放白棋，

直到放滿第 1 行。 

要注意的是，這個定理的逆向推論並不成立，主要原因是：依據色變原理，白

棋周圍必須有偶數個空格，最後才能變為白棋。如果是奇數個空格，最後會變為黑

棋。所以我們下第 1 個白棋時，要先檢驗是不是有空格可以放棋。經過一番檢驗後，

只有[2×n，0]棋盤無白棋可放的位置，其它[m×n，0]棋盤皆有位置可放白棋。 

因為將 1×n（n 為偶數）去掉有黑棋的那一格，就變成[1×(n−1)，0]，此時只

要將 1×n 的（1，k）對應到[1×(n−1)，0]的（1，k −1），k＝2、3、…、n，則 1×n
的解法就是[1×(n−1)，0]的解法。所以 S([n，0])＝S(n+1)。 

    在 P.19 的[m×n]有解棋盤的通用解法中的 3、（3）○3  有提到過[(m−1)×n，0]
（m−1，n 同為偶數）的通用解法，所以[m×n，0]（m、n 同為偶數）的通用解法

只需把之前的方法直接使用即可。 
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1、[m×n，j]有解棋盤的判斷方法 

 
     （1）[m×n，j]有解棋盤 
              我們經過研究之後發現，除了黑棋的數目之外，黑棋的相鄰與不相鄰也對

[m×n，j]棋盤的有解與無解造成影響。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
     （2）[m×n，j]有解棋盤的判斷方法 
 
       ○1  檢驗每個黑棋周圍的空格數目是否為奇數 
              黑棋最後要變成白棋，需改變顏色奇數次，所以周圍的空格數必須為奇數個。

只要周圍的空格數為偶數個（包括 0），則此棋盤無解。 
 
          例： 
 
 
 
 
 

   

   

● ●  

● ●  

   

 ●  

   

 

定理 4：設黑棋相鄰的顏色改變次數為 α，[m×n，j]有解棋盤 
        (1) m、n 同為奇數或同為偶數，而且 j、α 也同為奇數或同為偶數。 
         (2) m、n 為一偶數，一奇數，而且 j、α 也為一偶數，一奇數。 

證明：1. 根據之前 m×n 有解棋盤定理的證明可知原本所有棋子顏色改變總次數為

2(m−1)(n−1)+n(m−1)+m(n−1)＝2(m−1)(n−1)+2mn−(m+n)次。 
但因為黑棋相鄰的顏色改變次數為 α，所以最後所有棋子顏色改變總次數為  

2(m−1)(n−1)+2mn−(m+n)−α 次。 
2. 因為[m×n，j]棋盤有 j 個黑子，變白色需要改變顏色奇數次；其他棋子在放入

空格時是白色棋子，最後仍為自己需要改變顏色偶數次。所以所有棋子顏色改變

總次數為(mn−j)×偶數+j×奇數。 
又[m×n，j]為有解棋盤，故 2(m−1)(n−1)+2mn−(m+n)−α＝(mn−j)×偶數+j×奇數

 2(m−1)(n−1)+2mn−(mn−j)×偶數−(m+n)＝j×奇數+α 
 (1) (m+n)與( j×奇數+α)同為偶數 
  (2) (m+n)與( j×奇數+α)同為奇數 
 (1) m、n 同為奇數或同為偶數，而且 j、α 也同為奇數或同為偶數 
  (2) m、n 為一偶數，一奇數，而且 j、α 也為一偶數，一奇數 

    要注意的是，這個定理的逆向推論並不成立，主要原因是：[m×n，j]初始

黑棋周圍的空格數目可能是偶數個，或者剩餘空格的分佈可能會違反放棋要點

2 和 3。因此，對於[m×n，j]棋盤，我們可以依照下列 3 點來判斷[m×n，j]棋盤

是否為有解棋盤。 
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●   ● ● 

    ● 

     

     

●  ●   

 

       ○2  使用放棋要點 2 和 3 檢驗剩餘空格的分佈情形 
              剩餘空格如果為分散的偶數對 2 格相鄰，則會沒有位置放第 1 個白棋。剩餘

空格若有[2×n，0]的矩形，則在某一步會沒有位置放白棋。 
 
          例： 
 
 
 
 
 
 
 
       ○3  檢驗 m、n、j、α 的奇偶性 
          我們使用定理的結果，來說明以下例子。 
 
          例：下圖為[5×5，6]棋盤，其中黑棋相鄰的顏色改變次數為 3 次。因為 5 為奇數，

而 6 和 3 沒有同為奇數或偶數，故此[5×5，6]棋盤為無解棋盤。 
 
 
 
 
 
 
 
    2、[m×n，j]（m，j 2≧ ）的解法 
 
 
 
 
    3、S([m×n，j])的值，j≧2 
            我們仍是從小棋盤開始研究，在這裡我們假設黑棋相鄰的顏色改變次數為 α。 
 
     （1）S([n，j])的值 
              在研究 S([n，j])的計算方法時，我們發現 n，j，α 之間的關係與黑棋相鄰的

情形，對 S([n，j])的值有影響。 
 
       ○1  [1×n，j]有解棋盤的相關性質 
 
        （i）n，j，α 的奇偶性 
              由 1、（1）的定理可知。當 

●  

● ● 

  

  

  

 ●   

 ● ● ● 

● ● ●  

  ●  

 

因為我們還未找出一個有效率的方式來歸類黑棋分布的情形，所以沒有去研究

[m×n，j]（m，j 2≧ ）的通用解法。但是我們可以確定的是，若[m×n，j]（m，j 2≧ ）

為有解棋盤，使用放棋 3 要點，就可以解出[m×n，j]（m，j 2≧ ）有解棋盤。 
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● 
 
 
 
● 
 

[1×3，0] 

        
        
 
 

         
 
 
 

 
                  
 
 
                  
 
 
       ○2  S([n，j])的計算 
 
        （i）j=2 
 
         （a）2 黑棋不相鄰 
                  此 2 黑棋只能放在（1，1），（1，n），故剩餘空格為[1×(n−2)，0]棋盤，

所以 S([n，2])＝S([n−2，0])。 

 
例： 

 
 
 
 
 
 

（b）2 黑棋相鄰 
                   
 
 
 
 

  
  
 
 

       （a）n 為奇數時，j，α 同為奇數或偶數。 
       （b）n 為偶數時，j，α 為一偶數、一奇數。 

 
        （ii）黑棋相鄰的情形 
                 若有連續 3 個以上的黑棋相鄰，依據色變原理，在中間內部的黑棋必不能

變白棋。因此放在[1×n，j]棋盤中，黑棋相鄰的情形必為「2 個黑棋相鄰」。 
 

（iii）n，j，α 的關係式 
                 依據色變原理，單一黑棋只能放在（1，1）和（1，n），所以[1×n，j]棋盤

最多只有 2 個單一黑棋，而且其餘黑棋必兩兩相鄰。因此
2
j −1≦α≦

2
j

，其中

α 為整數。 
                 另外，相鄰的 2 個黑棋只能放在（1，2）～（1，n−1），而且相鄰的 2 個

黑棋與另 2 個相鄰的黑棋彼此之間至少需空出一格，所以 n≧ j+α+1。 

此 2 黑棋只能放在（1，2）～（1，n−1），所以這 2 個黑棋將[1×n，2]分
成[1× 1n ，0]和[1× 2n ，0]兩個子棋盤，其中 1n + 2n ＝n−2。依據[1×n，0]有解棋

盤的定理， 1n 、 2n 必須皆為奇數，[1× 1n ，0]，[1× 2n ，0]才是有解棋盤。如此

一來，將[1× 1n ，0]和[1× 2n ，0]的解法合併之後，就可以是[1×n，2]的一種解

法，所以使用兩子棋盤合併法，我們可得 

S([n，2])＝S([ 1n ，0])S([ 2n ，0])
1 2

( 2)!
! !

n
n n


，其中 1n + 2n ＝n−2， 1n 、 2n 皆為奇數。 
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           例： 

 

 

 

 

 

        （ii）j≧3 
 
 
  
 
 
  
  
 
 
            例： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     （2）S([2×n，j])的值 
 
       ○1  n，j，α 的奇偶性 
              由 1、（1）的定理可知。當 

      （i）n 為偶數時，j，α 同為奇數或偶數。 
      （ii）n 為奇數時，j，α 為一偶數、一奇數。 

○2  S([2×2，j])的值 

 
 
 
● 
● 
 

 

[1×3，0] 

[1×1，0] 

 

● 

● 

 

● 

● 

 

● 

● 

 

 

[1×1，0] 

 

 
[1×1，0] 

 

 
[1×1，0] 

 

 
[1×1，0] 

● 

 

● 

● 

 

 

 

 

 

● 

 

[1×1，0] 

 

 

 

 
[1×5，0] 

 

 

 

● 

 

● 

● 

 

● 

● 

 

 

 

● 

 

[1×1，0] 
 

 

 

● 

● 

 

● 

● 

 

● 

[1×3，0] 

[1×1，0] 

[1×1，0] 

[1×3，0] 

[1×1，0] 

由（1）○1（iii）知，此 j 個黑棋將[1×n，j]棋盤分成[1× 1n ，0]，[1× 2n ，0]，…，

[1× +1n ，0]共 α+1 個子棋盤，其中 1n + 2n + … + +1n ＝n−j。依據[1×n，0]有解棋

盤的定理， 1n 、 2n 、…、 +1n 必須皆為奇數，[1× 1n ，0]，[1× 2n ，0]，…，[1× +1n ，

0]才是有解棋盤。如此一來，將[1× 1n ，0]，[1× 2n ，0]，…，[1× +1n ，0]的個別

解法合併之後，就可以是[1×n，j]的一種解法。所以 

S([n，j])＝S([ 1n ，0])S([ 2n ，0])…S([ +1n ，0])
1 2 1

( )!
! ! !

n j
n n n




， 

         其中 1n + 2n + … + +1n ＝n−j， 1n 、 2n 、…、 +1n 皆為奇數。 
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              此時很容易就可以找出只有一種情形是有解棋盤，如下圖。所以 S([2×2，j])
＝0 or 1。 

    
       ○3  S([2×3，j])的值 
 

（i）j=2 
              由 ○1 （ii）可知，當 α=1 時，[2×3，2]才能是有解棋盤。但是 2 個相鄰黑

棋無論放在哪個位置，其周圍皆為奇數格空格，所以[2×3，2])為無解棋盤。 
 
        （ii）j=3 
              由 ○1 （ii）可知，當 α=0、2 時，[2×3，3]才能是有解棋盤。 
         （a）α=0 
               當 n≧5，3 個黑棋才能都不相鄰地放入[2×n，3] 中，故此時是不可能做到

的。 
（b）α=2 

                3 個黑棋一個一個連續相鄰放入[2×3，3 中] ，會使得頭尾 2 個棋子其周圍

皆為奇數格空格。 
 
        （iii）j=4 
 
 
 
 
 
        （iv）j=5 
                5 個黑棋放入 6 個空格，只有以下 2 種不同類型（對稱算同一種），而只有

右圖是有解棋盤，故 S([2×3，5])＝1。 
 
 
 
 
       ○4  S([2×4，j])的值    S([2×4，j])＝0 or 2 or 8 or 24 or 32 
              我們求 S([2×4，j])，仍然使用計算 S([2×3，j])的方式逐一討論，詳見附件七

（在附件 P.16）。 
 
       ○5  S([2×5，j])的值   S([2×5，j])＝0 or 2 or 24 or 32 or 48 or 96 
              我們求 S([2×5，j])，仍然使用計算 S([2×3，j])、S([2×4，j])的方式逐一討論，

詳見附件八（在附件 P.18）。 
 
       ○6  S([2×n，j])的值，n≧6 

● ● 

● ● 

●  

 

● ● 

●  

● ● 

 

● ● 

●  

 

4 個黑棋放入[2×3，4]中會剩下 2 個空格，若此 2 個空格是相鄰的，則會違

反放棋要點 2，所以此 2 個空格必須是不相鄰的。若 2 個空格不相鄰，則必然

會有至少 1 個黑棋其周圍是奇數格空格。 
由（i）（ii）（iii）可知，S([2×3，j])＝0，2≦j≦4。 
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伍、研究結果 
 
 
 
 
 
              

                
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
（一）m×n 棋盤 
    1、1×2：S(2)＝1。 

2、1×n（n≧4，且為偶數）：S(n)＝
1

2

=1

( 2)!S(2 )S( 2 )
(2 1)!( 2 1)!

n

k

nk n k
k n k





   。 

3、2×1：S(2×1)＝1。 
4、2×n（n 3≧ ，且為奇數）： 

           S(2×n)＝S(L(n，n−1))，而 S(L(n，n−1))可用以下關係式計算出來。 

       S(L(r，s))＝
1

w

k
 S([2k−1，0])S(L(r −2k，s)) ( 1)!

(2 1)!( 2 )!
r s

k r s k
 

  
+2S(L(r，s −1))，其中       

w＝
1

2
r s 

的整數部份。 

（二）[m×n]棋盤 
1、1×n（n 為偶數）：S([1×n])＝0 or S(n)。 
2、2×3：S([2×3])＝8 or 16。 
3、2×5：S([2×5])＝608 or 2048 or 2880。 

雖然由 n，j，α 的奇偶性與範圍可以逐一計算 S([2×n，j])的值，但 n，j，α
的值越來越大時，所要分類討論的情形越來越多，這樣會很沒有效率。目前我們

仍未想到其他方式可以簡化這個問題，希望我們之後可以解決它。 

一、對於獨目與變型棋盤，我們有以下 4 定理與判斷方法。 
（一）定理 1：m×n 為有解棋盤 m×n 獨目棋盤，其中 m、n 為一偶數，一奇數。 
（二）定理 2：[m×n]為有解棋盤 [m×n]棋盤，其中 m、n 為一偶數，一奇數。 
（三）定理 3：[m×n，0]有解棋盤 [m×n，0]棋盤，其中 m、n 同為偶數或同為奇數。 
（四）定理 4：設黑棋相鄰的顏色改變次數為 α，[m×n，j]有解棋盤 
              (1) m、n 同為奇數或同為偶數，而且 j、α 也同為奇數或同為偶數。 

                (2) m、n 為一偶數，一奇數，而且 j、α 也為一偶數，一奇數。 
（五）[m×n，j]有解棋盤的判斷方法 
    1、檢驗每個黑棋周圍的空格數目是否為奇數。 
    2、使用放棋要點 2 和 3 檢驗剩餘空格的分佈情形。 
    3、檢驗 m、n、j、α 的奇偶性。 
二、我們對獨目與變型棋盤設計了通用解法。 
（一）m×n 有解棋盤：「單跳單連雙交連綜合解法」。 
（二）[m×n]有解棋盤：使用「單跳單連雙交連綜合解法」或作變型。 
（三）[m×n，0]有解棋盤：使用「單跳單連雙交連綜合解法」或作變型。 
三、如果不用我們所設計的解法，只要依照放棋 3 要點，也可以解出獨目與變型有解棋盤。 
四、對於一些 m×n、[m×n]、[m×n，j]，我們已經知道 S(m×n)、S([m×n])、S([m×n，j])的值。 
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（三）[m×n，0]棋盤 
1、[1×n，0]（n 為奇數）：S([n，0])＝S(n+1)。 
2、[2×n，0]（n 為偶數）：S([2×n，0])＝0。 
3、[3×3，0]：S([3×3，0])＝1536。 

（四）[m×n，j]棋盤（j 2≧ ） 
 
 
       
          
        
            
      
  
 
 
     

 
 
 
 

 

陸、討論 
一、獨目棋盤的推廣 
           
 
（一） 
 
           
 
二、S(m×n)，m≧3 的精確值與上下界 
         
     
     
     
         
     
     
     

    首先我們使用兩子棋盤合併法找出了 S(n)的關係式。接著運用樹狀圖，再配合棋盤

的對稱性與同構性計算出 S(2×5)的值。最後，我們應用 2×n 棋子放置順序性質與 L(r，s)
找出了 S(2×n)的關係式。但是目前我們沒有好的方式來計算 S(3×n)，希望我們之後能攻

克它，再更進一步算出 S(m×n)的值。 
    我們曾經也有過一種想法：如果 S(m×n)的值無法精確計算，我們是不是可以找出

S(m×n)的上界與下界，至少能讓我們更接近 S(m×n)。不過到目前為止，我們仍未找出好

的方式可以計算它，所以這個問題也是我們之後想要繼續研究的問題。 

1、[1×n，j]，n≧ j+α+1： 
（1）j=2 

       ○1  2 黑棋不相鄰 
          S([n，2])＝S([n−2，0])。 
       ○2  2 黑棋相鄰 

          S([n，2])＝S([ 1n ，0])S([ 2n ，0])
1 2

( 2)!
! !

n
n n


，其中 1n + 2n ＝n−2， 1n 、 2n 皆為奇數。 

     （2）j≧3 

.    S([n，j])＝S([ 1n ，0])S([ 2n ，0])…S([ +1n ，0])
1 2 1

( )!
! ! !

n j
n n n




，其中 

1n + 2n + … + +1n ＝n−j， 1n 、 2n 、…、 +1n 皆為奇數。 
2、[2×2，j]，j≦3：S([2×2，j])＝0 or 1。 

    3、[2×3，j]，j≦5：S([2×3，j])＝0 or 1。 
4、[2×4，j]，j≦7：S([2×4，j])＝0 or 2 or 8 or 24 or 32。 
5、[2×5，j]，j≦9：S([2×5，j])＝0 or 2 or 24 or 32 or 48 or 96。 

          當研究完[m×n，j]之後，我們有 2 個想法。 
（一）是不是可以任意指定某些格子，在放完棋子後，只有這些格子上的棋子都變成白色。

如果可以辦到，哪些棋盤才有可能是有解棋盤？而且其解法為何？ 
（二）如果把棋盤的形狀改變，例如：虧格、多邊形的棋盤，相關問題的答案是否不同？ 
          我們目前尚未深入研究這 2 個問題，希望之後能繼續研究這 2 個問題。 
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三、S([m×n，j]) 
 
 

 

柒、結論 
     
 
 
 
     
 
 
     

 

捌、參考資料 
一、建中數學科網站（通訊解題）：http://math1.ck.tp.edu.tw/default.htm。 
二、國中數學第 4 冊（康版）2−2：對稱圖形。 
三、國中數學第 4 冊（康版）1−1～1−2：數列與級數。 
四、國中數學第 5 冊（康版）3−1：幾何證明。 
五、國中數學第 6 冊（康版）3−1：機率。 
六、高中數學第 1 冊：簡單的邏輯概念與認識證明。 
七、高中數學第 1 冊：數列與級數。 
八、高中數學第 4 冊：排列與組合。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

本文研究了獨目（變型）棋盤的相關問題，其中最重要的原理與解法原則是色變原理與

放棋要點 1、2、3。如果棋盤是有解棋盤，只要依照此 3 要點就可以解出棋盤。除此之外，

棋盤的對稱性與同構性也是重要的性質，這 2 個性質簡化了 S(2×5)、S([2×5])、S([3×3，0])
的計算。 
    到目前為止，對於 m×n、[m×n]、[m×n，j]棋盤有解與無解的判斷，我們已找到完整的答

案。另外，我們算出了 S(n)、S([n])、S([n，j])的值，但對於 S(m×n)、S([m×n])、S([m×n，j])，
我們只知道一小部分的答案。這是獨目（變型）棋盤的問題裏，較困難的部分，希望我們之

後能解決它。 

本文對於[m×n，j]棋盤的有解與無解做了完整的討論，並計算出一些 S([m×n，j])的
值。但仍有很多 S([m×n，j])值未計算出來，所以希望我們之後能找到一個更好的方法，

進而去計算 S([m×n，j])。 



【評語】030410  

由一個簡單的奇偶性問題出發，考慮更一般化問題的解答，

想法很好，能給出在甚麼條件下問題是有解的完整答案。對

國中生而言實屬不易。很不錯的結果。在構造解的過程中，

如果能給出更簡單的規則或是更方便的化約方式將會更好。 
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