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摘要 

本作品討論的多項式均在  5F x 中。本研究的目的是在討論有哪些算法可以展開真分式，

並試著去討論「最優的分解」問題及「固定項數的展開」問題。 

壹、研究的目的： 

一、探討真分式可表成「有限項」相異「單位分式」之和的理由         

二、探討將真分式分解成若干個相異的「單位分式」之和的方法 

三、探討比較貪心法、高中法、因式法及懶人法的優劣                 

四、探討將真分式分解成兩個相異的「單位分式」之和的方法 

貳、研究設備及器材 

一、研究設備：紙、筆、電腦 

二、解釋名詞： 

(一) 5F  是指用 5 去除的所得餘數的集合。 5F 包含有加、減、乘、除四種運算並且滿足結

合律，分配律，交換律。 
5

a 、 
5

b 為 5F 中的元素。我們可以定義 5F 中加、減、乘三

種運算分別為： 
5

a 指 a用 5 去除的所得餘數   5 5 5[ ] [ ] [ ]a b a b   ；

5 5 5[ ] [ ] [ ]a b a b    ； 5 5 5[ ] [ ] [ ]a b a b    。 

5F 中的除法運算：若 5 5 5[ ] [ ] [1]a b   。我們把 5[ ]b  記為 1

5[ ]a   ，稱為元素 5[ ]a 的

逆元素。我們定義 15
5 5

5

[ ]
[ ] [ ]

[ ]

a
a b

b

  。 

0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3



               

0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1



     

5F 的加法運算                     5F 的乘法運算 
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(二) 設 1

1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a

     為 x 的多項式 

1、領導係數：多項式中最高次項之係數(不為 0)稱為此多項式之領導係數。 

2、次數：當 0na  時，稱此多項式為 n 次多項式，記為：deg ( )f x n 。 

3、常數多項式：若一多項式僅含常數項 0a ，則稱此多項式為常數多項式。 

               當 00 a ，又稱為零次多項式。當 00 a ，又稱為零多項式。 

4、分式：兩個多項式函數相除稱為分式。型如
)(

)(

xg

xf
，其中 )(xf 與 )(xg 均為多項式

函數。分式分為真分式與假分式二種，當分子的次數小於分母的次數，稱為真

分式。當分子的次數大於等於分母的次數，稱為假分式。 

           5、互質：若   5HCL ( ) ( ) Ff x g x t   ，則稱 )(xf 與 )(xg 互質。且稱
)(

)(

xg

xf
為最簡

分式。 

6、單位分式: 就是指分子的次數為 0 的真分式。 

(三) 由多項式的係數決定多項式全體所成的集合： 

 Z x 、  Q x 、  R x 分別表由整係數、有理係數、實係數多項式全體所成的集合。 

 5F x 表由以 5F 為係數之多項式全體所成的集合。 

A = 多項式集合  5F x 中, 領導係數為 1 的多項式所構成的子集合。    

(本作品主要討論  5F x 中的多項式)  

(四) 在本文中在計算過程中，我們利用分離係數法計算多項式並儘量減少使用運算符

號。 

例如：    3 2 4 3 22 3 3 3 3 1x x x x x x x          

將 3 22 3 3x x x   寫成1233、將 4 3 23 3 1x x x x    寫成11331、 

將    3 2 4 3 22 3 3 3 3 1x x x x x x x        寫成1233 11331  

則    3 2 4 3 22 3 3 3 3 1x x x x x x x          

4 3 22 5 6 4x x x x     4 32 4x x x     

寫成1233 11331 12564 12014  
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例如：
13

432
234

23





xxxx

xxx
  

將 3 22 3 4x x x   寫成1234、將 4 3 2 3 1x x x x    寫成11131、 

將
13

432
234

23





xxxx

xxx
寫成

1234

11131
 

將
3 2

4 3 2 4 3 2

2 3 4 1 2

3 1 4 ( 3 1) ( 4)

x x x x

x x x x x x x x x x

   
 

          
 

4 3 2

1 3

4 ( 3 1) ( 4)

x

x x x x x x
 

      
 

寫成
1234 1 20 1 30

11131 14 11131 14 14 11131 14


   

 
。 

  

叁、研究過程或方法： 

我們看到了學長用數學歸納法證明了「每個真分數
b

a
都可以表為若干個相異埃及分

數的和」。我們猜想「每個真分式
)(

)(

xg

xf
都可以表為若干個相異單位分式的和」可以用數

學歸納法來證明。不過整數可以比較大小、順序，可是對於多項式我們卻不知道如何比

較大小與順序。 

數學老師提醒我們「如果你的公式是與正整數相關的式子，那麼數學歸納法將是你

一個方便的證明方法」。我們突然想起可以利用多項式的次數來做討論，因為數學歸納法

的證明方法就如同推骨牌一樣，而這裡的骨牌是可以指所有多項式的次數。 

我們利用數學歸納法證明了，對於任意的 ( )f x 而言，真分式
)(

)(

xg

xf
可以表為若干個

相異單位分式的和。 

對一般的真分數而言, 是否亦一定可以把它分解成相異單位分數之和呢?西元 1202 

年, 中世紀的數學家斐波那契(Fibonacci,1170-1250) 給予肯定的答案, 並記載於其名著「算

盤書」之中, 但他沒有給出證明。直到 1880 年, 才由英國數學家西爾維斯特(Sylvester, 

1814-1897) 所補證, 因此斐波那契法有時亦被稱為西爾維斯特方法。 

我們也利用類似的方法（貪心算法）來說明對一般的真分式而言, 可以把它分解成

「有限個」相異單位分式之和。 

數學家 Golomb 於 1962 年提出的另一個方法(簡稱 Golomb 算法), 也能夠把任意的

真分數展成單位分數之和，我們亦從數學老師所教的輾轉相除法中了解了這個方法，所
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以我們試著利用類似的步驟(高中算法)去展開分式，也希望能從其中得到較佳結果的展

開式。 

我們探討分解問題時，一直在想是否可以只用
1

x
、

2

1

x
、

3

1

x
……來展開分式。所以

我們就另外設計了神速算法（懶人算法），雖然展開的項數不是很理想，但計算卻是不

甚複雜。 

此外，我們知道將真分式展成若干個單位分式之和並不是唯一的，於是我們覺得探

討固定項數的分解問題應該是個不錯的想法， 譬如是 2 項、3 項或 4 項等的展開。根據

數學史家的分析, 當時的埃及人很可能已懂得運用簡略的因數分解，把真分數化成兩個

相異單位分數之和。而我們也利用多項式的因式將真分式化成兩個相異單位分式之和

（因式算法），不過目前所得的結果仍然十分零碎，沒有較一般的結果。 

最後一提，我們用神速算法展開時，發現雖然分解項數不理想，但分母次數是由小

至大有規律的，且分解出的各項分母好像跟 ( )g x 的因式有關。而我們用因式算法將
( )

( )

f x

g x

展開成三或四個相異單位分式之和的表達式時，又隱約覺得跟神速算法有關。所以我們

綜合兩者設計了神因算法，也由此我們對固定項數的分解問題與因式算法有更深的了解

認識。 

後面我們會簡略介紹我們所做的一些結果。 

肆、研究結果及討論： 

一、定理  每個真分式
)(

)(

xg

xf
都可以表為若干個相異單位分式的和。  

       證明  我們對分子 ( )f x 進行數學歸納法的證明。（∵deg ( )f x 是非負整數 0,1,2,3,…） 

       （一）當deg ( )= 0f x ，設 5( ) Ff x t  ,  則
( )

( ) ( )

f x t

g x g x
 =剛好是一個單位分式。 

       （二）設此定理對所有分子次數小於 a「deg ( )f x ＜ a 」（a ≧1）的最簡真分式都成立。

能分別找出 1t , 2t , 3t ,…, 1pt  , pt pF ,及相異的多項式

1( )s x , 2 ( )s x , 3( )s x ,… 1( )ps x , ( )ps x A 使成立    

131 2

1 2 3 1

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p p

p p

t ttt tf x

g x s x s x s x s x s x
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       （三）當deg ( )= af x ，對最簡真分式
)(

)(

xg

xf
而言，可以找到二個多項式

1( )q x 及
1( )r x 滿

足 1 1( ) ( ) ( ) ( )g x f x q x r x  ，其中 1deg (x) = deg ( ) deg ( )q g x f x 而且 

1deg ( )< deg ( ) = ar x f x 。使得           

1

11 1 1 1
1

( )( ) ( ) 1 1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

r xf x f x

r xg x f x q x r x q x q x g x
q x

f x


   




。 

              又 1deg ( )< ar x ，故存在 1t , 2t , 3t ,…, 1kt  , kt  pF ,及多項式

1( )s x , 2 ( )s x , 3( )s x ,… 1( )ks x , ( )ks x A 使得 

3 11 1 2

1 1 2 3 1

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k

k k

t t tr x t t

q x g x s x s x s x s x s x






               從而有

3 11 2

1 1 2 3 1

( ) 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k

k k

t t tt tf x

g x q x s x s x s x s x s x





        

        因此，
)(

)(

xg

xf
都可以表為若干個相異單位分式的和。 

 

二：貪心算法 

（一）、設 ( )f x 、 ( )g x 為互質的多項式，且deg ( ) deg ( )f x g x  。分式
)(

)(

xg

xf
可用以下

的步驟分解成若干個相異單位分式之和: 

（步驟一）: 用 ( )f x 除以 ( )g x ，得商數 1( )q x 及餘數 1( )r x 。   

把
)(

)(

xg

xf
記作: 1

1 1

( )( ) 1

( ) ( ) ( ) ( )

r xf x

g x q x q x g x


    (註: 1deg (x) = deg ( ) deg ( )q g x f x 而

且 1deg ( )< deg ( ) r x f x ) ，若 1 5( ) Fr x t   ，則分解完成。不然,要進行步驟二。 

（步驟二）: 仿照步驟一求與 1

1

( )

( ) ( )

r x

q x g x


對應的單位分式及其對應的剩餘分式。重複

此步驟,直至剩餘分式成為單位分式為止。 

（二）、任何一個最簡真分式
)(

)(

xg

xf
利用貪心算法分解，若deg ( ) 1f x n  ，則

)(

)(

xg

xf
可

表成不超過 +1n 個相異單位真分式的和。  

證明：  
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1、當deg ( )f x n ，對真分式
)(

)(

xg

xf
而言，可以找到二個多項式

1( )q x 及
1( )r x 滿足

1 1( ) ( ) ( ) ( )g x f x q x r x  ，其中 1deg (x) = deg ( ) deg ( )q g x f x 而且 

1deg ( )< deg ( ) =r x f x n。使得           

1

11 1 1 1
1

( )( ) ( ) 1 1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

r xf x f x

r xg x f x q x r x q x q x g x
q x

f x

   




。 

設 1( )q x 的首項係數為 1u ，且 1 1 1u t  ，故 1

1 1 1

1

( ) ( )

t

q x t q x



 

            2、令 1

1

( )

( ) ( )

r x

q x g x
為最簡真分式，已知 1 1deg ( ) n < nr x  。（1）若 1deg ( )= 0r x ，設

1 2 p0 ( ) Fr x t   ,則 1 2( )

( ) ( )

r x t

g x g x
 是一個單位分式。 

（2）若 1deg ( ) 0r x  ，對真分式 1( )

( )

r x

g x
而言，可以找到二個多項式 2 ( )q x  及 2 ( )r x  

滿足 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )g x r x q x r x  ，其中 2 1deg (x) = deg ( ) deg ( )q g x r x 而且  

2 1 1d e g  ( ) <  d e g  ( )  =  n <  r x r x n。使得

1 1 2

21 2 2 2 2
2

1

( ) ( ) ( )1 1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

r x r x r x

r xg x r x q x r x q x q x g x
q x

f x

   




， 

設 2 ( )q x 的首項係數為 2u ，且 2 2 1u t  ，故 2

2 2 2

1

( ) ( )

t

q x t q x



。   

則 1 2 2

1 1 2 1 2 1 2

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t t r xf x

g x t q x t q x q x q x q x g x
  

  
 

（3）當 2deg ( ) 0r x  ，則如此繼續下去前面（2）的方法，直到我們得到

deg ( ) 0kr x   1 2 2( ) ( ) ( ) ( )g x r x q x r x   2 3 3( ) ( ) ( ) ( )g x r x q x r x   ……….  

2 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k kg x r x q x r x      1( ) ( ) ( ) ( )k k kg x r x q x r x     

並得到 1 2

1 1 2 1 2

( )
......

( ) ( ) ( ) ( )

t tf x

g x t q x t q x q x
   

 
 

1 2 1 2

( )
......

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k

k k k

t r x

t q x q x q x q x q x q x g x
  


 

且 1 2deg ( ) deg ( ) deg ( ) 0kn r x r x r x     並得 1( )k kr x t  。 
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（4）故 1 2

1 1 2 1 2

( )
......

( ) ( ) ( ) ( )

t tf x

g x t q x t q x q x
   

 
 

1

1 2 1 2

......
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k

k k k

t t

t q x q x q x q x q x q x g x

  


 

每進行一步分子次數至少減小 1，所以1 k n  。 

                   則任何一個最簡真分式
)(

)(

xg

xf
，若deg ( ) 1f x n  ，則

)(

)(

xg

xf
可表成不超

過 +1n 個相異單位真分式的和。 

（三）、 討論  

1、求分母的最大次數 

由 1 1( ) ( ) ( ) ( )g x f x q x r x  、 1( ) ( ) ( ) ( )h h hg x r x q x r x   2,3, ,h k ，知

1deg ( ) deg ( ) deg ( )q x g x f x  、 1deg ( ) deg ( ) deg ( )h hq x g x r x   2,3, ,h k ， 

又 1 2n deg ( ) deg ( ) deg ( ) 0kr x r x r x      

故得 1 2 1 2deg ( ) ( ) ( ) ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( )k kq x q x q x g x q x q x q x g x     

   deg ( ) n deg ( ) 1g x g x n        

   deg ( ) + 2 deg ( ) + 1 deg ( )g x n k g x n k g x         

 
( 1)

deg ( ) deg ( )
2

k k
g x n k g x

 
      

由上述可見，
)(

)(

xg

xf
利用貪心算法分解，若deg ( )g x m 、deg ( ) 1f x n   

則知展開項數不會大於 +1n 。 

若分解為 +1k  項，所得的分母次數不大於  
( 1)

2

k k
m n k m

 
    。 

若分解為 +1n  項，所得的分母次數不大於
( +1)

( +1)
2

n n
n m


  。 

 

            2、分母次數的總和 

所求    1 1 2 1 2 3deg ( ) deg ( ) deg ( ) + deg ( ) deg ( )+deg ( ) +q x q x q x q x q x q x     

 1+ deg ( )+ +deg ( )kq x q x 1 2+deg ( ) ( ) ( ) ( )kq x q x q x g x  
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1 2 1=( 1) deg ( ) deg ( )+ 3 deg ( )+2 deg ( )k kk q x k q x q x q x       +deg ( )g x  

   ( 1) deg ( ) deg ( ) 1k g x n k g x n          

 2 deg ( ) + 1 deg ( )g x n k g x      

( 1) ( 2) ( 3)
deg ( ) + 1+( 1) 2+ +2 ( 1)

2 2

k k k k
g x n k k k

    
          

1

1

( 1) ( 2) ( 3)
deg ( ) + ( 1 )

2 2

k

a

k k k k
g x n a k a





    
      

( 1) ( 2) ( 3) ( 1) (5 2)
deg ( ) +

2 2 6

k k k k k k k
g x n

        
   

( 1) ( 2) ( 3) ( 1) (5 2)
+

2 2 6

k k k k k k k
m n

        
     

由上述可見，
)(

)(

xg

xf
利用貪心算法分解，若deg ( )g x m 、deg ( ) n 1f x    

則知展開項數不會大於n+1。 

若分解為 +1k 項，所得的分母次數的總和不大於

( 1) ( 2) ( 3) ( 1) (5 2)
m n+

2 2 6

k k k k k k k        
   。 

若分解為 +1n 項，所得的分母次數的總和不大於

2( 1) ( 2) ( 1) ( 1)
2

2 3

m n n n n n
n

       
    。 

 

（四）、例如： 

1、
2

2

3 4

x

x x



 
 

2

1 2

( 1) ( 1)( 3 4)x x x x


 

    2

1 3

( 1) ( 1)( 3 4)x x x x
 

   
                

12

134
 

1 2

11 11 134


 



1 3

11 11 134
 


 

2、
2 2

1 4

3 4 ( 3) ( 3)( 3 4)

x

x x x x x x


 

      2

1 1

( 3) ( 3)( 3 4)x x x x
 

   
                  

1 0 1 4

1 3 4 1 3 1 3 1 3 4


 



1 1

13 13 134
 


 

3、
2

4 3 2 2 2 4 3 2

1 3

3 3 3 1 ( 3 1)( 3 3)

x

x x x x x x x x x x
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2 2 4 3 2

1 2

3 1 ( 3 1)( 3 3)x x x x x x x
 

      
                                

1 0 0 1 3

1 3 1 0 3 1 3 1 1 3 1 1 3 1 0 3


 



1 2

131 131 13103
 


 

4、
13

432
234

23





xxxx

xxx
 

100234

30

14

1

1411131

20

14

1

11131

1234







20041100234

4

20041

1

14

1




  

20041100234

1

20041

1

14

1




2003233444

1

20041

1

14

1
  

 

三、高中算法 

（一）、設 ( )f x 、 ( )g x 為互質的多項式，且deg ( ) deg ( )f x g x  。分式
)(

)(

xg

xf
可用以下

步驟分解成若干個相異單位分式之和: 

（步驟一）求滿足 ( ) ( ) ( ) ( ) 1f x h x g x k x  的一組解 ( )m x 、 ( )n x 是，而且在所有可能 的

解中 ( )m x 次數最小。 

把
)(

)(

xg

xf
 記作: 

( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x n x

g x g x m x m x
 


    若 p( ) Fn x t  ，則分解完成。不

然，要進行步驟二。 

（步驟二）仿照步驟一把分解成一個單位分數及另一個分數。重複此步驟, 直至所有

的分式都化成單位分式為止。 

（二）、設 ( )f x 、 ( )g x 為互質的多項式，且deg ( ) deg ( )f x g x 、deg ( ) 1f x n  ，若

利用高中算法則
)(

)(

xg

xf
可表成不超過 +1n 個相異單位真分式的和。 

證明： 

1、由於 ( )f x 、 ( )g x 互質, 根據推論一可知存在多項式 ( )h x 、 ( )k x 使得

( ) ( ) ( ) ( ) 1f x h x g x k x  。且必定存在次數最小的多項式 1( )m x 及其對應的多項

式
1( )n x 使得 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 1f x m x g x n x  。因此 1

1 1

( )( ) 1

( ) ( ) ( ) ( )

n xf x

g x g x m x m x
 


。 

2、（1）再由 ( )f x 、 ( )g x 互質及deg (x) < deg ( )f g x ，易知
1 1deg (x) < deg ( )n m x ，

且由定理一可推出 1( )m x 、 1( )n x 互質。 



 10 

（2）現在要證明
1deg (x) < deg ( )m g x 。用反證法進行如下: 

若
1deg ( ) deg ( )m x g x , 那麼由

1( )  ( ) ( ) ( )m x g x q x r x  其中

1deg ( ) deg ( ) deg ( )q x m x g x  而且 )( deg)( deg xgxr  及定理一推出

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1f x r x g x n x f x q x   ，則 )()( xrxh  、

1( ) n ( ) ( ) ( )k x x f x q x  是 ( ) ( ) ( ) ( ) 1f x h x g x k x   的一組解。但

1deg ( ) deg ( ) deg ( )r x g x m x  ，因此
1( )m x 不可能是 )(xh 的所有可能的

解中次數最小。故有矛盾。則
1deg (x) < deg ( )m g x 。 

3、（1）重複前項2, 必定存在次數最小的多項式
2 ( )m x 及其對應的多項式

2 ( )n x ，

使得
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 1n x m x m x n x  。 

且
1 2deg (x) < deg ( )m m x 。因此

2

1 1 2 2

( )( ) 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n xf x

g x g x m x m x m x m x
  

 
。 

（2）重複前項（1）直到deg ( ) =0kn x ，並得到 

1 1 2

( ) 1 1
......

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x

g x g x m x m x m x
  

 
 

1

( )1
....

( ) ( ) ( )

k

k k k

n x

m x m x m x

  


 

且
1 2deg ( ) deg (x)>deg (x)> deg (x)kg x m m m   

4、又因
1 1deg ( ) deg (x)=deg (x) deg (x)=g x f m n   

= =deg (x) deg (x)k km n ， 

則知
1 2=deg ( ) deg (x)>deg (x)> deg (x)=0kn f x n n n   

每進行一步分子次數至少減小1，所以1 k n  。

1 1 2

( ) 1 1
......

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x

g x g x m x m x m x
  

  1

( )1
....

( ) ( ) ( )

k

k k k

n x

m x m x m x

  


 

則任何一個最簡真分式
)(

)(

xg

xf
，若deg ( ) 1f x n  ，則

)(

)(

xg

xf
可表成不超過 +1n 個相

異單位真分式的和。 

（三）、討論  

若deg ( )g x m 、deg ( ) 1f x n   

由上述可見, 高中算法中的分母次數最大為 1deg ( ) deg ( )g x m x , 而

1deg ( ) deg ( )m x g x , 故知展開時分母的最大次數不會大於2 deg ( ) 1g x  。另外, 

高中算法展開後的項數不會大於 +1n 。 
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若分解為 +1k 項，分母次數總和 

     1 1 2 1deg ( ) deg ( ) + deg ( ) deg ( ) deg ( ) deg ( )k kg x m x m x m x m x m x       

deg ( )km x   

     +( 1) ( 1)+( 2) ( +1)+( ) ( )m m m m m k m k m k             

2=2 ( )mk k m k    

若分解為 +1n 項，分母次數總和不會大於 22mn n m n    

（四）、例如： 

1、
13

432
234

23





xxxx

xxx
 

因 2014123411131         4314201234   

則 3142012344   314)14123411131(1234    

314)14123411131(1234   

314141234314111311234  3141113133321234   

又 1143143332      則 3332143144   

故
31422442

4

3332

314

333211131

4

3332

314

11131

1234



  

31422442

1

333214

4

14

1



  

2、
4 3 2

5 4 3 2

2 4 3 1

4 3 2 3

x x x x

x x x x x

   

    
 

因143213 21431 33 3140          2 1 4 3 1 3 1 4 0 4 4 4 2 1           

3 1 4 0 4 2 1 2 3 1 2              4 2 1 1 2 4 4 3    

則3 421 12 44    421 (3140 421 23) 44        

4 2 1 ( 1 2 3 4 4 ) 3 1 4 0 4 4       421 303 3140 44     

(21431 3140 44) 303 3140 44       21431 303 3140 2223        

2 1 4 3 1 3 0 3 ( 1 4 3 2 1 3 2 1 4 3 1 3 3 ) 2 2 2 3       

21431 12002 143213 2223     

又12002 2223 33 303          2 2 2 3 3 0 3 4 4 1     

1 2223 303 44    2223 (12002 2223 33) 44        

2 2 2 3 ( 1 3 3 4 4 ) 1 2 0 0 2 4 4      2 2 2 3 2 4 3 1 2 0 0 2 4 4     
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故
21431 3 2223

143213 143213 12002 12002
 



3 1 44

143213 12002 12002 243 243
  

 
  

3 1 1 1

1 4 3 2 1 3 1 2 0 0 2 1 2 0 0 2 2 4 3 3 3 2 4 3 3 3
   

  
 

 

四、神速算法 

（一）、設 ( )f x 、 ( )g x 為互質的多項式，且deg ( ) deg ( )f x g x  。分式
)(

)(

xg

xf
可用以下

的步驟分解成若干個相異單位分式之和: 

不失一般性，設 1

1 1 0( ) n n

n nf x a x a x a x a

            

1

1 1 0( ) m m

mg x x b x b x b

      

（步驟一）:把
)(

)(

xg

xf
記作:     

      
1 2 1

1 2 1 0( )

( ) ( )

m m m n m n

n n n

m n m n

a a x a x a x a xf x

g x x x g x

    

 

 

   
    

1 2

1 2 1 0

( )

m m

n m n m n n

m n

a b x a b x a b x a b

x g x

 

 



   
  

      ( )

( )

n

m n

af x

g x x 
 1 0

( )

m n

n m n n n

m n

a b x a b x a b

x g x







  
  

1 2 1

1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )

( )

m m m n

n n m n n m n m n

m n

a a b x a a b x a a b x

x g x

   

     



     
              

( )

( )

n

m n

af x

g x x 


( )

n m na b

g x

 1

( )

n m na b

xg x

  1

1 ( )

n

m n

a b

x g x 
  0

( )

n

m n

a b

x g x
  

1 2

1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )

( )

n n

n n m n n m n m na a b x a a b x a a b x

g x

 

          
  

  令 1

1

( )

( )

f x

g x


1 2

1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )

( )

n n

n n m n n m n m na a b x a a b x a a b x

g x

 

              

設若 1deg ( ) 0f x  ，則分解完成。不然,要進行步驟二。 

（步驟二）: 仿照步驟一求與 1

1

( )

( )

f x

g x
對應的單位分式及其對應的剩餘分式。重複此步 

餘分式成為單位分式為止。 

（二）、討論  

1、由步驟一 ( )

( )

f x

g x
得到的單位分式中，分母的次數最高是 deg ( )m n g x  ，而 1

1

( )

( )

f x

g x
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得到的單位分式，其分母的次數最高不大於 ( 1) deg ( )m n g x   ，而
)(

)(

2

2

xg

xf
得到

的單位分式，其分母的次數最高不大於 ( 2) deg ( )m n g x   ，而
)(

)(

xg

xf

k

k 得到的單

位分式，其最高次數的分母是 ( ) deg ( )m n k g x   。（ 1k 、2、3、……、 1n ）。

故 ( )

( )

f x

g x
完全展開後得到的單位分式，其分母最高次數不超過2 deg ( ) 1g x  。 

2、所有分母次數總和不超過  deg ( ) deg ( ) deg ( ) 1f x g x f x    

3、至多進行 =deg ( )n f x 個步驟，故至多分解成 )( deg21 xf 個單位分式之和。 

（三）、例如： 

1、
13

432
234

23





xxxx

xxx
 

111310

1214

10

1

11131

1234
             















111310

1214

1011131

1113112340

10

1

11131

1234
 

1113100

1014

100

1

10

1

11131

1234
  















1113100

1014

100111310

111310121400

100

1

111310

1214
 

11131000

4014

1000

1

100

1

10

1

11131

1234
      
















11131000

4014

10001113100

11131001014000

1000

1

1113100

1014
 

11131000

4014

1000

1

100

1

10

1

11131

1234
                

1000

1

100

1

10

1

11131

1234


11131000

4


1113100

1


11131

4
  

 

2、
4 3 2

5 4 3 2

2 4 3 1

4 3 2 3

x x x x

x x x x x

   

    
 

21431 2 33444

143213 10 1432130
         

21431 2 214310 231421 33444

143213 10 143213 10 1432130

 
   

 
 

21431 2 3 103110

143213 10 100 143213000
    

33444 3 3344400 3241340 103110

1432130 100 1432130 100 143213000

 
   

 
 

21431 2 3 1 10402000

143213 10 100 1000 143213000000
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1 0 3 1 1 0 1 1 0 3 1 1 0 0 0 0 1 4 3 2 1 3 0 0 0 1 0 4 0 2 0 0 0

143213000 1000 143213000 1000 143213000000

 
   

 
 

21431 2 3 1 1 10402000

143213 10 100 1000 10000 143213000000
      

    
1 0 4 0 2 1 1 0 4 0 2 0 0 0 0 1 4 3 2 1 3 0 0 0 1 1 3 1 2 0 0 0

143213000 10000 143213000 10000 1432130000000

 
   

 
 

21431 2 3 1 1

143213 10 100 1000 10000
   

1

143213


1

1432130


3

14321300
  

1

143213000


2

1432130000
  

 

五、因式算法 

（一）、設 ( )f x 、 ( )g x 為互質的多項式，且deg ( ) deg ( )f x g x 。找出分式
)(

)(

xg

xf
中所

有能化成兩個相異單位分式之和的表達式。: 

（步驟一）計算分母 ( )g x 的任兩個不同因式之和。（取不同的兩個因式，得到的因

式之和也可能不同） 

        （步驟二）檢驗此兩個因式和是否為分子 ( )f x 的倍式，若為「是」，則分式
)(

)(

xg

xf
能

化成兩個相異單位分式之和。若為「否」，則重複步驟一,直至所有的因式和都

檢驗完畢。 

        （步驟三）把分式
)(

)(

xg

xf
的分子和分母都乘以此兩個因式和。將

)(

)(

xg

xf
分解成兩個相

異單位分式之和。 

（二）、找出
( )

( )

f x

g x
中所有能化成兩個相異單位分式之和的表達式。 

            想法： 

1、我們先找出
1

( )g x
中所有能化成兩個相異單位分式之和的表達式。 

             （1）設 ( )p x 、 ( )q x 為兩個相異多項式，且 ( )p x 、 ( )q x 互質。 

設deg ( ) deg ( )p x q x       則 
1 1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p x q x

g x g x p x q x p x q x

 
   

  
 

若 ( )p x 不是 ( )g x 的因式，則設 1( ) ( ) ( )p x a x p x  ，其中 ( )a x 是 ( )g x 的因

式，而 1( )p x 是 ( ) ( )p x q x 的因式。所以 1( )p x 是 ( )q x 的因式。易得矛盾，
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故知 ( )p x 是 ( )g x 的因式。 

              （2）我們設 ( )p x 、 ( )q x 為 ( )g x 中任兩個不同的因式， pFa 、 pFb  

                  
1 1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a p x b q x

g x g x a p x b q x


 


 

   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ap x bq x

g x ap x bq x g x ap x bq x
 

 
     

   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

a b

g x g x
ap x bq x ap x bq x

p x q x

 

 

 

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

b

a
g x b g x b

p x q x p x q x
p x a q x a

 
   

      
   

 

不失一般性，令 pF
b

m
a
  、deg ( ) deg ( )p x q x ，且 ( )p x 與 ( )q x 的領導

係數均為1 則

   

1 1

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m

g x g xg x
p x m q x p x m q x

p x q x

 

   

 

（3）我們注意到 

（a1）分母次數最大為deg ( ) deg ( ) deg ( )g x p x q x               

（a2）分母的次數總和為2 deg ( ) deg ( ) deg ( )g x p x q x    

2、找出
( )

( )

f x

g x
中所有能化成兩個相異單位分式之和的表達式。 

若 ( )p x 、 ( )q x 為 ( )g x 中任兩個相異因式，且 ( )p x 與 ( )q x 的領導係數均為1，

pFm 。 

則 
( ) 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x m

g x g x p x m q x g x p x m q x

p x f x q x f x

 
      
   
   

          

我們就得到
)(

)(

xg

xf
化成兩個相異單位分式之和的表達式。 

（三）、找出
( )

( )

f x

g x
中所有能化成三個相異單位分式之和的表達式。 

            1、想法：先找出
1

( )g x
中所有能化成三個相異單位分式之和的表達式。設 ( )p x 、

( )q x 、 )(xr 為三個相異多項式，deg ( ) deg ( ) deg ( )p x q x r x   


















)()()(

)(

)()()(

)(

)()()(

)(

)(

1

)(

1

xrxqxp

xr

xrxqxp

xq

xrxqxp

xp

xgxg
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)()()(

)()(

)()()(

)(

)(

1

xrxqxp

xrxq

xrxqxp

xp

xg

















)()()(

)(

)()()(

)()(

)(

1

xrxqxp

xr

xrxqxp

xqxp

xg
 

              由（二）知 ( )p x 、 ( )q x 、 ( )r x 為 ( )g x 中任三個相異因式。 

不失一般性，設 ( )p x 、 ( )q x 、 ( )r x 為 ( )g x 中領導係數均為1的三個相異因式，

且deg ( ) deg ( ) deg ( )p x q x r x  。 5Fm 、 5Fn 。 

則 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

p x m q x

p x m q x n r x p x m q x n r x

n r xg x g x

p x m q x n r x

 
         

  
 

     

 

2、找出
( )

( )

f x

g x
中所有能化成三個相異單位分式之和的表達式。 

我們先令 1

1

( )( )

( ) ( )

f xf x

g x g x
 ，其中 1( )g x 至少有三個因式。 

              若 ( )p x 、 ( )q x 、 ( )r x 為 1( )g x 中任三個領導係數均為1的相異因式，且

deg ( ) deg ( ) deg ( )p x q x r x  。又設 5Fm 、 5Fn 。 

若 1( )f x 是 ( ) ( ) ( )p x m q x n r x    的因式，則設 ( )p x 、 ( )q x 、 ( )r x 為 ( )g x 中

領導係數均的三個，且deg ( ) deg ( ) deg ( )p x q x r x  。 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

p x m q x

p x m q x n r x p x m q x n r xf x f x

n r xg x g x

p x q x n r x

 
         

  
 

    

 

（四）、討論  

我們可以找出
( )

( )

f x

g x
中能化成三或四個相異單位分式之和的表達式嗎？有無具體

的分解法呢? 雖然我們還沒找到一個圓滿的答案。不過我們有以下的推斷:若

( )f x 有 k 項、而 ( )g x 可以找到 k 個相異因式，則
( )

( )

f x

g x
能化成 k 個相異單位分式之

和。 

（四）、例如： 

1、
2 2

1

( 4 1)( 2 3)x x x x   
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2 2

1

( 4 1)( 2 3)x x x x


   
 

2

2 2

2

2 2

4 1

4 1 4 ( 2 3)

4 ( 2 3)

4 1 4 ( 2 3)

x x

x x x x

x x

x x x x

  
 

      
 

   
       

 

2 2

1 4

( 2 3) (2 3) ( 4 1) (2 3)x x x x x x
 

       
 

2 2

3 2

( 2 3) ( 4) ( 4 1) ( 4)x x x x x x
 

       
 

1

141 123

1

141 123




141 4 123

141 4 123 141 4 123

 
  

    
 

1

141 123




141 4 123

23 23

 
  
 

1 4

123 23 141 23
 

 

3 2

123 14 141 14
 

 
 

2、
)3()14(

1
2  xxx

 

1

141 13

1 141 13

141 13 141 13 141 13

 
   

   

1 1

104 13 141 104
 

 
 

3、
  

2 2

4 3 2 2 2

4 2 4 2

3 3 1 2 3

x x x x

x x x x x x x

   


      
 

  

2 2 2

2 22 2

4 2 2 3 1

2 3 4 2 3 41 2 3

x x x x x x

x x x xx x x x

      
  

        
 

2 2

2 2 2 2

4 2 4 2

( 1)(2 3 4) ( 2 3)(2 3 4)

x x x x

x x x x x x x x

   
 

       
 

2 2

1 1

( 1) 2 ( 2 3) 2x x x x
 

     
 

)32(

3

)1(

3
22 





xxxx

 

142 142

13103 111 123




142 111 123

111 123 111 123 111 123

 
  

   
 

142 142

111 234 123 234
 

 
 

1 1

111 2 123 2
 

 

3 3

111 123
   

4、
  

2 2

3 2 2

1 1

3 3 1 2 3

x x

x x x x x

 


    
  

  

2 2

2 22

1 2 3 3 ( 1)

2 3 3 ( 1) 2 3 3 ( 1)1 2 3

x x x x

x x x x x xx x x
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2 2

2 22

1 2 3 3 ( 1)

1 11 2 3

x x x x

x xx x x

     
  

     
2

1 3

1 2 3x x x
 

  
 

101 101

1303 11 123




101 123 3 11

123 11 123 3 11 123 3 11

 
  

     
 

101 123 3 11

11 123 101 101

 
  

  
 

1 3

11 123
   

六、神因算法 

（一）、設 ( )f x 、 ( )g x 為互質的多項式，且deg ( ) deg ( )f x g x 。找出分式
)(

)(

xg

xf
中所

有能化成相異單位分式之和的表達式。 

設deg ( )g x m 、deg ( )f x n  

（步驟一）設 )(1 xd 、 )(2 xd 、 )(3 xd 、…、 1( )hd x 、 ( )hd x 是 )(xg 所有的因式， 

逐一檢查是否存在 ,1( )id x 、 ,2 ( )id x 、 ,3( )id x 、…、 , ( )i md x ，使得 ,1deg ( ) 1id x  、

,2deg ( ) 2id x  、 ,3deg ( ) 3id x  、…、 ,deg ( )i md x m  

（步驟二）假設存在 , ( )i kd x ，但有最多連續 j 個因式 , 1( )i kd x 、…、 , ( )i k jd x 不存在， 

則令 , 1 ,( ) ( )i k i kd x x d x   、 2

, 2 ,( ) ( )i k i kd x x d x   、…、 , ,( ) ( )j

i k j i kd x x d x   ， 

又令 , 1 ,( ) ( )i t i td x x d x   、 2

, 2 ,( ) ( )i t i td x x d x   、…、 , ,( ) ( )j

i t j i td x x d x   ，使

得 ( )jx f x 0 1 ,1 2 ,2 n+ ,n+( ) ( ) ( )i i j i ja a d x a d x a d x       

（步驟三）展開
( ) ( )

( ) ( )

j

j

f x x f x

g x x g x





，得到所求的單位分式之和。 

（二）、討論 

設deg ( )g x m 、deg ( )f x n 。由上述可見, 神因算法的分母的為 ( )jx g x , 而

展開時分母的次數不會大於 jm  且不小於 nm 。另外, 高中算法展開後的項

數不會大於 n+1。 

又分母次數總和不會大於

 )()1()( nmjmjm 
2

)1)(2(  jnjnm
             

（3）我們注意到 

（a1）分母次數不會大於 jm  且不小於 nm 。 
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（a2）分母的次數總和為
2

)1)(2(  jnjnm
 

（三）、例如： 

1、
)12)(1(

242

)(

)(
2343

2345






xxxxxx

xxxxx

xg

xf
 

3)1( deg 3  xx 、 4)12( deg 234  xxxx ，無法表示 1、2、5、6 

因 112  、 415  、 426   

  令
)12)(1(

242

)(

)(
2343

2345

2

2

1

1






xxxxxx

xxxxx

x

x

xg

xf
 

則 1 deg x 、 2 deg 2 x 、 3)1( deg 3  xx 、 4)12( deg 234  xxxx 、

5)12( deg 234  xxxxx 、 

6)12( deg 2234  xxxxx 、 7)1)(12( deg 3234  xxxxxx  

設 )133342(242 234567234567  xxxxxxxaxxxxxx  

)2()( 234523456 xxxxxcxxxxxb   

)12( 234  xxxxd hxgxfxxe  23 )1(  

34567 )3()4()2()( xedcbaxdcbaxcbaxbaax   

)()23()23( 2 hedaxgedcaxfdcba   

得 1a 、 0b 、 0c 、 2d 、 4e 、 2f 、 4g 、 3h  

1

1

( )

( )

f x

g x 2

1

x


2 3

2

( 1)x x x


  2 4 3 2

4

( 2 1)x x x x x


   

3 4 3 2

2

( 1)( 2 1)x x x x x x


      3 4 3 2

4

( 1)( 2 1)x x x x x x x


     

2 3 4 3 2

3

( 1)( 2 1)x x x x x x x


     
 

 

伍、結論：若deg ( )g x m 、deg ( ) 1f x n  。 

一、每個真分式
)(

)(

xg

xf
都可以表為若干個相異單位分式的和。 

     二、任何一個最簡真分式
)(

)(

xg

xf
，若deg ( ) 1f x n  ，則

)(

)(

xg

xf
可表成不超過 +1n 個相異

單位真分式的和。 
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     三、貪心算法與高中算法的展開項數均不會大於 +1n 。 

     四、真分式
)(

)(

xg

xf
用貪心算法分解為 +1k 項相異單位分式的和時，則 

      （一）所得的分母次數均不大於  
( 1)

2

k k
m n k m

 
           

（二）所有分母次數的總和不大於
( 1) ( 2) ( 3) ( 1) (5 2)

+
2 2 6

k k k k k k k
m n

        
    

五、真分式
)(

)(

xg

xf
用高中算法分解時，則 

（一）所得的分母次數均不大於2 1m       

（二）所有分母次數的總和不大於 2 ( 1)m m k k k      （分解為 +1k 項的和時）       

     六、真分式
)(

)(

xg

xf
用神速算法分解時，最多分解為m n 項，又 

（一）所得的分母次數均不大於2 1m  且不小於 nm        

（二）所有分母次數的總和不大於
(3 1)( )

2

m n m n   
。 

     七、真分式
)(

)(

xg

xf
用神因算法分解時，最多分解為 1 jn 項，又 

（一）所得的分母次數均不大於 jm  且不小於 nm        

（二）所有分母次數的總和不大於
2

)1)(2(  jnjnm
。 

八、若 ( )p x 、 ( )q x 為 ( )g x 中任兩個相異因式，且 ( )p x 與 ( )q x 的領導係數均為1， pFm 。     

  則 

   

1 1

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m

g x g xg x
p x m q x p x m q x

p x q x

 

   

 

  九、由八我們注意到：若deg ( ) deg ( )p x q x  

（一）分母次數最大為deg ( ) deg ( ) deg ( )g x p x q x         

（二）分母的次數總和為2 deg ( ) deg ( ) deg ( )g x p x q x    

     十、由八，若 )(xf 是 )()( xqmxp  的因式，則     

        
( ) 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x m

g x g x p x m q x g x p x m q x

p x f x q x f x

 
      
   
   

 

     十一、我們先設
)(

)(

xg

xf
們先令，其中 )(xg 至少有三個因式。若 ( )p x 、 ( )q x 、 ( )r x 為 )(xg   
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        中任三個領導係數均為1的相異因式，且deg ( ) deg ( ) deg ( )p x q x r x  。又設 5Fm 、   

        5Fn 。若 )(xf 是 ( ) ( ) ( )p x m q x n r x    的因式， 

        則






































)()()(

)(

)()()(

)(

)()()(

)(

)(

)(

)(

)(

xrnxqmxp

xrn

xrnxqmxp

xqm

xrnxqmxp

xp

xg

xf

xg

xf
 

         是單位分式 

     十二、 )(xf 若可用 ( )g x 的 k 個相異因式的和表示，則
( )

( )

f x

g x
能化成 k 個相異單位分式之 

           和。 

十三、各種算法比較表 

 
展開項數 

（最大可能值） 

所得的分母次數 

（最大可能值） 

所有分母次數的總和 

（最大可能值） 

貪

心 
+1n  

（分解為 +1k 項的和時）

 
( 1)

2

k k
m n k m

 
     

（分解為 +1n 項的和時）

( +1)
( +1)

2

n n
n m


   

（分解為 +1k 項的和時）

( 1) ( 2) ( 3)

2 2

( 1) (5 2)
+

6

k k k k
m n

k k k

    
  

   
 

（分解為 +1n 項的和時） 

2

( 1) ( 2) ( 1) ( 1)

2 3

2

m n n n n n

n

       


 

 

高

中 
+1n  

（分解為 +1k 項的和時）

2 1m   

（分解為 +1n 項的和時） 

2 1m   

（分解為 +1k 項的和時）

2 ( 1)m m k k k       

（分解為 +1n 項的和時） 

22m mn n n    

神

速 
nm  

不大於2 1m   

且不小於 nm  

(3 1)( )

2

m n m n   
 

神

因 

1 jn  

（ 1 mj ） 

不大於 jm   

不小於 nm  2

)1)(2(  jnjnm
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十四、貪心算法表(略舉) 

01

2

0

bxbx

ax




 

01

1

abx 


2

0 0 1 0

2

1 0 1 0( )( )

a a b b

x b a x b x b

  


   
 

0

3 2

2 1 0

x a

x b x b x b



  
 2 2

2 0 1 0 2 0

1

( ) ( )x b a x b a b a


      

3 2

0 0 2 0 1 0

2 2 3 2

2 0 1 0 0 2 2 1 0( ) ( ) ( )

a a b a b b

x b a x b a a b x b x b x b

  


       
 

0

4 3 2

3 2 1 0

x a

x b x b x b x b



   
 

3 2 2 2 3

3 0 2 0 3 0 1 0 2 0 3 0

1

( ) ( ) ( )x b a x b a b a x b a b a b a


        
 

4 3 2

0 0 3 0 2 0 1 0

3 2 2 2 3 4 3 2

3 0 2 0 3 0 1 0 2 0 3 0 3 2 1 0( ) ( ) ( )( )

a a b a b a b b

x b a x b a b a x b a b a b a x b x b x b x b

    


            
 

2

1 0

3 2

2 1 0

x a x a

x b x b x b

 

  
 

2 1

1

x b a


 

2 2

1 0 1 2 1 0 0 2 0 1

3 2

2 1 2 1 0

( ) ( )

( )( )

b a a b a x b a b a a

x b a x b x b x b

     


    
 

2

1 0

4 3 2

3 2 1 0

x a x a

x b x b x b x b

 

   
 2 2

3 1 2 0 1 3 1

1

( ) ( )x b a x b a a b a


       

2 3 2 2

1 0 3 0 1 1 2 1 3 1 0 0 2 0 0 1 3 0 1

2 2 4 3 2

3 1 2 0 1 3 1 3 2 1 0

( 2 ) ( )

( ) ( ) ( )

b a b a a a b a b a x b a b a a a b a a

x b a x b a a b a x b x b x b x b

         


         
 

  



 23 

陸、參考資料： 

一、李毓佩著「不知道的世界(數學篇)」(民國89年6月初版)(凡異出版社) 

二、柯召孫琦著「單位分數」(民國92年11月初版)(智能教育出版社) 

三、趙文敏著「淺談數論」(民國70年1月初版)(書銘出版社) 

四、文耀光，91年「古埃及的單位分數問題」， (數學傳播) 第26卷 第4期 p52~p59 

五、文耀光，92年「Golomb 算法與埃及單位分數」， (數學傳播 )第27卷 第1期 p24~p26 

六、江選平、李奕璟、陳彥家，94年「單位分數的探密」，（中華民國第四十五屆中小學科學

展覽會—國中組數學科作品說明書） 

  

 



【評語】030405  

本作品在單位分式的討論，以多種方法呈現並加以比較，值

得鼓勵。唯應用性與討論範圍較為受限，甚為可惜。 
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