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交點新聞交點新聞交點新聞交點新聞 

摘要摘要摘要摘要 

由一個簡單的定義，可以作出一條曲線。我們便以一個新的定義畫出一條曲線，並

嘗試分析其性質。 

壹壹壹壹、、、、 研究動機研究動機研究動機研究動機 

有一次在翻閱數學遊戲的書籍時，無意間被下列的這道題目深深著迷： 

 

如右圖，兩平行且垂直地面的牆壁 AD、BC 間有兩條

梯子 AC 、BD斜靠，其中 AC =8，DB =10。若兩梯子的交

點 E 至地面 AB 的垂直距離=4，則 AB =？ 

 

 雖說著迷，但當時我們還在二下，沒有相似形的概念，

所以無論如何絞盡腦汁，對這個題目總是完全沒有頭緒，最

後逼得我們得向數學老師求救。沒想到老師也沒辦法一時解

出來，我們就這樣討論了起來。經過數天的奮戰，終於解出

了這道難題。後來翻到那本書的解答，發現它上面的解答也

滿相像的。 

解答如下： 

設 AB = x， 
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共線，又  ,,  CEA  D, E, B 共線 
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依畢氏定理可得： 
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 估算一下，再將根號展開，至少有 x的四次方以上了，遠遠的超過國中程度。

因此我們用最原始的十位逼近法求取答案，得： 

x≒3.8 

H 
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  圖(二) 

圖(一) 

 原本以為簡單的小題目，竟然出現一元四次方程式！這樣的結果

引起了我們的好奇心：如果有兩條長度和為定值的線段，分別斜靠在

固定寬度的兩平行線之間（如圖）其交點至「地面」之垂直距離將有

何所改變？我們的研究動機便如此被引發。 

 

貳貳貳貳、、、、 研究研究研究研究目的目的目的目的 

一、 以兩長度和為定值之兩線段交點定義一條曲線，並求取曲線方程式。 

二、 探討此曲線的相關性質及應用。 

三、 改變定義曲線的產生條件，並探討其相關性質。 

 

參參參參、、、、 研究設備及材料研究設備及材料研究設備及材料研究設備及材料 

   GeoGebra動態數學軟體、紙、筆、電腦、人腦 

 

肆肆肆肆、、、、 研究過程研究過程研究過程研究過程及結果及結果及結果及結果 

一一一一、、、、兩平行兩平行兩平行兩平行線線線線與與與與第三線第三線第三線第三線垂直垂直垂直垂直 

(一) 實驗方法 

基本的方法如下︰ 

1. 作一條水平直線 AB，並取兩點 A、B。（兩點間的距離稱為

壁寬 w） 

2. 作過此兩點且垂直 AB的直線，並在其中一條直線上取一點 C 

3. 連接 AC  

4. 設一定值 s 

5. 以 B為圓心，(s- AC )為半徑作圓，交另外一垂直線於 D 

6. 連接BD，取BD、 AC交點 E 

7. 以 C為控制點，做 E的軌跡 

 

結果如右圖(一)。 

 

(二) 性質探討 

  記得曾經看過圓錐曲線相關的書，它有點類似雙曲線或拋

物線。爲了更進一步了解這條曲線，我們便利用 GeoGebra分析。 

GeoGebra有一個有趣的功能，就是過五點作圓錐曲線  。

我們就用此功能檢驗此曲線是否為圓錐曲線，結果如(圖二)。 
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可見此曲線相當接近雙曲線。但沒想到我們將圖形放大時，此曲線竟然沒有與

雙曲線完全重疊。而且如果此曲線真的是雙曲線的話，不論軌跡上的點如何改變位

置，雙曲線都應該保持一樣。而此軌跡上的點移動時，雙曲線會變動，也就是說軌跡

並不是雙曲線。為了更進一步了解交點軌跡的性質，我們試著求取曲線的方程式。 

 

探討探討探討探討 1：：：：  

由於引起研究動機的題目用到
CBA

111
=+ 的性

質，我們先由此性質來探討： 

如右圖如右圖如右圖如右圖，，，，若若若若 BCEHAD //// ，，，，則則則則
EHBCAD

111
=+ 。。。。 

證明：如附錄一 

 

得到此結論之後，我們便利用它來求取曲線之方程式。 

 

方程式方程式方程式方程式 1-1 

已知：1. 壁寬 w  2. 兩梯子長度和 s 

      3. °=∠=∠ 90ABCDAB  

4. 座標原點為 AB之中點 

方程式求取： 

1. 設 E至 x軸的垂直距離為 y，至 y軸的垂直距

離為 x。 

2. 依相似形的概念可得： 
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故我們以上的方法錯誤，得另想方法了。 

圖(三) 
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方程式方程式方程式方程式 1-2 

如如如如上頁上頁上頁上頁(圖圖圖圖三三三三)，，，，兩牆壁垂直兩牆壁垂直兩牆壁垂直兩牆壁垂直 x軸軸軸軸，，，，相距相距相距相距 w，，，，且原點且原點且原點且原點 O為為為為 AB中點中點中點中點。。。。若兩斜梯子長若兩斜梯子長若兩斜梯子長若兩斜梯子長

度度度度和為和為和為和為 s，，，，則梯子交點所繪製的曲線方程式為則梯子交點所繪製的曲線方程式為則梯子交點所繪製的曲線方程式為則梯子交點所繪製的曲線方程式為 sw
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證明： 

由上一個推導得知， AD、BC分別為
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為了更方便了解此曲線之性質，我們將此方程式展開： 

原式： sw
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展開至此便可以停止了，因為再繼續只是無謂的玩弄數字。看來展開也沒有多大

的助益，反而看起來更亂了。估算一下，這至少是個 x、y的八次方的曲線，遠遠超

越國中範圍，也幾乎分析不出任何性質。這個結論令我們十分沮喪，但老師仍然建議

我們繼續做相關研究，看是否能有其他發現。 
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二二二二、、、、兩兩兩兩平行線平行線平行線平行線不不不不與與與與第三第三第三第三邊邊邊邊垂直垂直垂直垂直 

後來我們又想：如果兩線平行，但不和第三邊垂直，又會怎樣呢？於是我們用

GeoGebra設計了一個檔案，底角在保持平行的情況下可以隨意改變。在操作之前，我

們做了一點假想：大概會像之前的那條曲線，只是歪了一邊。結果十分出乎我們的意料。

我們發現隨著角度的變化，曲線會發生一些變化： 

（甲）    （乙）  

跟想像中的曲線有點差別，但還算是合理。     在上一節中便已探討，在此不再贅述。 

（丙）  

這不太是我們所想像的圖形。 

（丁）  

    這也不是我們原本所想像的圖形，若
2

0
π

θ ≤< ，就會像右上圖。 

（戊）  

這個也不太像，若
2

0
π

θ ≤< ，如右上圖。 
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這是個有趣的現象，尤其是後面幾種狀況。後

來我們把平行線的兩端無限延伸，發現軌跡在底下

還會露出一些圖形(圖四)。因為此圖形似乎為點對

稱圖形，我們推測露出來的那一段圖形經延伸之

後，應該能產生一條與上半部一模一樣，但方向顛

倒的曲線。只是為何無法如此，則有待再探討。現在為了大概了解在什麼情況下會得到

何種圖形，我們整理了以下的表格： 

表(一)：當壁寬 w為定值(15)時，兩斜線長總和 s、平行線與地面夾角θ與圖形之關係 
     S θ   10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 

20∘   戊 丙 丙 丙 丙 丙 丙 丙 

40∘       戊 丙 丙 丙 丙 丙 丙 丙 

60∘   戊 丙 丙 丙 丙 丙 丙 丙 

80∘   戊 丙 丙 丙 丙 丙 丙 丙 

90∘    乙 乙 乙 乙 乙 乙 乙 

100∘   戊 甲 甲 甲 甲 甲 甲 甲 

120∘   戊 甲 甲 甲 甲 甲 甲 甲 

140∘   戊 甲 甲 甲 甲 甲 甲 甲 

160∘   戊 甲 甲 甲 甲 甲 甲 甲 

180∘   戊 甲 甲 甲 甲 甲 甲 甲 另外，當其中一條斜線垂直平行線，另一條斜線長< w時，便無法產生交點(右圖○A )。s = 

20 時無法達到此條件，但 s為 20~30的某一範圍時，會產生（丁）式曲線 (右圖○B )。 

由此表格可知（甲）（乙）（丙）（丁）（戊）五式皆與角度息息相關。（戊）則像是

（甲）到（丁）之間的臨界點。我們更由表(一)得出推論： 

 

只要只要只要只要 s＝＝＝＝2w且且且且θ≠θ≠θ≠θ≠90°°°°，，，，即可得到即可得到即可得到即可得到（（（（戊戊戊戊））））式曲線式曲線式曲線式曲線，，，，若若若若

wsw 2sin <<θ ，，，，會得到會得到會得到會得到（（（（丁丁丁丁））））式曲線式曲線式曲線式曲線。。。。 

 

方程式方程式方程式方程式 2：：：：兩平行線不與第三線垂直時的曲線方程式 

為了方便表示，我們將系統旋轉成右圖的模式。其中當角度

改變時，w仍然保持不變，但兩平行線保持與 y軸平行。與圖形

相關的長度也標示在右圖。 

 

如右圖如右圖如右圖如右圖。。。。若已知若已知若已知若已知 w、、、、s、、、、θ，，，，

且原點且原點且原點且原點 O為為為為 w中點中點中點中點，，，，則曲線之則曲線之則曲線之則曲線之

方程式方程式方程式方程式如右如右如右如右：：：： 

圖(四) 
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證明： 

1. 由已知條件可得知兩平行線的垂直距離 wp = w sinθ 

2. e = x cotθ，即 r = y - e = y - x cotθ 

3. 由相似形性質得知： 
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同理可得： 
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4. 由餘弦定理可得： 
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  且 AC + BD  = s，即 
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有鑑於上一次展開的結果，又加入了三角函數，這次便不再展開了。 

 

三三三三、、、、曲線之性質探討曲線之性質探討曲線之性質探討曲線之性質探討 

(一) (戊)式曲線之形成： 

 

探討探討探討探討 2：：：：若要產生若要產生若要產生若要產生(戊戊戊戊)式曲線式曲線式曲線式曲線，，，，則則則則 s、、、、w 的關係必為的關係必為的關係必為的關係必為 s = 2w 且且且且θ≠θ≠θ≠θ≠90°°°°    

 

證明： 

由圖形可知，若要產生(戊)式曲線，則方程式必通過 ( )0,0 。因此我們將 x=0、y=0

帶入方程式，得
xw

xyw

2sin

)cot(sin2

−

−

θ

θθ
、

xw

xyw

2sin

)cot(sin2

+

−

θ

θθ
=0，方程式便化簡為

sww =+ 22
 ，即 sw =2 ，也證明了前面的推測。 

在 πθ
π

<<
2

時，若(戊)形成的條件為 sw =2 ，那麼就能看出(丁)的條件為 wcosθ< 2w < s

了。 
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(二) (甲)、(丙)式曲線之探討： 

依前面的觀察結果，若θ分別等於 a、π- a (0<a<
2

π
)，且其他條件不變，則這兩種

曲線是不同「種」的。但方程式（以及常識）卻告訴我們：曲

線應該只是互相左右相反而已，兩者明顯有矛盾。後來我們才

發現問題的癥結。原來當θ<
2

π
時，兩斜線可能的交點有兩個(如

圖○C )，類似三角形全等中 SSA的狀況。若將兩交點的軌跡同時

畫出來，(甲)、(丙)便互為鏡像了，且解決了前面圖形上下不對

稱的問題，兩者並無矛盾。 

另外，當BD、BF 重疊時，它們會與兩平行線垂直，故 AC

會達到最長長度， BAC∠ 也會最大。又 AC和圖形必有交點，

所以此時，AC和圖形只交於兩點：一是 A，二是 E(H) 點，

即 AC 切圖形於 E(H)。 

如此說來，(丙)其實包括三種曲線，即(甲)、(丁)、 (戊)

式曲線的鏡像： 

其形成條件也和前面的敘述類似：當底角θ<
2

π
，若 s > 2w，就會產生(甲')式曲線；

若 wcosθ< s < 2w，就會產生(丁')式曲線；若 s = 2w 且θ≠
2

π
，就會產生(戊')式曲線。 

 

伍伍伍伍、、、、    討論及討論及討論及討論及推廣推廣推廣推廣研究研究研究研究    

一一一一、、、、不同定義之嘗試不同定義之嘗試不同定義之嘗試不同定義之嘗試 

後來，我們改變了條件，作出更多方程式，但是其計算繁瑣，也有

些重覆之處，我們只禁得起「觀賞」它們。 

方程式方程式方程式方程式 3 

如右圖如右圖如右圖如右圖，，，， ADBDBCAC +++ 為定值為定值為定值為定值 s，，，， wAB = ，，，，原點原點原點原點 O為為為為 AB中中中中

點點點點，，，，則以則以則以則以 C為控制點為控制點為控制點為控制點，，，，E為應變點繪出之曲線方程式為為應變點繪出之曲線方程式為為應變點繪出之曲線方程式為為應變點繪出之曲線方程式為：：：： 

圖○C ──此情況中， CGCE = ， 故有兩個交點。 

(甲')                       (丁')                       (戊') 
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證明： 

 由〈方程式 1〉可得 2222 )
2

2
()

2

2
( w

xw

wy
w

xw

wy
BDAC +

−
++

+
=+ ，

22

2

4

4

2

2

2

2

xw

yw

xw

wy

xw

wy
BCAD

−
=

+
+

−
=+ ，兩者相加等於 s。 

若
2

π
θ ≠ 則依〈方程式 2〉可得其方程式為

s
xw

xyw

xw

xyw
w

xw

xyw

xw

xyw
w

xw

xyw

=
−

−
+

+

−
++

+

−
+

−

−
−+

−

−

222

222
22

2
22

4sin

)cot(sin4

2sin

)cot(cossin4
]

2sin

)cot(sin2
[

2sin

)cot(cossin4
]

2sin

)cot(sin2
[

θ

θθ

θ

θθθ

θ

θθ

θ

θθθ

θ

θθ

 

較方程式 1、2，此曲線更接近雙曲線，雖然明顯不是。 

 

方程式方程式方程式方程式 4 

 如右圖如右圖如右圖如右圖，，，， BCBDAD ++ )(即粗黑折線之總長度 為定值為定值為定值為定值

s，，，， AB = w，，，，且原點且原點且原點且原點 O為其中點為其中點為其中點為其中點，，，，則以則以則以則以 E繪出之方程式為繪出之方程式為繪出之方程式為繪出之方程式為

s

xw

xyw
w

xw

xyw

xw

xyw
=

−

−
−+

−

−

+
−

−

2sin

)cot(cossin4

]
2sin

)cot(sin2
[

4sin

)cot(sin4
2

2

2

222

22

θ

θθθ

θ

θθ

θ

θθ
 

證明：類似〈方程式 3〉，在此不再贅述。 

 

方程式方程式方程式方程式 5 

如右圖如右圖如右圖如右圖，，，， BCBDAC ++ )(即粗黑折線之總長度 為定值為定值為定值為定值 s，，，， wBC =  ，，，，且原點且原點且原點且原點 O

為其中點為其中點為其中點為其中點，，，，則以則以則以則以 E繪出之方程式為繪出之方程式為繪出之方程式為繪出之方程式為 

證明：類似〈方程式 3〉，在此不再贅述。 

奇怪的是，不論角度如何改變，這些曲線都不如〈方程式 2〉般有許多特殊情況，

我們也無法分析它們有什麼特殊性質，或許高次方程式都這麼難以控制的吧！不過幸不過幸不過幸不過幸

運的運的運的運的是是是是，，，，經過眾多麻煩而乏味的計算經過眾多麻煩而乏味的計算經過眾多麻煩而乏味的計算經過眾多麻煩而乏味的計算，，，，當當當當我們讓兩平行線段長之和相等時我們讓兩平行線段長之和相等時我們讓兩平行線段長之和相等時我們讓兩平行線段長之和相等時，，，，便便便便

出現了一個漂亮的結論出現了一個漂亮的結論出現了一個漂亮的結論出現了一個漂亮的結論：：：： 

 

s
xw

xyw

xw

xyw
w

xw

xyw

xw

xyw
w

xw

xyw

=
+

−
+

+

−
++

+

−
+

−

−
−+

−

−

2sin

)cot(sin2

2sin

)cot(cossin4
]

2sin

)cot(sin2
[

2sin

)cot(cossin4
]

2sin

)cot(sin2
[

2
22

2
22

θ

θθ

θ

θθθ

θ

θθ

θ

θθθ

θ

θθ
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圖(五) 

方程式方程式方程式方程式 6 

如右圖如右圖如右圖如右圖，，，， BCAD + 為定值為定值為定值為定值 = s，，，， wAB = ，，，，且原點且原點且原點且原點 O為為為為

AB中點中點中點中點。。。。則以則以則以則以 C為控制點為控制點為控制點為控制點，，，，E為應變點為應變點為應變點為應變點繪出繪出繪出繪出之之之之曲線曲線曲線曲線為一為一為一為一

拋物線拋物線拋物線拋物線。。。。方程式為方程式為方程式為方程式為：：：：  

               
4

2

2

s
x

w

s
y +

−
=  

證明： 

1. 作 軸xEH ⊥ ，H在 x軸上。 

2. ADywx
w

::)
2

( =−  

xw

wy

x
w

wy
AD

x
w

ADwy

2

2

2

)
2

(

−
=

−

=

−=

 

3. 同理可得 

xw

wy
BC

2

2

+
= ， s

xw

wy

xw

wy
=

−
+

+ 2

2

2

2
 

s
xwxw

xwwy

xwxw

xwwy
=

−+

+
+

−+

−

)2)(2(

)2(2

)2)(2(

)2(2
 

s
xw

wwy
=

−

⋅
22

4

22
   222 44 sxswyw −=  

4

2

2

s
x

w

s
y +

−
=  

對照之前繁雜的運算及高次方的方程式，此拋物線顯得十分小巧玲瓏！ 

由方程式可以清楚的看到，曲線的頂點為 )
4

,0(
s
。若底角

°≠ 90θ ，會如圖(五)。此方程式由〈方程式 2〉的推導方式可得

s
xw

xyw

xw

xyw
=

−

−
+

+

−

2sin

)cot(sin2

2sin

)cot(sin2

θ

θθ

θ

θθ
。化簡得： 

4
cot

sin

sin4
cot

4sin)cot(sin4

2

22

2

22

22222

s
xx

w

s
y

x
w

ss
xy

sxswxyw

++−=

−=−

−=−

θ
θ

θ
θ

θθθ

 

如果旋轉圖形，就能得到一個斜拋物線的部分圖形(圖六)。

或許此類圖形能有更進一步的研究空間。 

最後，如如如如（（（（圖六圖六圖六圖六），），），），若兩平行線段等長若兩平行線段等長若兩平行線段等長若兩平行線段等長，，，，則交點則交點則交點則交點 E距離距離距離距離 x軸最遠軸最遠軸最遠軸最遠。證明於附錄二。 

圖(六) 

O 
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(8) 當 °< 60θ 且符合 2.或

3.，同時符合 6.，圖形為

2.或 3.，但被切割。 

(圖為符合 2.、6.的情形) 

二二二二、、、、兩壁對稱兩壁對稱兩壁對稱兩壁對稱的圖形探討的圖形探討的圖形探討的圖形探討 

研究至此，我們突然想到，前面的方程式，兩壁都是平行的。現在如果兩壁不平行，

但左右兩底角相等，其結果又會怎樣？ 

(一) 方程式方程式方程式方程式 1111(即 BDAC + 為定值)的變化： 

依前面的經驗，兩壁對稱時，方程式又比兩壁平行計算繁雜，且以我們目前的

數學能力亦找不出實用目的，所以我們將重點放在其圖形上。 

當我們做出此圖形時，其結果比之前做的更令人驚豔，圖形更多變。由（肆之

三）得一一一一條斜線的長度可以決定兩條另一個斜線條斜線的長度可以決定兩條另一個斜線條斜線的長度可以決定兩條另一個斜線條斜線的長度可以決定兩條另一個斜線，所以這裡的曲線為了方便辨識，

也有紅、藍之分。經過一些觀察，我們歸納、分類出其規律（兩斜線和=s，底長=w，

兩壁交於 I）： 

1. 底角θ< 90°： 

(1) 當 s≦ [ 的最短長度AC （即 BCAC ⊥ 時 AC的長度）

+ 的最短長度BD ]時，圖形不存在。 

(2) 當( 的最短長度BD + 的最短長度AC ) < s 

<( 的最短長度AC + w)時，圖形呈環狀。 

   

(3) 當( 的最短長度AC + w)≦ s < 2w時，圖形呈嘴唇

狀。 

 

(4) 當 2w≦ s <( 的最短長度AC + BI )時，圖形類似以

前常看到的那般。 

 

(5) 當( 的最短長度AC + BI )

≦ s <(w+ BI )時，圖形

會分為三段。 

(7) 當 s≧2 BI時， 

圖形不存在。 

 

 

 

2. 底角θ> 90°： 

此時的曲線只在 s>2w下形成，且圖形只

有一種，但若 s 愈大，圖形會趨近於一條

折線，其最高點趨近於 )tan(
2

θπ −
w

。 

(二) 兩壁和相等 

後來效果不錯，我們便使用方程式方程式方程式方程式 6，以相同的方法實驗。我們先

用 Geogebra的圓錐曲線按鈕 來檢查其圖型結構，並證明其結果。 

(6) 當(w+ BI )≦  

s <2 BI時，圖

形如右。 
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探討探討探討探討 3：若若若若θθθθ< 90°°°°，，，，圖形為一橢圓圖形為一橢圓圖形為一橢圓圖形為一橢圓。。。。 

證明： 

1. 如右圖，a+b=s, 原點 O為 w中點，0<θ<90°且 s、w、θ為定值，則 F 描繪出的

方程式為

θθθθθθ

θθ

θθθ 2

2

2

2
22

2 cot4cotcsc8cotcotcsc2

)cotcsc(

cotcotcsc2 sw

sw
y

sw

sww
yx

sw

s

−
=

−

+
++

−

（求取過程類似以前的方法，在此不再贅述。） 

由此可知，方程式為圓錐曲線。 

2. °<< 900 θQ   0cot,1csc >>∴ θθ  

3. 設
s

sw θθθ 2
cotcotcsc2 −

≤0，則 θ
θ

θ
θθ

cot
csc2

,cot
cotcsc2 2 ≤≤

s

w

s

w
 

θ
θ

θ
cos

csc

cot2
=≤

s

w
，

2
cos

2

ws
w ≤≤ θ  此結果矛盾，故

s

sw θθθ 2
cotcotcsc2 −

>0 

4. 0
cotcotcsc2

2

>
−

s

sw θθθ
Q   ∴方程式的各項係數皆>0，方程式可整理成

2

2

2

2

2
)(

r
B

ky

A

x
=

−
+ ，符合橢圓的條件。 

特別值得一提的是，當當當當θθθθ= 60°°°°，，，，s = w 時時時時，，，，方程式變為
3

)
6

3
(

2
22 ww

yx =++ ，得到得到得到得到

的圖形為圓形的圖形為圓形的圖形為圓形的圖形為圓形。。。。 

 

探討探討探討探討 4：：：：若若若若 90°°°°<θθθθ<<<<180°°°°，，，，圖形為一雙曲線圖形為一雙曲線圖形為一雙曲線圖形為一雙曲線。。。。    

證明： 

°<<° 18090 θQ   0cot,1csc <>∴ θθ ，故 x
2 項、y 項、常數項之係數< 0，方程式

可整理成 2

2

2

2

2)(
r

B

x

A

ky
=−

−
 )

2
cos

2
( w

ws
<<θ ，符合雙曲線的條件。 

三三三三、、、、任意底角的圖形探討任意底角的圖形探討任意底角的圖形探討任意底角的圖形探討    

當兩底角為任意角時，方程式 1、方程式 6變化的結果如下： 

(一) 方程式方程式方程式方程式 1111(即 BDAC + 為定值)的變化： 

    此時與[二之(一)]不同的是，當其中一底角比另一個大時，交點圖形及 BCAD, 交

點 I 偏向於較大的底角。為了方便操作，我們統一使右邊的角度較大。圖片中的符

號沿用[二之(一)]中的： 

1. °<+ 180)( βα ：(因右邊的角度較大，圖形皆偏向右邊) 

(1) 當 s≦[( BDAC + )的最

短長度]，圖形不存在。 

(2) 當[( BDAC + )的最短長度]＜s＜

[ AB +( BD的最短長度)]，圖形呈環狀。 
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(3) 當[ AB +( BD的最短長度)]≦s＜

[ AB +( AC的最短長度)]，圖形類似

[肆之二]中的（丁）式曲線。 

(4) 當[ AB +( AC的最短長度)]≦s＜2w，圖形

呈嘴脣狀。 

(5) 當 2w≦s＜[( AC的最短長度)+ BI ]，圖形呈鐘形。 

(6) 當 [( AC的最短長度)+ BI ] ≦s＜

[( BD的最短長度)+ AI ] ，圖形分兩段。 

 

(7) 當 [( BD的最短長度)+ AI ] ≦s＜

[ BI + AB ]，圖形分三段。  

(8) 當 ( BI + AB )≦s＜( AI + AB )，圖

形如圖分兩段。 

123 

(9) 當 ( AI + AB )≦s＜

( BI + AI )，圖形如右。 

 

(10) 當 ( BI + AI )≦s，圖形不存在。 

 

(11) 當符合條件(2)~(4)其中之一，同時符合

(7)、(8)或(9)，圖形會有(2)~(4)的性質，但

是被切割。（只發生在 AI ＜w時） 

2. °>+ 180)( βα ： 

一樣只在 s＞2w下產生圖形，且 s 愈大，圖形最高點趨近於某極限。 

(二) 方程式方程式方程式方程式 6666(即 BCAD + 為定值)的變化： 

方程式方程式方程式方程式 7777    

如右圖如右圖如右圖如右圖，，，， sBCADwAB =+= , ，，，，則則則則方程式為方程式為方程式為方程式為

s
yxw

wy

yxw

wy
=

+−
+

++ β

β

α

α

cot2

csc2

cot2

csc2
。。。。 

證明：與前面的求法類似，在此不再贅述。 

若將此方程式去除分母，方程式即符合圓錐曲線 Ax
2
+Bxy+Cy

2
+Dx+Ey+F = 0

的條件。我們便找出其判別式 B
2
- 4AC： 

)cotcotcotcsccsccot(16)cotcotcsccsc(4 2 αβαβαββααβ swwsssww −+−−+−

α=α=α=α=    β β β β ====    

例例例例：：：：同時符合同時符合同時符合同時符合(3)、、、、
(7)時的情形時的情形時的情形時的情形 
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    但由於變數實在太多，故無法明確判斷出屬於何種圓錐曲線。我們只好摒棄

原本的代數方式，並對原本的系統做一些改變： 

1. 將原來的BC改為向量 vBC
v

= 。且當 C在 AB下方時，令BC =(- v
v

)。 

2. 延長 AC、BD，將交點 E定義為兩直線的交點。這樣不改變原有的條件，

但探討範圍更廣闊。 

3. 以 B為起點，沿 v
v
方向作向量 s

v
，且 s

v
即原本的 s。 

4. 以 A為起點沿 v
v
方向作向量 'AD = s

v
- BC，並將其以 A為中心逆時針旋轉

(α +β −π )得 AD。D在 AB上方時，令 uAD
v

= ；D在 AB下方時，令

uAD
v

−= 。 

修改後的系統如(圖七)，可以保留原系統的性質，又能畫出原系統外的交點

軌跡。有了這個系統，曲線的性質便更容易分析： 

 

探討探討探討探討 5555：：：：    

如如如如圖圖圖圖((((七七七七))))，，，， AB 、、、、 'AD ++++ BC 為定值為定值為定值為定值    [[[[其中其中其中其中 'AD 即即即即 AD 以以以以

AAAA 為中心順時針旋轉為中心順時針旋轉為中心順時針旋轉為中心順時針旋轉((((α α α α ++++β β β β −−−−π π π π )])])])]，，，，AD、、、、BC 交點為交點為交點為交點為 IIII    。。。。    

當當當當 °>+ 180βα ，，，，E 的軌跡的軌跡的軌跡的軌跡為雙曲線為雙曲線為雙曲線為雙曲線；；；；當當當當 °<+ 180βα ，，，，

E 的軌跡的軌跡的軌跡的軌跡為橢圓為橢圓為橢圓為橢圓；；；；當當當當 °=+ 180βα ，，，，E 的軌跡為的軌跡為的軌跡為的軌跡為拋物拋物拋物拋物線線線線。。。。 

證明： 

1. °>+ 180βα 時，下圖(八)中，照原本的畫法有一「最高點」E。 

2. 如圖(九)，當 °>+ 180βα ，C可在 BCAD, 交點上，

並在 AB下方。此時 AC、BD的交點 E 必位於 AD上

（ ADAC,Q 重合，E在 AD上）。又圖(八)中 u=s-v，

圖(九)中 u=s-(-v)=s+v，所以[圖(八)中的 u]<[圖(九)

中的 u]，圖(九)中的交點 E在圖(八)中的 E上方。各點的動線如圖(十)。 

3. 又已在方程式方程式方程式方程式 7中證明 E的軌跡為圓錐曲線，而本系統亦不改變原本系統中

的性質。唯一能在原本的「最高點」上方再產生曲線的圓錐曲線只有雙曲線。 

4. °<+ 180βα 時，下圖(十一)中，照原本的畫法有一「最高點」。 

- 圖圖圖圖(八八八八)                     圖圖圖圖(九九九九) 

- 

圖圖圖圖(七七七七) 

原原原原 C 原原原原 D 原原原原 E 

C的動線的動線的動線的動線 

E的動線的動線的動線的動線 

D的動線的動線的動線的動線 

圖圖圖圖(十十十十) 

圖圖圖圖(十十十十一一一一)                     圖圖圖圖(十十十十二二二二) 

C(無限遠無限遠無限遠無限遠) 

D(無限遠無限遠無限遠無限遠) 

- 
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5. 如圖(十二)，當 C、D延伸至無限遠，則系統愈趨近於 BCAEBEAD //,// ，AIBE

趨近於平行四邊形，其中 AB為一對角線，I、E在 AB兩側。欲使 E更低，C、

D 必須離 AB更遠，超越了上述的極限，所以此時 E 為最低點。圓錐曲線中

唯一同時有最高點與最低點的是橢圓。 

6. °=+ 180βα 時，如圖(十三)，BC =(- v
v

)。若 BDAC // ，

則 ACBD 為平行四邊形。但因 0)( >=−+ svu
vvv

，故 u 

>v，不符合平行四邊形「對邊等長」的性質，即 AC不

平行BD，兩線必有交點。若 C、D持續往紅、綠色箭

頭方向移動，E 會一直往下，故圖形無最低點。又圖

形原有一個「最高點」，故此圖形為有最高點、無最低

點的圓錐曲線，即拋物線。 

 

運用向量後，我們可以探討更廣泛的範圍，也讓研究結果有突破性的發展，而能夠

在這群高次方程式中找到符合目前課程的內容，更是令我們獲益不淺啊！ 

陸陸陸陸、、、、 研究結研究結研究結研究結論論論論 

一、 關於 ACBD + 為定值所得相關結論： 

(一) 如附錄一，若 BCEFAD //// ，則
EFBCAD

111
=+ 。 

(二) 如圖(十四)，O為 AB中點，A、B在 x軸上，且 BCAD // ，

xBC ⊥ 軸。若 AB = w、 sACBD =+ ，則 E 繪製出的曲線

之方程式為 sw
xw

wy
w

xw

wy
=+

−
++

+

2222 )
2

2
()

2

2
( 。 

(三) 同上，但 °≠∠ 90DAB ，且 θ=∠DAB ，則方程式為

s
xw

xyw
w

xw

xyw

xw

xyw
w

xw

xyw

=
+

−
++

+

−
+

−

−
−+

−

−

2sin

)cot(cossin2
]

2sin

)cot(sin
[

2sin

)cot(cossin2
]

2sin

)cot(sin
[

2
22

2
22

θ

θθθ

θ

θθ

θ

θθθ

θ

θθ

 

(四) 在垂直座標上，若 s =2w 且θ≠90°°°°，則交點繪製的曲線通過原點。 

(五) 在垂直座標上，若 wcosθ<s＜2w，則交點繪製的曲線約為環狀。 

(六) 當 0＜θ＜
2

π
時，斜線與曲線會形成兩個交點。 

(七) 當其中一條斜線為兩平行線之垂線時，另一條曲線是曲線的切線。 

(八) 當兩底角相等，可產生多種類型的曲線。若兩底角為任意角，狀況相似。 

二、 運用此種方法，但改變其條件，能繪出多種圖形，但計算十分繁瑣。 

圖圖圖圖(十三十三十三十三) 

圖圖圖圖(十四十四十四十四) 
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三、 關於 ADCB + 為定值所得相關結論： 

(一) 如圖(十五)，若 ADCB + 為定值 = s， wAB = ，且原點 O為 AB中

點。以 E點繪出之曲線方程式為
4

2

2

s
x

w

s
y +

−
= 。 

(二) 同上，但 °≠∠ 90DAB ，且 θ=∠DAB ，則方程式為

4
cot

sin

2

22

s
xx

w

s
y ++−= θ

θ
。 

(三) 承(二)，但改變其底角（左右對稱），可繪製出多種圓錐曲線。底角＞90°，圖形為雙

曲線；底角＜90°，圖形為橢圓；底角=90°，圖形為拋物線。 

(四) 承(三)，但兩底角為任意角，交點圖形仍為圓錐曲線。以α、β表示兩底角，若α +β>180

°，圖形為雙曲線；α +β<180°，圖形為橢圓；α +β =180°，圖形為拋物線。 

(五) 以向量表示 BCAD, ，並將 BDAC, 無限延長，可畫出完整的圓錐曲線。 

(六) 如附錄二，當 BCAD = ，E 距離 x軸最遠。 

柒柒柒柒、、、、 未來展望未來展望未來展望未來展望 

透過簡單的步驟，我們竟然作出了八次曲線！但受限於時間和知識的不足，我們無法

有效分析它們，只能欣賞它們所帶來的圖形之美。但仔細看，若能依方程式之定義求出方

程式，或許此研究在方程式的平移、旋轉上有其應用之處。 

想起兩千多年前，當阿波羅尼斯發現圓錐曲線時，也塵封過一千年才受到重視。這些

方程式現在對我們而言或許沒有意義，但或許有一天，有人能夠做更進一步的推廣，並找

出其應用的地方。 

雖然無法在八次曲線上有進一步的突破，但最後能用向量系統來證明圓錐曲線的類

型，心中亦有不小的成就，期待後續能再將此系統加以擴大研究。 

捌捌捌捌、、、、 參考資料參考資料參考資料參考資料 

一、 老謀深算──牛頓出版社 

二、 高中數學第四冊──南一書局 

三、 國中數學第五冊──南一書局 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖圖圖圖(十十十十五五五五) 
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玖玖玖玖、、、、 附錄附錄附錄附錄 

一、 若 BCEHAD //// ，則
EHBCAD

111
=+  

證明： 1. BCAD //Q   

ACBDACCBEADB ∠=∠∠=∠∴ ,

（內錯角相等） 

CEAEBEDEBCAD

CBEADE

:::

)(AA~

==∴

∆∆⇒ 相似
 

       

3. 由以上得 

BCADEHADEHBC

EHADBCADEHBC

EHBCEHBCAD

⋅=⋅+⋅⇒

⋅−⋅=⋅⇒

−= )(::

 

同除 BCEHAD ⋅⋅  

   
EHBCAD

111
=+  

二、 如右， BCAD + 為定值 s， AB為定值 w 且與 x軸重疊，原點 O為其中點，紅色

曲線為 E 繪出之曲線。當 BCAD = ，E 距離 x軸最遠。 

證明： 1. 作 ADEF // ，並作 xEH ⊥ 軸。 

2. ,
22

2

2

xFHw

w
EF

xFH
w

w
EFAD

−+
⋅=

−+

⋅=  

EOEFxFHxFH

xFHwxFHw

xFHw

w
EF

xFHw

w
EF

xFHw

w
EFBC

===

−+=+−

−+
⋅=

+−
⋅⇒

+−
⋅=

重疊，、，即 OF,44

2222

22

2

22

2

22

2

 

3. 過 E作一直線平行 x軸，並設其交曲線於 E、E'，則其中一點違反 EOEF =

原則，故此直線只與曲線交於一點，得其為曲線之切線。又此直線平行 x

軸，所以它切於 E，又距離 x軸最遠，即 E 距離 x軸最遠。 

 2. BCEH //Q  

)(::

)(AA~

)(

EHBCEHCEAE

ABCAHE

ABCAHE

−=∴

∆∆⇒

∠=∠∴ 相似同位角相等

O 

H 



【評語】030403 

本作品的研究動機部分具吸引力，在研究過程中，討論長

度、角度、平行的變化，所產生的圖形。透過數學軟體與代

數式來彼此呼應，值得嘉許。 
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