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倒水的魔術－圖解分水問題 

 
                          摘要 

    「分水問題」原自於古代的一個數學問題：有個農夫到油行要買 2 袋 4 升的 
     麻油，但是油行只有 3 升、5 升兩種容量的量杯，沒有其他的測量工具， 

 油行老闆如何利用這兩種容量的容器倒出農夫所要的 2 袋 4 升麻油呢？這

個原本是個生活中現實的問題，現在已經演變成一個數學益智遊戲的問題， 
不只小學的數學課本曾經出現類似的問題，甚至於連電影都曾經拿它當作

劇情（終極警探 3）。我們將分水問題中的每一次倒水步驟用座標的方式來

記錄，再將它用圖形來標記，進而探討它的規律，讓「分水問題」變的簡

單而有趣。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
壹、研究動機： 

上學期，老師帶著我們參加「創造力小隊闖關比賽」的活動。雖然，最後

的結果是鎩羽而歸，沒能拿到很好的名次，但是，在整個活動的過程中，

卻也讓我們學到許多關於如何發揮創意，以及學習團隊互助的精神。在整

個闖關活動中，令我印象最為深刻的關卡就是「大吐苦水－數學創意遊戲」

這一關。這個關卡的內容，簡單的說就是用 5 公升及 3 公升的兩個容器，

將 8 公升的水平分成兩個 4 公升。雖然在我們七手八腳的紛亂中，好不容

易才闖過了這一關，然而，我不禁思考著這樣一個問題：「難道『分水問題』

只能這樣憑靠運氣來解答嗎？能不能用更有效、更便捷的方式來解決呢？」

於是，我們請老師來指導我們做這個問題的探討。 

壹、研究目的： 
    「分水問題」原自於古代的一個數學問題：有個農夫到油行要買 2 袋 4 升的 
     麻油，但是油行只有 3 升、5 升兩種容量的量杯，沒有其他的測量工具， 
     油行老闆如何利用這兩種容量的容器倒出農夫所要的 2 袋 4 升麻油呢？為 
     了實驗方便，我們試著將油改成水，並將單位改成公制單位（升改成公升 
     ），來研究以下的問題： 

一、原問題應該如何的解答？ 
二、設計出能夠解決「分水問題」的圖形，並討論其使用的規律。 
三、能否運用圖解法，將任意容量之容器的水分成所需要的份量呢？ 

貳、研究設備及器材： 
透明寶特瓶若干個、量杯、剪刀、直尺、簽字筆、數位相機、數學習作的

點格板。 
 

肆、研究過程： 
    一、原問題應該如何的解答？ 
        由於 8 公升、5 公升及 3 公升的容器取得不易，因此，我們將容器的容 
        量等比例縮小成 800ml（大水杯）、500ml（中水杯）及 300ml（小水杯）， 

        並將水用墨水染紅以方便觀察。 

（一） 實驗一：大水杯先倒入中水杯：如下列圖示 

      
               A（8、0、0）                     B（3、5、0） 



      

               C（3、2、3）                     D（6、2、0） 

      

               E（6、0、2）                     F（1、5、2） 
 

      
                G（1、4、3）                    H（4、4、0） 
 

        共需 A、B、C、D、E、F、G、H 等 8 個步驟即可完成分水問題，並將 

        倒水過程整理成下表： 

   步驟  A  B  C  D  E  F  G  H 

大水杯（8）  8  3  3  6  6  1  1  4 

中水杯（5）  0  5  2  2  0  5  4  4 

小水杯（3）  0  0  3  0  2  2  3  0 

        

       （二）實驗二：大水杯先倒入小水杯：如下列圖示 

    

 



      
             A（8、0、0）                       B（5、0、3） 

      

             C（5、3、0）                       D（2、3、3） 

      

             E（2、5、1）                       F（7、0、1） 

      
             G（7、1、0）                      H（4、1、3） 

    
             I（4、4、0） 

 



        共需 A、B、C、D、E、F、G、H、I 等 9 個步驟即可完成分水問題，並 

        將倒水過程整理成下表： 

  步驟  A  B  C  D  E  F  G  H  I 

大水杯（8）  8  5  5  2  2  7  7  4  4 

中水杯（5）  0  0  3  3  5  0  1  1  4 

小水杯（3）  0  3  0  3  1  1  0  3  0 

        由上面兩個實驗得知，在不重複步驟的前提下，「分水問題」會有兩種 

        不同的倒水步驟。 

 

   二、設計出能夠解決「分水問題」的圖形，並討論其使用的規律。 

      （一）設計圖解圖： 

   「分水問題」的內容中，必須有 3 個不同大小的容器。我們用上 
     述題目來研究，在此題中，5 公升和 3 公升便是當中容器的容量 
    ，8 公升的水本身也需要一個更大的容器來裝乘。因此，我們可以 
     將「分水問題」歸類出以下幾點特性： 

 1.  需要大、中、小 3 個容器。 
 2.  倒水的過程中，水的總量不會改變。 

            3.  任何容器中的水，僅能倒向另外 2 個容器中。 

    依照上述特性，我們利用數學習作附件的點格板設計出下列圖形。 

     
1. 將 3 種不同容量的容器當成座標軸，其中紅色標點代表 3 公升 

     容器的水量，藍色標點代表 5 公升容器的水量，白色標點代表 
     最大的容器的水量。 
2. 每一個格子點的座標由 3 個方向的座標決定。分別是斜坐標  

    （白）、橫坐標（藍），縱座標（紅），座標讀法則一律規定為（斜 
                －橫－縱）的方式表示，如 A（6、1、1），B（5、2、1），C   
               （4、3、1）。 

             



            3.   每一個格子點的座標總和（斜座標＋橫坐標＋縱座標）是相 

                同的，都等於分水過程的總水量。 

 

      （二）運用實際操作來找出圖解法的規律： 

           1. 實驗三：以實驗一的結果，將實際操作的順序以 A、B、C、D、 

              E、F、G、H 這 8 點標示在圖解圖上，如下圖。 

        
              並且依據實驗操作，將倒水的順序用紅線及藍色箭頭畫出， 

              如下列圖示： 

  

  



  

  

              由上述實驗，我們發現分水的過程中，8 個步驟的格子點都落在              

              圖形的座標軸上，可見得由於容器的限制，水的移動必須在容器 

              容量的最大上限裡移動，因此無法停留在圖形中間位置的格子點 

              上。並且，從紅線的移動中觀察到以下的規律： 

              a.  橫線向右－表示水從大水杯倒向中水杯。 

              b.  斜線向上－表示水從中水杯倒向小水杯。 

              c.  直線向下－表示水從小水杯倒向大水杯。 

           2.  實驗四：以實驗二的結果，將實際操作的順序以 A、B、C、D、 

              E、F、G、H、I 這 9 點標示在圖解圖上，如下圖。 

         



              並且依據實驗操作，將倒水的順序用紅線及藍色箭頭畫出， 

              如下列圖示： 

  

  

  

  

              由上述實驗可從紅線的移動中觀察到以下的規律： 

              a.  橫線向左－表示水從中水杯倒向大水杯。 

              b.  斜線向下－表示水從小水杯倒向中水杯。 



              c.  直線向上－表示水從大水杯倒向小水杯。 

          3.  綜合實驗三和實驗四的結果，我們可以確知圖解圖中，線條移動 

              的方向與實際倒水方式之間的關係如下表： 

   線條方向          倒水方式 

向右 表示水從大水杯倒向中水杯 

 

橫 

線 

向左 表示水從中水杯倒向大水杯 

 

向上 表示水從中水杯倒向小水杯 

 

斜 

線 

向下 表示水從小水杯倒向中水杯 

 

向下 表示水從小水杯倒向大水杯 

 

直 

線 

向上 表示水從大水杯倒向小水杯 

 

 

   三、能否運用圖解法，將任意容量之容器的水分成所需要的份量呢？ 
       先前實驗證實圖解法確實可以解答 3 公升和 5 公升的容器能夠將 8 公升 
       的水平分成 2 個 4 公升，但是要將其分成其它的容量是否也能做到？如 

       果容器不是 3 公升、5 公升，而是其它任意的容量，總水量也不等於兩 

       容器的和時，是否也能任意的將水分出呢？圖解法是否能給予解答呢？ 

       為此，我們設計了以下幾個實驗： 

 

（一）實驗五：用圖解法找出用 3 公升和 5 公升的容器將 8 公升的水量出 

              1~7 公升的方式。圖解圖如下圖： 

           



              圖中的英文字母 A~O 表示倒水的步驟的格子點，並將所表示的 
              水量整理成下表。 
步驟 A B C D E F G H I J K L M N O 
8 升 8 5 5 2 2 7 7 4 4 1 1 6 6 3 3 
5 升 0 0 3 3 5 0 1 1 4 4 5 0 2 2 5 
3 升 0 3 0 3 1 1 0 3 0 3 2 2 0 3 0 
              由表中可知： 

1. 要得到 1 升的水可由 E、F、G、H、J、K 等步驟。 
2. 要得到 2 升的水可由 D、E、K、L、M、N 等步驟。 
3. 要得到 3 升的水可由 B、C、D、H、J、M、O 等步驟。 
4. 要得到 4 升的水可由 H、I、J 等步驟。 
5. 要得到 5 升的水可由 B、C、E、K、O 等步驟。 
6. 要得到 6 升的水可由 L、M 等步驟。 
7. 要得到 7 升的水可由 F、G 等步驟。 
因此，可以確知當水量可以被均分時，那麼小於總水量的任意

整數水量都可以被倒出。 
 

（二）實驗六：用圖解法找出用 4 公升和 6 公升的容器，將 10 公升的水  
              平分成 2 個 5 公升。 
              圖解法如下列二圖。 

 
   甲圖 （大水杯先倒入小水杯）       乙圖 （大水杯先倒入中水杯）                     
              以表格分析兩圖的水量變化如下： 

     步驟 A B C D E F G H I 
大（10 公升） 10 6 6 2 2 8 8 4 4 
中（6 公升） 0 0 4 4 6 0 2 2 6 

 
甲 

小（4 公升） 0 4 0 4 2 2 0 4 0 
大（10 公升） 10 4 4 8 8 2 2 6 6 
中（6 公升） 0 6 2 2 0 6 4 4 0 

 
乙 

小（4 公升） 0 0 4 0 2 2 4 0 4 
              由表格中很明顯看出，甲圖的 B 步驟等於乙圖的 I 步驟，甲圖的 
              C 步驟等於乙圖的 H 步驟，以下依次相等。也就是說，不論走 



              哪一條路線，最後都是在重複彼此的路線。因此，兩圖均無法完 
              成分水任務。 
 

（三）實驗七：用圖解法找出用 4 公升和 7 公升的容器，將 10 公升的水 
              平分成 2 個 5 公升。（總水量小於兩容器容量的和） 
              圖解法如下圖： 

          
              由於總水量小於兩容器容量的和，因此，斜座標的數字必須修正 
              成原點位置為 10，其餘斜座標軸的數字依次遞減。 

 
      （四）實驗八：用圖解法找出用 4 公升和 7 公升的容器，將 12 公升的水 
                    平分成 2 個 6 公升。（總水量大於兩容器的和） 
                    圖解法如下圖 

          

               



              由於總水量大於兩容器容量的和，因此，斜座標的數字必須修正 
              成原點位置為 12，其餘斜座標軸的數字依次遞減。 
 

伍、討論與結論： 
    一、用 3 公升和 5 公升的容器，要將 8 公升的水平分成 2 個 4 公升的「分水 
        問題」會有兩種不同的倒水方式。第一種倒水方式是第一步驟由大水杯 
        倒向中水杯，第二種倒水方法是第一步驟由大水杯倒向小水杯。由實驗 
        一和實驗二中可以得到詳細的倒水步驟，再藉由這些步驟轉換成座標 
        圖，即可求得我們所要的圖解圖。 

二、藉由實驗三和實驗四的結果，我們可以歸納出圖解圖的規律： 
（一）座標： 

1.縱座標代表小水杯的水量。 
      2.橫座標代表中水杯的水量。 

              3.斜座標代表大水杯的水量。 
        （二）格子點： 
              1.每一個格子點的座標總和（斜座標＋橫座標＋縱座標）都是相 
                同的，代表該次的總水量。 
              2.分水的步驟必定出現在座標軸的格子點上。 
        （三）路線： 
              1.橫線向右－表示水從大水杯倒向中水杯；橫線向左－表示水從 

                中水杯倒向大水杯。 

              2.斜線向上－表示水從中水杯倒向小水杯；斜線向下－表示水從 

                小水杯倒向中水杯。 

              3.直線向下－表示水從小水杯倒向大水杯；直線向上－表示水從 

                大水杯倒向小水杯。 

三、由實驗五（用圖解法找出用 3 公升和 5 公升的容器將 8 公升的水量出

1~7 公升）中可以發現，水量如果可以被均分，那麼小於總水量的任意

整數水量都可以被倒出。所以我們可以從這個結論了解到古人的智慧，

為什麼油行的老闆只有 3 公升和 5 公升兩種容量的容器呢？因為只要有

這兩種容量的容器，不論客人要買幾公升的油，他都可以順利的量出

來，真是聰明。不過，如果他學會圖解圖，相信他更加不會量錯。 

四、由實驗六（用圖解法找出用 4 公升和 6 公升的容器，將 10 公升的水平

分成 2 個 5 公升）中發現，當兩容器的水量不是互質（有公因數）時，

便無法將水給均分，因為倒水的步驟會出現一直重複的情況。我們可以

了解當兩個容器的容量互為質數時，經過多次的加法和減法的運算後，

必定會得到「1」，如果再重複若干次，就可以得到任意的正整數。倘若

兩容器的容量有公因數時，無論如何計算都無法得到「1」，因此就無法

順利的將水給均分了。 

五、由實驗七（用圖解法找出用 4 公升和 7 公升的容器，將 10 公升的水平 
    分成 2 個 5 公升）及實驗八（用圖解法找出用 4 公升和 7 公升的容器， 
    將 12 公升的水平分成 2 個 6 公升）中發現，無論總水量是大於兩容器 



        的水量和或是小於兩容器的水量和，都可以用圖解法來推算是否能將總 
        水量來均分，只是必須符合格子點的座標總和等於總水量的這個性質。 
        因此，需要將斜座標的值做修正，才能使用圖解圖。 

六、綜上所述，運用圖解法可以更方便、快速地處理「分水問題」，藉由簡 
    便的圖形，即可判斷是否能將水均分，或是如何將水給均分，而不需要 
    用到更深奧的數學代數來計算。 

 
陸、參考資料： 
    一、勝野元薰（2002）。電影數學魔術入門：數的計算。台北市：國際村文 
        庫。 
    二、王登傳（2001）。數學遊戲大觀。高雄市：前程出版社。 
 
 
 
 
 
 

 

              



【評語】080412 

1、利用座標系統來處理分水問題，是個很有創意的想法，

並進而引進圖解法，是個不錯的構想。 

2、探討的深入度也相當不錯。 

3、在問題的豐富度上，可再進一步加強。 
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