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方格內的數字和 

摘要 

    本研究是以環球城市數學競賽 2000 秋季賽國中組初級卷 4×4 方格的填格問題，尋找解

答，試圖從解題過程中，發現填格的規則，進而延伸應用至 N×N 方格。研究分析，方格內的

空格可分成四個角落位置（只有 2 個相鄰的方格）、邊緣位置（有 3 個相鄰的方格）以及內側

方格位置（有 4 個相鄰的方格）三類，進而運用                                        這三種圖形來

尋求出填格規律。研究結果顯示，在 N×N 的方格中，當 N 為奇數時，無法找到覆蓋方式；而

當 N 是偶數時，可以找到覆蓋的方式，並進一步分析研究，當方格是 N×N＝(4T)×(4T)時，數

字總和為 4K
2+2K，當方格 N×N＝(4T＋2)×(4T＋2)時，數字總和為 4K2+6K+2；同時觀察所繪製

的解圖，無論是(4T)×(4T)或(4T＋2)×(4T＋2)類型，均是為左右對稱的圖形，除了可應用所推得

的公式來求解之外，亦可直接迅速繪製這二類的解圖，以解決題意。 

 

壹、研究動機 

    在數學課堂上，老師喜歡介紹一些數學競賽的題目給我們做練習，以下為一個範例：「在

44× 方格表的 16 個方格中，每個方格填入一個數，使得每個方格的所有相鄰方格中的數之總

和為 1 (註：兩個相鄰的方格恰有一個共同的邊)。試求此 44× 方格表的 16 個方格中的數之總

和？」這一題是出自 2000 年環球城市數學競賽的題目，為了解決這一題，大家思考很久，也

有研究出一些延伸，如下列介紹。 

 

貳、研究目的 

本研究目的是如何解決 2000 年環球城市數學競賽的題目─「在 44× 方格表的 16 個方格
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中，每個方格填入一個數，使得每個方格的所有相鄰方格中的數之總和為 1 (註：兩個相鄰的

方格恰有一個共同的邊)。試求此 44× 方格表的 16 個方格中的數之總和。(三分)」。在解題過

程中，分析 4×4 方格內的空格彼此之間的關係，利用這些不同類型的空格，尋找出在方格內

彼此的關聯，以解決問題。此外，進一步分析題意為何是屬於 4×4 的方格問題，若是擴展至

其他 N×N 的方格，是否仍有解？若是有解，那麼，答案會是多少？ 

因此，本研究目的藉由數學競試題目，經過一系列的思考、假設、推測與驗証，期望能

尋求不同 N 值答案的相關規律性，以歸納出公式，並且尋找如何繪製解圖的方法，以迅速求

解。 

 

參、研究主題 

一、在 44× 方格表的 16 個方格中，每個方格填入一個數，使得每個方格的所有相鄰方格中的

數之總和為 1 (註：兩個相鄰的方格恰有一個共同的邊)，而此方格中之數的總和為多少？ 

二、承研究主題一，將方格延伸為 N×N 的方格表（N≥ 2），每一種方格表是否都有解？ 

三、承研究主題二，若 N×N（N≥ 2）的方格表有解，試問方格的數字和為多少？ 

四、承研究主題三，若 N×N（N≥ 2）的方格表有解，試問如何繪製相關的解圖？這些解圖之

間又有何特徵，是否有其特定的迅速繪製模式？ 

 

肆、研究過程 

一、 44× 方格表 

首先將 44× 方格表的空格，依序填入英文字母 A～P，共 16 個字母，所得 44× 方格表如

圖 4-1 所示。接下來便開始進行題目的分析，分析步驟與結果如下所示。 
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A B C D

E F G H

I J K L

M N O P

圖 4-1 

（一）應用代數解法 

依題意要求，將 44× 方格表中 16 空格中的英文字母，分類成三個部份來討論。 

1、對四個角落的數字，A、D、M、P 而言有

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+
=+

1
1
1
1

HC
LO
NI
EB

的等式，如圖 4-2 所示。 

A B C D

E F G H

I J K L

M N O P

圖 4-2 

2、對於 B、C、N、O、H、L、E、I 方格，有

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++
=++
=++
=++
=++
=++
=++
=++

1
1
1
1
1

1
1
1

PKH
LGD
PKN
OJM
MJE
IFA
DGB
CFA

的等式，圖 4-3 是以方

格 E 為例的。 

A B C D

E F G H

I J K L

M N O P

圖 4-3 
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3、對於 F、G、J、K 而言，可以得到

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++

1
1

1
1

LOGJ
HKCF
KNFI
GJEB

的等式。圖 4-4 是以方格 F

為例的。 

A B C D

E F G H

I J K L

M N O P

圖 4-4 

4、因為未知數與等式太多，故先思考其他解法！ 

（二）簡化未知數求解 

首先注意到若由未知數來解決感到有一些困惑，但是根據方格所在的位置發現有

三種情況： 

(A)當方格位置在角落位置時，只有 2 個相鄰方格 

(B)當方格位置在邊緣而非角落位置時，會有 3 個相鄰方格 

(C)當方格位置非前兩種位置時(圖形的內側)，會有 4 個相鄰方格 

利用嘗試解法！假設 A＝1 且 C＝F＝I＝0，則可以得到 N＝H＝1 

依序可以解出如下表四的答案。其實若利用對稱概念則可以如下表五之答案。 

1、 利用上述概念可以找到滿足條件的兩個方格表(圖 4-5、圖 4-6) 

1 0 0 1   0.5 0.5 0.5 0.5

1 0 0 1   0.5 0 0 0.5

0 0 0 0   0.5 0 0 0.5

0 1 1 0   0.5 0.5 0.5 0.5

圖 4-5                  圖 4-6 

2、更一般性的推廣，可以找出無限多組解，運用 2 個未知數來求解，簡化後所得結
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果如圖 4-7 所示，其中 X 與 Y 為任意數。而圖 4-5 的解為 X＝Y＝1，圖 4-6 的解

為 X＝Y＝0.5。 

Y 1-X 1-Y X

X 0 0 Y

1-Y 0 0 1-X

1-X Y X 1-Y

圖 4-7 

（三） 44× 方格表的解答 

綜合上述分析的結果，在 4×4 方格表的 16 個方格中，每個方格填入一個數，則此

4×4 方格表的 16 個方格中的數之總和為 6。 

（四）進一步延伸─轉化題意 

首先觀察方格的位置有以下三種 

(A)四個角落位置，只有 2 個相鄰的方格， 

形如         或 

(B)邊緣位置，有 3 個相鄰的方格， 

形如             或             或          或 

       (C)內側方格，有 4 個相鄰的方格， 

形如 

 

原題目也可以由『在 4×4 方格表的 16 個方格中，每個方格填入一個數，使得每個

方格的所有相鄰方格中的數之總和為 1 (註：兩個相鄰的方格恰有一個共同的邊)。試求

此 4×4 方格表的 16 個方格中的數之總和為何？』 

修正為『利用上述(A)、(B)、(C)三種圖形設計折線找出一個不重複的覆蓋，而這

三種情況出現的個數總和就是我們的要求的解答！』 
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亦即假設       ＝1，             ＝1，             ＝1。 

 

因此，原題意可轉化成如圖 4-8 所示，      有 2 個；         有 4 個。所以其

數字總和為 6。 

1 0 0 1          

1 0 0 1          

0 0 0 0          

0 1 1 0          

圖 4-8 

 

二、延伸為 N×N 方格表 

（一）考慮 2×2 方格表，如圖 4-9 可以知道其數字總和為 2。 

 

 

 

（二）考慮 3×3 方格表，如右圖 4-10 所示 

        N=3 無法找出解答(如下一頁說明) 

        對 A 而言，B＋D＝1 …………………(1) 

        對 E 而言，B＋D＋F＋H＝1 …………(2) 

        對 I 而言，F＋H＝1……………………(3) 

        (1)＋(3)可以得到 B＋D＋F＋H＝2 與(2)矛盾 

        所以此題無解。 

A B C 

D E F 

G H I 

    圖 4-10 

  

  

         圖 4-9 
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（三）考慮 4×4 方格表，如圖 4-11 所示 

        同(一)之分析，由圖 4-11 可以得知，        有 2 個；           有 4 個， 

        所以其數字總和為 6。 

 

 

 

 

圖 4-11 

（四）考慮 5×5 方格表，如圖 4-12 所示 

        N=5 無法找出解答 

        對 A 而言，B＋C＝1 …………………(1) 

        對 D 而言，B＋C＋E＋F＝1 …………(2) 

        對 G 而言，E＋F＋H＋I＝1 …………(3) 

        對 J 而言，H＋I＋K＋L＝1 …………(4) 

        對 M 而言，K＋L＝1 …………(5) 

  由(1)與(2)知道 E＋F＝0 再依序推得 H＋I＝1 ； K＋L＝0 與 (5)互相矛盾 

  所以此題無解。 

（五）考慮 6×6 方格表，如圖 4-13 所示 

       當 N＝6 時，可以找到覆蓋的方法如圖 4-13 

亦即        有 2 個，            有 8 個， 

 

有 2 個。 

所以其數字總和為 12。 

    

    

    

    

   L M

  I J K 

 F G H  

C D E   

A B    

圖 4-12 

      

      

      

      

      

      

圖 4-13 
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（六）考慮 7×7 方格表，如圖 4-14 所示 

 

 

 

 

 

 

   如【表十一】     N=7 無法找出解答 

      對方格 A(1,1)而言，B(1,2)＋B(2,1)＝1 …………………(1) 

      對方格 A(2,2)而言，B(1,2)＋B(2,1)＋B(3,2)＋B(2,3)＝1…(2) 

      可以得到依序得到   

      B（3,2）＋B（2,3）＝0   ； B（4,3）＋B（3,4）＝1 

      B（5,4）＋B（4,5）＝0   ；   B（6,5）＋B（5,6）＝1 

      B（7,6）＋B（6,7）＝0 與 A（7,7）而言，B（6,7）＋B（7,6）＝1  相互矛盾！ 

      所以 N=7 無法找出解答 

（七）綜合討論： 

       由上述分析可以發現，當 N 為奇數時，似乎都無法找到覆蓋方式；當 N 是偶數時，

可以找到覆蓋，以下做更進一步的分析說明。 

1、 在 N×N 的方格表（N≥ 2），當 N 為奇數時，可推論無法找到覆蓋方式。 

証明如下： 

假設 N＝2M＋1，圖形可以化成如圖 4-15 

 

 

     B6,7 A7,7

    B5,6 A6,6 B7,6

   B4,5 A5,5 B6,5  

  B3,4 A4,4 B5,4   

 B2,3 A3,3 B4,3    

B1,2 A2,2 B3,2     

A1,1 B2,1      

                   圖 4-14 
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首先定義方格位置 A(I，J)表示 X 座標為 I，Y 座標為 J 的方格內的數字 

所以對 A（1,1）而言，B(1,2)＋B (2,1)＝1 

對方格 A(2,2)而言，B (1,2)＋B (2,1)＋B (3,2)＋B (2,3)＝1 

        依序得到   B（3,2）＋B（2,3）＝0   ； B（4,3）＋B（3,4）＝1 

        以此類堆可得  B（2M+1,2M）＋B（2M,2M+1）＝0  

        與 A（2M+1,2M+1）而言，B（2M+1,2M）＋B（2M,2M+1）＝1   

與上述 B（2M+1,2M）＋B（2M,2M+1）＝0  相互矛盾 

        所以當 N 為奇數時，似乎都無法找到覆蓋方式，無法解答。 

2、 在 N×N 的方格表（N≥ 2），當 N 為偶數時，可推論找到覆蓋方式。 

証明如下： 

假設 N＝2M，圖形可以化成如圖 4-16 

 

     B6,7 A7,7

    B5,6 A6,6 B7,6

   B4,5 A5,5 B6,5  

  B3,4 A4,4 B5,4   

 B2,3 A3,3 B4,3    

B1,2 A2,2 B3,2     

A1,1 B2,1      

                    
圖 4-15  N×N 方格表（N 為奇數） 

X 

Y 
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首先定義方格位置 A(I，J)表示 X 座標為 I，Y 座標為 J 的方格內的數字 

所以對 A（1,1）而言，B(1,2)＋B(2,1)＝1 

對方格 A(2,2)而言，B(1,2)＋B(2,1)＋B(3,2)＋B(2,3)＝1 

        依序得到   B（3,2）＋B（2,3）＝0   ； B（4,3）＋B（3,4）＝1 

        以此類堆可得  B（2M+1,2M）＋B（2M,2M+1）＝0  

        與 A（2M,2M）而言，A（2M-1,2M）＋A（2M,2M-1）＝0  相符合 

        所以當 N 為偶數時，可以找到覆蓋方式與其解。 

三、若 N×N（N≥ 2）的方格表有解，試問方格的數字和為多少？ 

當 N 為偶數時，N×N（N≥ 2）的方格表有解，此時可將方格表分為兩類，分別是 

N＝4T（T≥ 1）及 N＝4T＋2（T≥ 1） 

    B5,6 A6,6

   B4,5 A5,5 B6,5

  B3,4 A4,4 B5,4  

 B2,3 A3,3 B4,3   

B1,2 A2,2 B3,2    

A1,1 B2,1     

                    
圖 4-16  N×N 方格表（N 為偶數） 

X 

Y 
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（一）N×N 方格表（N≥ 2）中，當 N＝4T（T≥ 1），其可能圖形如圖 4-17  4×4 方格表（T＝1）、

圖 4-18  8×8 方格表（T＝2）、圖 4-19  12×12 方格表（T＝3）所示 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 4-17  4×4 方格表（T＝1） 

 

圖 4-18  8×8 方格表（T＝2） 

   

 
圖 4-19  12×12 方格表（T＝3） 
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1、N×N＝(4T)×(4T) 圖形可以分析如下表 

T 值 方格數 

       驗證 

方格點 

數字總和 

1 4*4 2 4×1 0 2*2+4*3=16 2+4=6 

2 8*8 2 4×3 6 2*2+12*3+6*4=64 2+12+6=20 

3 12*12 2 4×5 20 2*2+20*3+20*4=144 2+20+20=42 

4 16*16 2 4×7 42 2*2+28*3+42*4=256 2+28+42=72 

…………………………………………………………… 

K 16K2 2 4×(2K－1) 4K2-6K+2 

2*2+3*4*(2K-1) 

+4*(4K2-6K+2)=16K2 

2+4×(2K－1)

＋4K2-6K+2 

=4K2+2K 

 

2、如何迅速繪製 N×N＝(4T)×(4T)的解圖？ 

我們以 8×8 方格表（T=2）為例，將繪製的步驟分解如下： 

步驟 1、先在左上角及右上角分別繪製        及        圖形，如圖 4-20。 

步驟 2、題型是屬於(4T)×(4T)的類型， 

所以最左上角的方格歸類於       圖形，最右上角的方格歸類於        圖形， 

所得圖示如圖 4-21。 

步驟 3、承接步驟 2，再將方格的左邊緣及右邊緣分別補上       及        圖形。 

       所得圖示如圖 4-22。 

步驟 4、接著再將方格的上邊緣及下邊緣分別補上        及          圖形。 

所得圖示如圖 4-23。 

步驟 5、最後再將內側方格填入            ，完成填格步驟，如圖 4-24 所示。 
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圖 4-20  步驟一 

 

 
圖 4-21  步驟二 

   

 
圖 4-22  步驟三 

 

 
圖 4-23  步驟四 

   

 
圖 4-24  步驟五（完成） 
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3、觀察所繪製的 8×8 方格表圖，發現是為一左右對稱的圖形，而對稱軸如圖 4-25 所示；且左

右邊緣各有 3 個 V 字圖形，而上下邊緣則各有 2 個及 4 個 V 字圖形，其餘內側空格則填

入 6 個口字圖形。 

對稱軸 

 

圖 4-25 

 

（二）N×N 方格表（N≥ 2）中，當 N＝4T+2（T≥ 1），其可能圖形如圖 4-26  2×2 方格表 

（T＝0）、圖 4-27  2×2 方格表（T＝0）、圖 4-28  10×10 方格表（T＝2）所示 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖 4-26  2×2 方格表（T＝0） 

 

 
圖 4-27  6×6 方格表（T＝1） 
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圖 4-28  10×10 方格表（T＝2） 

 

 

1、當 N×N＝(4T＋2)×(4T＋2)圖形可以分析如下表 

T 值 方格數 

       驗證 

方格點 

數字總和 

0 2*2 2 4×0 0 2*2=4 2 

1 6*6 2 4×2 2 2*2+8*3+2*4=36 2+8+2=12 

2 10*10 2 4×4 12 2*2+16*3+12*4=100 2+16+12=30 

3 14*14 2 4×6 30 2*2+24*3+30*4=196 2+24+30=56 

…………………………………………………………… 

K 

16K2+16K

+4 

2 8K 4K
2-2K 

2*2+3*8K++4*(4K2-2K) 

=16K2+16K+4 

2+8K+4K2-2K

=4K2+6K+2 
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2、如何迅速繪製 N×N＝(4T＋2)×(4T＋2)的解圖？ 

我們以 10×10 方格表（T=2）為例，將繪製的步驟分解如下： 

步驟 1、先在左上角及右上角分別繪製       及      圖形，如圖 4-29。 

步驟 2、題型是屬於(4T＋2)×(4T＋2)的類型， 

所以最左上角及最右上角的方格歸類於           圖形， 

所得圖示如圖 4-30。 

步驟 3、承接步驟 2，再將方格的左邊緣及右邊緣分別補上       及        圖形。 

       所得圖示如圖 4-31。 

步驟 4、接著再將方格的上邊緣及下邊緣分別補上        及          圖形。 

所得圖示如圖 4-32。 

步驟 5、最後再將內側方格填入            或            ，完成填格步驟，如圖 4-33

所示。 

 

圖 4-29  步驟一 

 

圖 4-30  步驟二 
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圖 4-31  步驟三 

 

圖 4-32  步驟四 

   

 
圖 4-33  步驟五（完成） 

 

 

3、 觀察所繪製的 10×10 方格表圖，發現是為一左右對稱的圖形，而對稱軸如圖 4-34 所示；

且上下左右邊緣各有 4 個 V 字圖形，其餘內側空格則填入 12 個口字圖形。 
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對稱軸 

 

 
 

圖 4-34 

 

 

伍、研究結論 

一、在 44× 方格表的 16 個方格中，每個方格填入一個數，使得每個方格的所有相鄰方格中的

數之總和為 1 (註：兩個相鄰的方格恰有一個共同的邊)，而此方格中之數的總和為 6。 

二、將方格延伸為 N×N 的方格表（N≥ 2），當 N 為奇數時，此題無解；當 N 為偶數時，此題

有解。 

三、在 N×N（N≥ 2）的方格表，當 N 為偶數時，可分為兩種結論探討 

（一）當 N×N＝(4T)×(4T)，T≥ 1，其方格表內的數字總為為 4K2+2K。 

（二）當 N×N＝(4T＋2)×(4T＋2) ，T≥ 0，其方格表內的數字總為為 4K2+6K+2。 

   以下就分別以 N×N＝(4T)×(4T)，T≥ 1 及 N×N＝(4T＋2)×(4T＋2)，T≥ 0 的型式加以舉例說明 
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1、當 N×N＝(4T)×(4T)，T≥ 1 時，可能的解答如下 

T 值 方格數 

       驗證 

方格點 

數字總和 

1 4*4 2 4×1 0 2*2+4*3=16 2+4=6 

2 8*8 2 4×3 6 2*2+12*3+6*4=64 2+12+6=20 

3 12*12 2 4×5 20 2*2+20*3+20*4=144 2+20+20=42 

4 16*16 2 4×7 42 2*2+28*3+42*4=256 2+28+42=72 

…………………………………………………………… 

K 16K2 2 4×(2K－1) 4K2-6K+2 

2*2+3*4*(2K-1) 

+4*(4K2-6K+2)=16K2 

2+4×(2K－1)

＋4K2-6K+2 

=4K2+2K 

 

2、當 N×N＝(4T＋2)×(4T＋2)，T≥ 0 時，可能的解答如下 

T 值 方格數 

       驗證 

方格點 

數字總和 

0 2*2 2 4×0 0 2*2=4 2 

1 6*6 2 4×2 2 2*2+8*3+2*4=36 2+8+2=12 

2 10*10 2 4×4 12 2*2+16*3+12*4=100 2+16+12=30 

3 14*14 2 4×6 30 2*2+24*3+30*4=196 2+24+30=56 

…………………………………………………………… 

K 

16K2+16K

+4 

2 8K 4K2-2K 

2*2+3*8K++4*(4K2-2K) 

=16K2+16K+4 

2+8K+4K2-2K

=4K2+6K+2 
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四、所要繪製的 N×N＝(4T)×(4T)或是 N×N＝(4T＋2)×(4T＋2)圖形步驟，分解如下 

步驟 1、無論是哪一類型，均先在左上角及右上角分別繪製      及      圖形。 

步驟 2、判定是屬於哪一類型的方格表 

（1）題型若是屬於(4T)×(4T)的類型， 

方格最左上角的方格歸類於      圖形，最右上角的方格歸類於      圖形。 

（2）題型若是屬於(4T＋2)×(4T＋2)的類型， 

方格最最左上角及最右上角的方格歸類於        圖形。 

步驟 3、承接步驟 2，再將方格的左邊緣及右邊緣分別補上      及      圖形。        

步驟 4、接著再將方格的上邊緣及下邊緣分別補上        及         圖形。 

步驟 5、最後再將內側方格填入         或         ，完成填格步驟。 

 

 

陸、參考資料 

葉永南、譚克平（2000）。環球城市數學競賽 2000 秋季賽試題解析。臺北。九章出版社。 

 



【評語】080410 

1、 利用幾何圖形來解決代數方程組，是很好的嘗試。 

2、 探討的完整性，也相當不錯。 

3、 有一定的邏輯推演，結果也有一定的可看性。 
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