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不只 4 種花色 

摘要     

從撲克牌魔術出發，探索出二個原理，第一個關於操作手法；第二個和表演過程相關：

完成本魔術至少要派 9 張牌。 

另外，我們和之前國展國小組數學科中同樣探討撲克牌的作品(參見附錄一)不同的成果

是：提出二個數學定理，並得到一個一般化的結果：使用 n種花色的撲克牌，本魔術的「最

少派牌數」。 

 

撲克牌魔術表演過程： 

【表一】 

 步驟 

一 使用一整副牌(鬼牌不使用)共 52 張，讓對方抽走一張牌，不必放回。 

二 本魔術目的在於猜出對方抽走的牌面點數，不會知道花色。 

三 A 當作 1點，J、Q、K當作 11、12、13 點，其餘按牌面數字為點數。 

四 表演者將手上剩餘的牌先派九張在桌上，為了美觀，排成九宮格的樣子，牌面朝上。 

五 

觀察桌上的九張牌中，有哪些牌面的點數和是 13 的倍數，不限張數。假設有 4 張，

則再派手上 4張牌蓋在那些點數和為 13 倍數的牌上面，後派的 4張牌一樣呈現牌面

朝上的狀態。 

六 若有牌面為 K──13 點，就蓋一張上去。 

七 
承六，如此反覆找牌蓋牌，直到手上的牌派光，或手上雖有剩餘，但找不到牌面點

數和為 13 倍數，就進行下一步。 

八 

此時只剩手上的一些牌(如果還有的話)和桌上的九堆牌，接著只要看手邊牌面點數

和桌上最後的九個牌面點數，相加後是 13 倍數的牌堆或牌移走，直到手邊和桌面剩

下來若干牌面，任意點數和都不是 13 的倍數。 

九 

此時計算所有牌面點數和，得出還差多少點則可達成最接近的 13 倍數，那個不足的

點數就是對方抽走的點數。 

例如：手邊剩 2、4 兩張牌；桌面還有牌面為 5、10 的兩堆牌，則 2+4+5+10＝21，

離 21 最近且大於 21 的 13 倍數為「26」，26－21＝5，可知對方抽走的牌點數是「5」。 

壹、研究動機 

老師介紹了一個撲克牌魔術，同學們探索表演手法出和 13 的倍數有關；但有同學不解為

何派 9 張牌在桌上，想找點數和為 13 倍數的牌面，一定找得到？”，我們便和老師一同來探

討這個問題。 

 

貳、研究目的 
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一、找出撲克牌魔術手法的原理。 

二、探討此手法「可行」的原理。 

三、探討恰有 n 種花色的情形下，這個表演的「最少派牌數」。 

 

參、研究器材 

   一、筆、計算紙、電算器、電腦試算軟體 Excel，撲克牌。 

 

肆、名詞及符號解釋 

【表二】 
編號 名詞／符號 解釋 

1 (x，y，…) 

字元的個數表示在探討相異的撲克牌點數數量，而「x」表示
「x 張」，「y」表示「y 張」等，…；例如(3，2，2)表示有三相
異點數，各有 3 張、2 張、2 張。因為此魔術要找出某些數字
和為 13 的倍數，我們發現「派牌的數量」是最關鍵的因素，
所以利用(x，y，…)代表「若干點數數量的組合」。 

2 a、b、c、… 代表撲克牌點數。 

3 N 最少派牌數。 

4 n 花色種類的數量。 

5 最少派牌數 
保證魔術一定能進行下去，所需要的最少撲克牌張數；隨花色
數量多少而不同。 

6 不足牌型 
該點數數量組合，有找不到含數字和等於 13 倍數的例子，例
如(3，2，1)，有「1 點」有 3 張、「2 點」有 2 張，「3 點」有 1
張，全部點數和＝10＜13，故(3，2，1)為一不足牌型。 

7 基本牌型 
該點數數量組合必包含某些數字和為 13 的倍數，且只要任一
點數它的數量減少，就成為不足牌型；例如(3，2，2)是一基本
牌型。 

8 完成牌型 
必包含某些數字和為 13 倍數的點數數量組合；我們可以得知，
如果某牌型包含基本牌型，則必是完成牌型。 

 

伍、研究過程與方法 

一、撲克牌魔術手法的討論如下： 
   (一)一副撲克牌點數和為：(1+2+3+……+13)×4＝364＝28×13 

 
(二)觀察此魔術的表演步驟，表演者每次都將一些點數和為 13 倍數的牌蓋起來，可看作

「減去」一些 13；也就是 13＝1×13、26＝2×13、39＝3×13 等……。 
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(三)承(一)，一副撲克牌的總點數可看作有「28 個 13」。 
 

  (四)承(二)，13 的倍數減去某個 13 的倍數，結果還是 13 的倍數，例如 65－39＝5×13－3×

13＝(5－3)×13＝2×13，寫成通式即為：a×13－b×13＝(a－b)×13。 

   
(五)由於總點數是 28 個 13，所以在減去一大堆 13 後，最後牌面點數和，包括來賓手 

上的牌，還是 13 的倍數。 

 
所以，表演手法的原理為：利用兩個 13 倍數相減的性質而表演。 

 
 

 

二、為何派九張牌總是找得出一些牌面點數和是 13 的倍數？ 

   (一)從「恰有一種花色，點數 1～13」討論起 

1.本小組決定先探討較簡單的情形，我們先觀察花色只有一種的情形，即 

  只有一組 A～K，找出「最少派牌數」，因為 13 本身就是 13 的倍數，故我們可捨去 

老 K，只看點數 1～12 的牌就好。 

 

2.最多拿 7 張牌就會有牌的點數和是 13，因為： 

1+12＝13， 

2+11＝13， 

3+10＝13， 

4+9＝13， 

5+8＝13， 

6+7＝13。 

  六組算式和都是 13，所以拿 7 張牌表示至少有兩個數在同一組，也就是一定有兩張

點數相加等於 13。 

3.那麼「至少」要拿多少張就能包含 13 的倍數呢？大伙兒依魔術表演操作了多次後，

有了以下的結果： 

 

(1)只派 1 或 2 或 3 張一定不行，因為點數可能不夠，例如：1+2+3＝6＜13， 

(2)而 4 張的情形呢？經本組試算，得到 1+2+3+4＝10＜13，表示拿 4 張不一定可以“成

功表演”，那麼 5 張呢？ 

(3)本小組再次進行試算，卻發現任選五個相異數字中，裡頭總包含點數和為 13 的倍

數，例如點數「1、2、3、4、5」，含有 1+3+4+5＝13；之後再找數字試算，一直沒

有找到反例，因此我們有了猜想，是否在單一花色、點數 1～12 的條件下，「5」

就是「最少派牌數」呢？ 

       

(二) 
   承前面的結果，本小組提出以下猜想： 
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猜想一：從數字 1～12 中，任選五個數字，總有一些數字和是 13 的倍數。 

   
1.同學們左思右想，無法說明猜想一是對的，在不知如何是好之際，同學想起老師曾 
說過，“數學就是從已經知道的事情去探索未知的事”。我們已知道，前面派四張的

情形有反例，為了證明猜想一成立，我們改寫成猜想二： 

    
猜想二：從 1～12 中，任取四個相異數字，如果裡頭不包含數字和為 13 的倍數，只

要加入第五個相異數字，就能找到。 

 
      2.此時我們轉向猜想二，但依據我們學過的數學知識，仍想不到解決的方法，乾脆採

用「窮舉法」；將四個相異數的各種組合列出，找出那些當中沒有數字和為 13 倍數

的四個數，然後再拿剩下的數做為第五個數來檢查。 
        例如：1、2、3、4 當中不包含 13 倍數的數字和，1～12 中除了這 4 個數字還有 5、

6、7、8、9、10、11、12，而 1+12＝2+11＝3+10＝4+9＝13，也就是取 9、10、11、

12 中任一數當作第五個數，猜想二成立；現剩 5、6、7、8，再檢查則有： 

 
1+3+4+5＝13 

3+4+6＝13 
2+4+7＝13 
2+3+8＝13 

         
因而就 1、2、3、4 來說，猜想二是成立的。 

     
3.從 1～12 中任取相異四個數字的種類，組合數有： 

 
12×11×10×9÷24＝495 

        
我們把這 495 組列於學生日誌中。 

       
4.然後發現在 495 條算式中，共有 120 種組合當中不包含數字和為 13 的倍數，見附 

錄二。 

   
5.接著逐一檢查這 120 條算式是否符合猜想二，我們做一個表格並設定記號好方便檢

驗，見表三： 
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【表三】 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
第一欄為不含 13 倍數的四相異數字組合，第二欄是和各單一數字相加為 13 的數， 
即 1+12=2+11=3+10=4+9=13；第三欄為 1～12 的數字為除了前 8 數，剩下來待檢查
的數。 
記號有四種：“○”、“  ”、“／”、“   ”，畫有相同記號那些數字，表示它

們的和是 13 的倍數，如下： 

○1 +○3 +○4 +○5 ＝13 

3+4+6＝13 
2+4+7＝13 
2+3+8＝13 

      5.全部檢驗 120 條算式後，都能成立(見學生日誌)，所以證實了猜想二，因此我們得到： 
        

定理一：從 1～13 的正整數中，任選五個相異數字，裡頭總包含若干數字和為 13 的

倍數。 

(三)回到四個花色─「派九張就一定能進行魔術表演」的探討 
   我們想利用定理一來幫助我們探索，討論後得到以下的策略： 

      1.策略 

若能保證任派九張牌，可以分成五組，五組各自的點數和「代表」五個相異的點數，

就能確定魔術手法可行性，舉例來說，派 A、A、2、2、2、3、5、5、5 這九張； 

 

【表四】 

 

 

 

 

 

 

(1)見表四，我們以顏色來區分：               為三相異數；     +     ＝4 

；    +     ＝8，所以上表可看作含有 1、2、4、5、8 五個相異數。 

 四個數當中沒有數
相加是 13 的倍數 

不用配對的 
四個數 

要拿來檢查的 
四個數 

檢查結果 
猜想二成立 
不成立打 

1 ○1 +2+○3 +○4 ＝10 12、11、10、9 ○5 、6、7、8  

2 …
… 

…
… 

…
… 

…
… 

3 …
… 

…
… 

…
… 

…
… 

2 A 2 

2 5 A 

3 5 5 

A 2 5 2 2 
3 5 
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       (2)也得知要找出五相異數的組合種類不一定只有一種，如     +    ＝6；「6」也和

1、2、4、5、8 相異。 

       (3)接下來本研究的相關的證明都是使用這個策略，也就是觀察九個點數，「確定」必

可組成五相異數，再利用定理一保證必包含 13 倍數的數字和，本組稱為「五異數

策略」。 

       

    2.接著觀察派九張牌時，各種點數組合種類的數量： 

     (1)點數的種類最多 9 種；最少 3 種，因為一個點數最多四個花色，恰有 2 種點數最多 

2×4＝8(張)，比 9 少。 

(2)派的九張牌中已有五種以上相異的點數，根據定理一，當中必有牌點數和為 13 的 

倍數。 

 

因而接下來只需探討 9 張牌中恰有 3、4 種點數的情形。 

 

3.只看「餘數」 

魔術表演手法中，重點是要將若干牌面點數相加成 13 的倍數，多少倍並不重要，所 
以我們只要看不足 13 的數字即可。例如有三張牌：10、J、Q，點數和 10+11+12＝33， 
而 39－33＝6，再派一張 6，四張牌的點數和就是 13 的倍數；如果我們這樣思考： 
33＝26+7，13－7＝6，也會得到同樣的結果，所以我們只要知道點數和除以 13 的餘 
數就好；而正整數除以 13 的餘數有 13 種：0、1、2、……、12。 

 
4.雖然有了策略和餘數的觀點，但我們在這裡思考很久，仍沒有進一步的發展，和 

老師一同討論之後，便教我們「同餘」的概念，雖然這部份在國小課本中並沒有出現，

但其實利用撲克牌，就能好好的理解，真令我們驚奇！沒想到撲克牌也能幫我們理解

數學。 

     

5.以下是和「同餘」有關的數學知識，相關證明請見附錄三。 

 

定義一：a≡b(mod13) 

說明：a 和 b 分別除以 13 的餘數相同，例如：4≡17(mod13)、21≡47(mod13)。 

      本研究均探討「除以『13』」的餘數，之後為了節省篇幅，「a≡b」就是指 a≡b(mod13) 

 

      定義二：a≢b(mod13) 

      說明：指 a 和 b 分別除以 13 的餘數不相同，也以「a≢b」代替 a≢b(mod13) 
 

性質一：a≡0(mod13)，表示 a 是 13 的倍數。 

 

       下面是我們要研究時會用到的原理和命題，範圍：1≦a、b、x、y≦12。 

       原理一：若 a≡b(mod13)，則 a+c≡b+c(mod13)。 

           

A 5 
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       原理二：若 a≡b(mod13)，則 a－c≡b－c(mod13)。 

           

我們需要一些數學命題和定理輔助，如下： 

       命題一：若 x、y≢0(mod13)，則 x≢x+y(mod13) 
           

命題二：如果 x≢0(mod13)，則 2x≢0(mod13)，3x≢0(mod13)。 
                 

命題三：x≢2x(mod13)，x≢3x(mod13)，2x≢3x(mod13)。 
           

命題四：若 a、b、c為相異正整數，且 1≦a、b、c≦12，又 a+b≢0，b+c≢0， 

c+a≢0，那麼 a≡b+c，b≡c+a，c≡a+b 三條等式最多恰有一條成立。     
          說明：只要說明任兩條不會成立即可。 

                利用反證法，假設 a≡b+c，b≡c+a 同時成立，則 a≡(c+a)+c≡a+2c 

                ，根據命題三，得知 2c≢0，再依命題一，則有 a≢a+2c，和假設矛盾 
，所以命題四成立。 

           

定理二：若 a、b、c為相異正整數，且 1≦a、b、c≦12，又 a+b，b+c，c+a≢0，則
a、b、c、a+b、b+a、c+a、a+b+c 七個數中最多只有兩數被 13 除同餘，也

就是這七數至少可代表六個「除以 13 不同餘的數」。 

          說明： 

(1)用窮舉檢查的方法，首先依據命題一則有： 

                  a≢a+b、a≢a+c 

                  b≢a+b、b≢b+c 

                  c≢a+c、c≢b+c 
             (2)依命題四，得知 a≡b+c、b≡c+a、c≡a+b 恰有一條成立。 

             (3)再來利用命題一皆可知 a+b+c 和其它六數都不同餘， 

                  a≢a+(b+c) 

                  b≢b+(a+c) 

                  c≢c+(a+b) 

                  a+b≢a+b+(c) 

                  b+c≢b+c+(a) 

                  c+a≢c+a+(b) 
                 

             綜合(1)、(2)、(3)得知推論一成立。 

          

        6.有了上述的數學工具後，我們界定之後提到的點數 a、b、c、d 範圍；  

a、b、c、d 表示不同餘的數，無特定大小關係，範圍：1≦a、b、c、d≦12，也就

是撲克牌的點數；而且： 
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a 

b 

c 

d 

a+b    ≢ 0 
b+c 

c+a 

a+b+c 

       7.有了「同餘」的概念，定理一可改寫如下： 

定理一：任選五個除以 13，兩兩不同餘的數字，裡頭總包含若干數字和為 13 的倍數。 

   

 三、大躍進─探討 n 種花色 

然後我們應探討“九張牌中，點數恰有『3』、『4』種”的情形；但在縣賽時，我們本 

來只解決花色 1~4 種，而在準備國展時，對「花色」的一般化數量得到最少派牌數 

的結果，所以前述是縣賽的部份，也是本文研究方法的準備內容，又為了符合研究字數

限制，以下直接呈現 n 種花色的研究過程。 

  我們發現 11 種「基本牌型」，我們先對它們證明，再利用這些「基本牌型」，來證出 n 種

花色的最少派牌數。 

 

(一)11 種基本牌型 

共有 11 種，分別為： 

(5，4)、(7，3)、(9，2)、(11，1)、(13，0)、(3，2，2)、(4，3，1)、(6，2，1)、 

(8，1，1)、(2，2，1，1)、(4，1，1，1)，以下列出證明，先說明方法， 

證明的步驟：1.應用「五異數策略」，取 5 相異數 a、b、c、d、e。 

               2.先說明前 3 數 a、b、c 為不同數，依次證明 d 分別和 a、b、c 不同餘；e 分

別和 a、b、c、d 不同餘(稱 d 為第四數；e 為第五數)。 

             3.即使 a、b、c、d、e 可能有數重複，但牌型仍包含數字和為 13 的倍數。 

    

1. (5，4) 

                                    【表五】                  

 

 

 

 

 

 

 

 

我們取 a、b、a+b、2a、2b， 

 

5 4 

a b 

a b 

a b 

a  b 

a  



 10

【表六】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

各數的關係 證明 

a、b、a+b 為三不同

餘數 

a≢b(已知條件) 

a≢a+b(命題一) 

b≢a+b(命題一) 

2a≢a 命題三。 

2a≢b 如果 2a≢b 則繼續討論 2a 與 a+b 的關係。 

2a≡b 

如果 2a≡b，則牌型可改寫如下： 

                      甲 

 

 

 

 

 

 

上表點數和為 a×5+2a×4＝13a，即為 13 的倍數。 

5 4 
a 2a 
a 2a 
a 2a 
a 2a 
a  

2a 

 

2a≢a+b 如果 2a≡a+b，則 a≡b，矛盾！ 

2b≢a 如果 2b≢a 則繼續討論 2b 與 b 的關係。 

2b≡a 

如果 2b≡a，則牌型可改寫如下： 

                      甲 

 

 

 

 

 

 

上表包含 13 倍數：2b×5+b×3＝13b，即為 13 的倍數。 

5 4 
2b b 
2b b 
2b b 
2b b 
2b  

2b≢b 命題三 

2b≢a+b 如果 2b≡a+b，則 b≡a，矛盾！……(＊) 

2b 

2a≢2b 命題三 

結論： 

1.a、b、c、b+c，2a 為五不同餘數，當中必包含 13 倍數的數字和。 

2.即使 2a≡b 或 2b≡a，仍包含 13 倍數的數字和。 
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2. (7，3) 

                                    【表七】                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們取 a、b、a+b、2a+b、2a       

【表八】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7 3 

a b 

a b 

a b 

a   

a  

a  

a  

各數的關係 證明 

a、b、a+b 為三不同餘數 證明一已證 

2a+b≢a 如果 2a+b≡a，則 a+b≡0，矛盾！……………(＊) 

2a+b≢b 如果 2a+b≡b，則 2a≡0，和 a≢0 矛盾！……(＊＊) 2a+b 

2a+b≢a+b 如果 2a+b≡a+b，則 a≡0，矛盾！…………(＊＊＊) 

2a≢a 命題三 

2a≢b 如果 2a≢b 則繼續討論 2a 與 2a+b 的關係。 

2a≡b 

如果 2a≡b，則牌型可改寫如下： 

                      甲 

 

 

 

 

 

 

 

 

上表點數和為：a×7+2a×3＝13a，即為 13 的倍數。 

7 3 
a 2a 
a 2a 
a 2a 
a  
a  
a  
a  

2a≢a+b 如果 2a≡a+b，則 a≡b，矛盾！ 

2a 

2a≢2a+b 命題一 

結論： 

1.若 a、b、c、a+2b，2a 為五不同餘數，當中必包含 13 倍數的數字和。 

2.如果，2a≡b，仍包含 13 倍數的數字和。 
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3.(9，2)                           【表九】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們取 a、b、a+b、2a、3a 

【表十】 

 

 

 

 

 

 

9 2 

a b 

a b 

a  

a   

a  

a  

a  

a  

a  

各數的關係 證明 

a、b、a+b 為三不同餘數 證明一 

2a≢a 命題三 

2a≢b 如果 2a≢b，則繼續討論 2a 和 a+b 的關係。 

2a≡b 

如果 2a≡b，則牌型可改寫如下： 

                      甲 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

上表點數和為：a×9+2a×2＝13a，即為 13 的倍數。 

9 2 
a 2a 
a 2a 
a  
a  
a  
a  
a  
a  
a  

2a 

2a≢a+b 如果 2a≡a+b，則 a≡b，矛盾！……(＊) 
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4.(11，1) 

【表十一】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們取 a、b、2a、3a、4a 

證明： 

(1) a、2a、3a、4a 皆兩兩不同餘(命題三)。 

(2)若 b 也分別和上面四數不同餘，則為五異數。 

3a≢a 命題三 

3a≢b 

如果 3a≡b，則牌型可改寫如下： 

                      甲 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

上表包含 13 倍數：a×7+3a×2＝13a。 

9 2 
a 3a 
a 3a 
a  
a  
a  
a  
a  
a  
a  

3a≢b 3a≢a+b，繼續觀察 3a 和 2a。 

3a≡a+b 得到 2a≡b，(＊)已討論過，不贅述。 

3a 

3a≢2a 命題三 

1.若 a、b、a+b、2a、3a 為五不同餘數，依定理一則得證。 

2.若 2a≡b，或 3a≡b，或 3a≡a+b，仍成立。 

11 1 

a b 

a  

a  

a  

a  

a  

a  

a  

a  

a  

a  
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(3)若 b≡2a，則 a×11+b＝11a+2a＝13a 

(4)若 b≡3a，則 a×10+b＝10a+3a＝13a 

(5)若 b≡4a，則 a×9+b＝11a+4a＝13a 

不論 b 是否和四數中任一數同餘，仍有點數和等於 13 的倍數 

 

5.(13，0) 

證明： 

表示只有一種點數 a，而 13×a 還是 13 的倍數。 

 

6.(3，2，2) 

                                   【表十二】 

                                      

 

 

 

 

 

   證明：三種點數數量組要注意的是：從我們討論的經驗得知，要注意 a、b、c 當中，可能

有某數和另「兩數和」同餘，會影響證明，因此下列我們分成四種情形來說明： 

(1)a≡b+c、(2)b≡c+a、(3)c≡a+b、(4)皆無同餘的關係。 

(1)a≡b+c 

  取 a、b、c、a+b、a+c，根據本文研究條件，a、b、c 已是三不同餘數，之後僅針對第四、

第五數證明。 

【表十三】 

 

(2)b≡a+c。 

     取 a、b、c、b+c、2a：     

 

3 2 2 

a 

a 

a 

b 

b 

c 

c 

條件 證明過程 

a≡b+c a+b、a+c 根據定理二，因為條件 a≡b+c 已成立，所以  a、b、c 、 

a+b、a+c 是五不同餘數。 
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     【表十四】 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

證明過程 
條件 

第四、五數的探討 證明 

b+c≢a 

B+c≢b b+c 

b+c≢c 

因為條件 b≡a+c 已成立，由定理二得知成立。 

2a≢a 命題三 

2a≢b 若 2a≡b，則 2a≡b≡a+c，表示 a≡c，矛盾！ 

2a≢c 如果 2a≢c，則繼續討論 2a 與 a+b 的關係。 

2a≡c 

如果 2a≡c，則 b≡a+2a＝3a，則牌型可表示如下： 

                      【x-1】 

 

 

 

 

 

表(x-1)總數字和為：a×3+3a×2+2a×2＝13a，恰為 13

的倍數，故仍成立。 

3 2 2 

a 

a 

a 

3a 

3a 

2a 

2a 

2a≢b+c 2a≢b+c 

2a 

 

 

2a≡b+c 

2a≡b+c＝(a+c)+c＝a+2c，表示 a≡2c，因而 b≡a+c

＝2c+c＝3c，得到 b≡3c，則牌型可表示如下： 

【x-2】 

 

 

 

 

 

表(x-2)中包含 13 倍數的數字和，即：2c×3+3c×2+ 

c×1＝13c(見黃底的格子)，就是 13 的倍數，故仍成

立。 

3 2 2 

2c 3c c 

2c 3c c 

2c   

b≡a+c 

 

結論： 

1.若 a、b、c、b+c，2a 為五不同餘數，則得證。 

2.若 2a≡c 或 2a≡b+c 成立，則仍能包含 13 倍數的數字和。 
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(3)c≡a+b。 

  取 a、b、c、b+c、2a。 

【表十五】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4)a≢b+c、b≢c+a、c≢a+b 
取 a、b、c、a+b、c+a，此根據定理二而來。 

 

結合(1)─(4)的討論，確定 (3，2，2)的牌型必包含 13 倍數的數字和。 

證明過程 
條件 

第四、五數的探討 證明 

b+c≢a 

b+c≢b b+c 

b+c≢c 

因為條件 b≡a+c 已成立，由定理二得知成立。 

2a≢a 已證。 

2a≢b 2a≢b，則繼續討論 2a 與 c 的關係 

2a≡b 

如果 2a≡b，則 c≡a+2a＝3a，則牌型可表示如下： 

                      【x-1】 

 

 

 

 

 

表(x-1)總數字和為：a×3+2a×2+3a×2＝13a，恰為 13 的倍

數，故仍成立。 

3 2 2 

a 

a 

a 

2a 

2a 

3a 

3a 

2a≢c 如果 2a≡c，則 2a≡a+b，表示 a≡b，矛盾！ 

2a≢b+c 2a≢b+c 

2a 

 

 

2a≡b+c 

2a≡b+c＝b+(a+b)＝a+2b，表示 a≡2b，因而 c≡a+b＝2b+b 

＝3b，得到 c≡3b，則牌型可表示如下： 

【x-2】 

 

 

 

 

 

表(x-2)中包含 13 倍數的數字和，即：2b×3+b×2+3b×2＝

13b(見黃底的格子)，就是 13 的倍數，故仍成立。 

 

3 2 2 

2b b 3b 

2b b 3b 

2b   

c≡a+b 

 

結論： 

1.若 a、b、c、b+c，2a 為五不同餘數，則當中必包含 13 倍數的數字和。 

2.若 2a≡b 或 2a≡b+c 成立，則仍能包含 13 倍數的數字和。 
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7.(4，3，1) 

【表十六】 

 

 

 

 

 

 

同樣地，我們分成四種情形來說明： 

(1)a≡b+c 

  我們取 a、b、c、a+b、2a。 

【表十七】 

 

(2) b≡c+a 

  我們取 a、b、c、a+b、2a，接著只要說明 a+b、2a 為第四、第五個數即可(過次頁)。 

  

4 3 1 

a b c 

a b  

a b  

a   

證明過程 
條件 

第四、五數的探討 證明 

a+b≢a 

a+b≢b a+b 

a+b≢c 

因為條件 a≡b+c 已成立，由定理二得知成立。 

2a≢a 命題三。 

2a≢b 如果 2a≡b，則 a≡b+c＝2a+c，得到 0≡a+c，矛盾！ 

2a≢c 如果 2a≡c，則 a≡b+c＝b+2a，得到 0≡a+b，矛盾！ 

2a 

 

2a≢b+c 如果 2a≡b+c，則 a≡b+c≡2a，得到 a≡2a，矛盾！ 

a≡b+c 

 

結論： 

1.a、b、c、b+c，2a 為五不同餘數，當中必包含 13 倍數的數字和。 
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【表十八】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   (3) c≡a+b 

我們取 a、b、c、a+b、2a。 

由於 a+b≡c，見表十七的甲、乙，可知(4、3、1)可表示成(3、2、2)的型式，便得證。 

證明過程 
條件 

第四、五數的探討 證明 

a+b≢a 

a+b≢b a+b 

a+b≢c 

因為條件 b≡c+a 已成立，由定理二得知成立。 

2a≢a 命題三  

2a≢b 如果 2a≡b，則 2a≡b≡c+a，表示 a≡c，矛盾！ 

2a≢c 如果 2a≢c，則繼續討論 2a 與 a+b 的關係 

2a≡c 

如果 2a≡c，則 b≡a+2a＝3a，則牌型可表示如下： 

                      【x-1】 

 

 

 

 

 

 

表(x-2)中包含 13 倍數的數字和，即：a×4+3a×31＝13a(見

黃底的格子)，就是 13 的倍數，故仍成立。 

 

4 3 1 

a 3a c 

a 3a c 

a 3a  

a   

2a≢b+c 2a≢b+c 

2a 

 

 

2a≡b+c 

2a≡b+c＝(c+a)+c＝a+2c，表示 a≡2c，因而 b≡c+a＝c+2c 

＝3c，得到 b≡3c，則牌型可表示如下： 

【x-2】 

 

 

 

 

 

 

 

表(x-2)中包含 13 倍數的數字和，即：2c×2+3c×3＝13c(見

黃底的格子)，就是 13 的倍數，故仍成立。 

4 3 1 

2c 3c c 

2c 3c c 

2c 3c  

2c   

b≡c+a 

 

結論： 

1.若 a、b、c、b+c，2a 為五不同餘數，則當中必包含 13 倍數的數字和。 

2.若 2a≡c 或 2a≡b+c 成立，則仍能包含 13 倍數的數字和。 
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【表十九】 

(8) (乙) 

                   

 

 

 

 

 

    (4) a≢b+c，b≢c+a，c≢a+b 
      取 a、b、c、a+b、b+c，從定理二可得證。 

 

結合(1)─(4)的討論，確定 (4，3，1)的牌型必包含 13 倍數的數字和。 

 

8.(6，2，1) 

【表二十】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們取 a、b、c、2a、3a，探討 2a 和 3a 的情形即可(過次頁)。 

4 3 1 

a b c 

a b  

a b  

a   

3 2 2 

a b c 

a b c 

a   

   

6 2 1 

a b c 

a b  

a   

a   

a   

a   
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【表二十一】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

證明過程 
各數的關係 證明 

2a≢a 命題三 

2a≢b 繼續討論 2a 和 c 的關係。 

2a≡b 

如果 2a≡b，則牌型可轉換成(4，3，1)型，仍成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

6 2 1 
a b c 
a b  
a   
a   
a   
a   

4 3 1 
a b c 
a b  
a b  
a   
   
   

2a≢c 2a≢c 2a 

2a≡c 

如果 2a≡b，則牌型可轉換成(4，2，2)，包含(3，2，2)

型，仍成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6 2 1 
a b c 
a b  
a   
a   
a   
a   

4 2 2 
a b c 
a b c 
a   
a   
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【表二十二】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9.(8，1，1) 

                                  【表二十三】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們取 a、b、c、2a、3a 

(1)若 2a≡b，或 2a≡c，則牌型可轉換為(6，2，1)的型式，如下： 

 

3a≢a 命題三 

3a≢b 如果 3a≢b 則繼續討論 3a 與 c 的關係。 

3a≡b 

如果 3a≡b，則牌型可改寫後包含(11，1)：且仍可配合

(11，1)的取牌方式。 

                       

 

 

 

 

 

 

 

6 2 1 
a b c 
a b  
a   
a   
a   
a   

11 1 
a c 
a  
a  
a  
a  
a  
3a  
3a  

3a≢c 如果 3a≢c 則繼續討論 3a 與 2a 的關係。 

3a≡c 則牌型可轉換成(3，2，2) 

3a 

3a≢2a 命題 3 

結論：  

1.若 a、b、c、a+2b，2a 為五不同餘數，當中必包含 13 倍數的數字和 

2.如果，2a≡b，仍包含 13 倍數的數字和。 

8 1 1 

a b c 

a   

a   

a   

a   

a   

a   

a   
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【表二十四】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2)若 3a≡b，或 3a≡c，則牌型中包含(11，1)的型式，如表二十五，而且可依照證明 

(11，1)時分割牌組，故成立。 

【表二十五】 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3)結論：即使    2a≡b，或 2a≡c； 

        3a≡b，或 3a≡c， 

            皆含能產生 13 倍數的數字和。如果 a、b、c、2a、3a 為五不同餘數，則包含 13

倍數的數字和。 

 

10.(2，2，1，1) 

     上述這個牌型讓我們想了好久，卻一直沒有進展，由於時間不足，老師利用 excel 試算

軟體指導我們驗證，以表二十六為例 ： 

 

 

6 2 1 
a b c 
a 2a  
a   
a   
a   
a   

8 1 1 
a b c 
a   
a   
a   
a   
a   
a   
a   6 2 1 

a b c 
a b 2a 
a   
a   
a   
a   

11 1 
a 3a c 
a   
a   
a   
a   
a   
a   
a   

11 1 
a 3a b 
a   
a   
a   
a   
a   
a   
a   

(甲) 
(乙) 

(丙) 

(甲) (乙) 
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【表二十六】                         

 

 

 

 

 

如果 a、b、c、d 不含數字和為 13 倍數，則表二十六若有數字和為 13 倍數，則一定要有

2a 或 2b，因為只有 1 個 a 和 1 個 b，就和只有 a、b、c、d 一樣。而我們檢查出含 2a 或

2b 的加法式子共 17 條， 再利用附錄二的 120 組數字，計算每組的 17 種算式，最後都

能成立，由於資料略多，屆時請參照附件。 

 

11.(4，1，1，1) 

【表二十七】 

 

 

 

 

 

   

我們取 a、b、c、d、2a 這五數： 

【表二十八】 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            

(二)我們再檢查上述十一種牌型符合「基本牌型」的條件就好： 

。 

 

2 2 1 1 

a 

a 

b 

b 

 

c 

 

 

d 

 

4 1 1 1 

a 

a 

a 

a 

b 

 

c 

 

 

d 

 

證明過程 
條件 

第五數的探討 證明 

2a≢b 

2a≢c 

2a≢d 

2a 表示 a、b、c、d、2a 為五個不同餘數。 

2a≡b 

或 

2a≡c 

或 

2a≡d 

則原牌型可形成(2，2，1，1)的牌型便得證，以 2a≡b 為例，見甲、乙： 

              甲                          乙 

 

       

 

 

 

 

 

4 1 1 1 

a 

a 

a 

a 

b 

 

c 

 

 

d 

 

2 2 1 1 

a 

a 

 

b 

b 

 

c 

 

 

d 

 

結論：無論 2a 是否和 b 或 c、或 d 同餘，此牌型都能成立。 
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【表二十九】 

基本牌型的保證 

點數數量種類 基本牌型 不足牌型 
證明左欄是不足牌型 

點數×數量+點數×數量+…＜13 

1 (13，0) (12，0) 1×12＝12 

(10，1) 1×10+2×1＝12 (11，1) 

(11，0) 1×11＜13 

(8，2) 1×8+2×2＝12 (9，2) 

(9，1) 1×9+2×1＝11 

(6，3) 1×6+3×2＝12 (7，3) 

(7，2) 1×7+2×2＝11 

(4，4) 1×4+2×4＝12 

2 

(5，4) 

(5，3) 1×5+2×3＝11 

(2，2，2) 1×2+2×2+3×2＝12 (3，2，2) 

(3，1，2) 1×3+2×1+3×2＝11 

(3，3，1) 1×3+2×3+3×1＝12 

(3，2，1) 1×3+2×2+3×1＝10 

(4，3，1) 

(3，3，0) 1×3+2×3+3×0＝9 

(5，2，1) 1×5+2×2+3×1＝12 

(6，1，1) 1×6+2×1+3×1＝11 

(6，2，1) 

(6，2，0) 1×6+2×2+3×0＝10 

(7，1，1) 1×7+2×1+3×1＝12 

3 

(8，1，1) 

(8，0，1) 1×8+2×0+3×1＝11 

(1，2，1，1) 1×1+2×2+3×1+4×1＝12 (2，2，1，1) 

(2，2，0，1) 1×2+2×2+3×0+4×1＝10 

(3，1，1，1) 1×3+2×1+3×1+4×1＝12 
4 

(4，1，1，1) 

(4，0，1，1) 1×4+2×0+3×1+4×1＝11 

 

(三)撲克牌 1～n 種花色的探討。 

1.以下將每種花色數量，依各點數數量 1～4 個分類，再逐一探討每類裡可能組成的內容

是什麼，然後看該內容包含何種基本牌型，進而確定該數量組合必含某些數字和為 13

的倍數。 

【表三十】 

1～13 種花色的最低派牌數探討 

點數的數量組合 
花色數量 

最低 

派牌數(N) 點數數量 組成內容 
包含的基本牌型 

1 5 5 (1，1，1，1，1) (1，1，1，1，1) 

2 7 4 (2，2，2，1) (2，2，1，1) 

3 8 3 (3，3，2) (3，2，2) 
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(4，4，1) 

(4，3，2) 
(4，3，1) 

3 

(3，3，3) (3，2，2) 

(4，3，1，1) 

(4，2，2，1) 

(3，3，2，1) 

4 9 

4 

(3，2，2，2) 

(2，2，1，1) 

2 (5，4) (5，4) 

(5，3，1) (4，3，1) 

(5，2，2) (3，2，2) 3 

和 4 花色重複 

(5，2，1，1) (2，2，1，1) 

5 9 

4 
和 4 花色重複 

(6，4)  
2 

(5，5) 
(5，4) 

(6，3，1) 

(6，2，2) 
(6，2，1) 

(5，4，1) 

(5，3，2) 

(4，4，2) 

3 

(4，3，3) 

(4，3，1) 

(6，2，1，1) 

(5，3，1，1) 

(5，2，2，1) 

(4，4，1，1) 

(4，3，2，1) 

(4，2，2，2) 

(3，3，3，1) 

6 10 

4 

(3，3，2，2) 

(2，2，1，1) 

(7，3)  (7，3) 
2 

和 6 花色重複 

(7，2，1) (6，2，1) 
3 

和 6 花色重複 

(7，1，1，1) (4，1，1，1) 

7 10 

4 
和 6 花色重複 

(8，3)  (7，3) 

(7，4) 2 

(6，5)  
(5，4) 

8 11 

3 (8，2，1) (6，2，1) 
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(7，3，1) 

(7，2，2) 

(6，4，1) 

(6，3，2) 

(5，5，1) 

(5，4，2) 

(5，3，3) 

(4，4，3) 

(4，3，1) 

(8，1，1，1) 

(7，2，1，1) 

(6，3，1，1) 

(6，2，2，1) 

(5，4，1，1) 

(5，3，2，1) 

(5，2，2，2) 

(4，4，2，1) 

(4，3，3，1) 

(4，3，2，2) 

(4，1，1，1) 

4 

(3，3，3，2) (2，2，1，1) 

(9，2) (9，2) 2 

和 8 花色重複 

3 (9，1，1) (4，1，1) 

 和 8 花色重複 

9 11 

4 和 8 花色重複 

(10，2)  

(9，3) 
(9，2) 

(8，4)  

(7，5) 
(7，3) 

2 

(6，6)  (5，4) 

(10，1，1) (8，1，1) 

(9，2，1) 

(8，3，1) 

(8，2，2) 

(7，4，1) 

(7，3，2) 

(6，5，1) 

(6，4，2) 

(6，3，3) 

(6，2，1) 

10 12 

3 

(5，5，2) (4，3，1) 
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(5，4，3) 

(4，4，4) 

(9，1，1，1) 

(8，2，1，1) 

(7，3，1，1) 

(7，2，2，1) 

(6，4，1，1) 

(6，3，2，1) 

(6，2，2，2) 

(5，5，1，1) 

(5，4，2，1) 

(5，3，3，1) 

(5，3，2，2) 

(4，4，3，1) 

(4，4，2，2) 

(4，3，3，2) 

(4，1，1，1) 

4 

(3，3，3，3) (2，2，1，1) 

(11，1) (11，1) 
2 

  和 10 花色重複 

3 和 10 花色重複 
11 12 

4 和 10 花色重複 

(12，1) (11，1) 

(11，2) (9，2) 

(10，3) 

(9，4) 

(8，5) 

2 

(7，6) 

(7，3) 

(11，1，1) 

(10，2，1) 

(9，3，1) 

(9，2，2) 

(8，4，1) 

(8，3，2) 

(8，1，1) 

(7，5，1) 

(7，4，2) 

(7，3，3) 

(6，6，1) 

(6，5，2) 

(6，2，1) 

12 13 

3 

(6，4，3)  
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(5，5，3) 

(5，4，4) 

(4，3，1) 

(10，1，1，1) (4，1，1，1) 

(9，2，1，1) 

(8，3，1，1) 

(8，2，2，1) 

(7，4，1，1) 

(7，3，2，1) 

(6，5，1，1) 

(6，4，2，1) 

(6，3，3，1) 

(6，3，2，2) 

(5，5，2，1) 

(5，4，3，1) 

(5，4，2，2) 

(5，3，3，2) 

(4，4，4，1) 

(4，4，3，2) 

4 

(4，3，3，3) 

(2，2，1，1) 

1 (13，0) (13，0) 

2 

3 
13 13 

4 

和 12 花色重複 

 

【表三十一】 

花色種類≧14 種的探討 

花色數量 最低派牌數 說明 

點數的數量組合 

點數數量 組成內容 
包含的基本牌型 

1 
(13，0) 

… 

2 
(12，1) 

… 

3 
(11，1，1) 

… 

n≧14 13 

4 
(10，1，1) 

… 

和花色恰有 13 種 
的相同 
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由上表可知，當花色種類大於 13 種時，討論內容都重複了，因此當花色 n≧13，最少派

牌數為「13」張。 

最後，檢驗前面求出的「最少派牌數」，就大功告成。 

                                    【表三十二】 

檢驗最少派牌數 

花色的數目 n 魔術表演最少派牌數 N N-1 
N-1 張不成立的理由 

點數×數量+點數×數量 

1 5 4 1+2+3+4＝12 

2 7 6 1+1+2+2+3+3＝12 

3 8 7 1×3+2×3+3×1＝12 

4 9 8 1×4+2×4＝12 

5 9 8 同上 

6 10 9 1×6+2×3＝12 

7 10 9 同上 

8 11 10 1×8+2×2＝12 

9 11 10 同上 

10 12 11 1×10+2×1＝12 

11 12 11 同上 

12 13 12 1×12＝12 

13 13 12 同上 

n≧14 13 12 同上 

 

四、一到 n 種花色的統整 

【表三十三】 

花色的數目(n) 魔術表演最低派牌數 

1 5 

2 7 

3 8 

4 9 

5 9 

6 10 

7 10 

8 11 

9 11 

10 12 

11 12 

12 13 

13 13 
n≧14 13 
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陸、研究結論 

 一、魔術表演手法的原理即為湊 13 的倍數。 

  二、定理一：在正整數 1～13 中，任選五數，當中必含一些數，它們的和是 13 的倍數。 

  三、定理二：三相異數 1≦a、b、c≦12，a、b、c、a+b、b+c、c+a、a+b+c 這七數分別

除以 13 的餘數，最多只有兩個會相同。 

四、當撲克牌為 1～13 點時，求出了在任意 n種花色的情形下，最低派牌數的值。 

柒、展望未來 

     問題一：對於任意的正整數 N，在 1～(N－1)中，最少要取多少個相異數，才能保證當 

中包含 N的倍數的數字和？ 

       
     問題二：假設有一種撲克牌，點數 1～n點，花色有 m種，在表演本研究探討的魔術時

(註)，最少要派多少張牌才能確保魔術的進行？ 

      註：魔術表演的過程便要找 n的倍數。 
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【評語】080408 

1、 由一個撲克牌魔術出發，由簡入深地析出所蘊含的數學

概念，並將做各種情況有條理的分析及合理的數學推論與證

明，著實不易，但其中涉及的同餘概念及相關符號證明式，

也許可以搭配數列來說明，或許能讓國小學童更可以融會貫

通。 

2、 在口語表達及臨場表現或自信心上，可以再加強。 
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