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多力拔河之力平衡點意義深入探究

摘要

本研究在於探討不同的力作用於一點，當力成平衡狀態時，不同力的大小與力之間的角

度關係，以及施力點至力平衡點的距離總和，並深入探究此一力平衡點的特殊意義與應用。

將三條繩子的一端綁在一起，另一端則往平面上三角形Ａ、Ｂ、Ｃ三個定點方向上施力，調

整三股力大小以及三角形三個邊長，觀察三股力成平衡狀時，任兩力之間的角度關係，以及

此力平衡點到Ａ、Ｂ、Ｃ三頂點之距離跟這三股力大小的關係。並將研究結果加以設計成一

個實用的工具－「小心定位儀」。

壹、研究動機：

這學期自然課第一大單元是「生活中的力」。老師問我們有沒有玩過拔河遊戲，我們當然

說：「有！」。我們很清楚繩子的中點會朝力量較大的那一方移動。可是老師問我們說：「現在

老師在操場上畫三個圈圈，這三個圈圈不在同一直線上，請三位同學站在圈內，每人手執繩

子的一端，而另一端將這三條繩子結在一起，然後進行拔河比賽，這會是什麼情形？」，我們

想了半天也沒有具體的答案，剛好自然課第二大單元中有上到「簡單機械－輪軸及滑輪的應

用」，於是我們便想動手建構這個模型來加以研究。

貳、研究目的：

一、探討不同形狀的三角形是否會影響三股拉力成力平衡時，力與力之間的角度。

二、改變三股力量的大小時，當成力平衡時，三股力量之間角度的變化情形。

三、力平衡點（三條繩子結在一起的那一點）到三角形三個頂點的距離總和和三力大小之間

的關係。也就是此力平衡點的位置是否有特殊的意義，並且將研究成果工具化。

參、研究設備及器材：

紙 筆 尺 圓規 量角器 木棍

大頭釘 三秒膠 塑膠地墊 繩子 透明投影片 剪刀

彩色奇異筆 定滑輪 小塑膠袋 電子秤 5元銅板 電腦
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肆、研究過程：

一、多力拔河模型的建構：

（一）、模型草圖如下：

圖：多力拔河模型建構草圖

（二）、實際的製作過程及成品：

１、選定好定滑輪後，在定滑輪底部黏上大頭釘。

２、將木棍一端鑽孔，孔徑要比大頭釘還粗一些，為是了讓黏貼了大頭釘的定滑輪可

以隨著拉力方向的改變而旋轉。

３、將繩子一端和其它繩子結在一起，另一端則綁上小的塑膠袋。

４、將木棍底部捆上數圈膠帶，使其能固定於底座。

(1) (2) (3) (4)

二、提高研究及測量的精確性

（一）、定滑輪的選擇

１、由於定滑輪的輪軸和輪子間依然有著摩擦力，為了降低摩擦力對研究造成的影

響，故要挑選摩擦力越小的定滑輪越好。

２、我們到五金行及百貨賣場找到了以下三種不同的定滑輪，並以下圖的方式在左右

兩邊的塑膠袋中調整五元的硬幣數量，觀察其滑動情形。
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圖：輪軸摩擦力測試

(1)反應極限

左：4枚 右：3枚

(2)反應極限

左：6枚 右：5枚

(3)反應極限

左：10枚 右：9枚

３、經過反覆測試後，可得第三種金屬材質的定滑輪最為靈敏，輪軸的摩擦力最小
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三、不同形狀的三角形是否會影響三股拉力成力平衡時力與力之間的角度

（一）、固定三角形中的兩點，順著力的方向移動第三點改變三角形的形狀，藉以觀察其力

平衡角度是否有改變。

１、利用拔河模型進行，將三個塑膠袋各裝 10枚硬五元幣硬，三股拉力成 1：1：1。

２、我們固定兩點，並將第三點以力的方向調整，發現力平衡的角度完全沒改變，兩

兩拉力之間的角度都保持在 1200，而且力平衡點保持在原來位置上。

(1) (2) (3)

(4) (5)

３、為了讓移動的變化有連續性，我們以手拿著定滑輪來進行同上的實驗，可以明顯

地觀察到相同的結果。

(1) (2) (3)

(4) (5)
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４、固定兩點，將第三點調整方向不同於該力方向，發現力平衡的角度還是沒改變，

兩兩拉力之間的角度仍然保持在 1200，但每次的力平衡點位置是不同的。

(1) (2) (3)

(5) (5) (6)
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５、為了讓移動的變化有連續性，我們以手拿著定滑輪來進行同上的實驗，可以明顯

的觀察到相同的結果。

(1) (2) (3)

(4) (5) (6)

（二）、實驗可得：力平衡的角度和三角形形狀的改變無關。

四、改變三股力量的大小時，當成力平衡時，三股力量之間角度的變化情形。

（一）、在拔河模型上，將木棍調整成等腰三角形，將朝兩底角的拉力固定為 6枚五元硬幣，

調整朝頂角的拉力，測量並記錄，拉力之間角度變化的情形。

１、定義記錄之符號：

（１）、令這個等腰三角形頂角的頂點為Ａ，左邊底角的頂點為Ｂ，右邊底角的頂點

為Ｃ。

（２）、令力平衡點為Ｚ。

（３）、朝頂點Ａ的拉力為ａ，朝頂點Ｂ的拉力為ｂ，朝頂點Ｃ的拉力為ｃ。
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拉力模型 三股拉力 任兩力之角度

(1)

ａ＝6

ｂ＝6

ｃ＝6

∠AZB=1200

∠AZC=1200

∠BZC=1200

(2)

ａ＝8

ｂ＝6

ｃ＝6

∠AZB=1320

∠AZC=1320

∠BZC=960

(3)

ａ＝10

ｂ＝6

ｃ＝6

∠AZB=1470

∠AZC=1470

∠BZC=660

(4)

ａ＝12

ｂ＝6

ｃ＝6

力平衡點「卡」

在 A點之上。

２、經實驗後發現當ａ逐步調整變大時，∠BZC的角度會變小，於是我們想進一步分

析所調整之力的大小和角度變化的關係。
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３、先以推理的方式來進行，以 a=5，b=3，c=3為例

（１）、一個 a=5的拉力想要成力平衡時，必須要有一個大小相等但方向相反的拉

力，此時稱其為 a’。

55

（２）、所以 b=3，c=3，這兩股拉力合起來的作用要相等於虛線 5的那股拉力。

55

3

3

（３）、而我們觀察到以力量的大小為該力作圖的長度時，若是連接 b和 a’的終

點，以及 c和 a’的終點，我們發現這個四邊形似乎是平行四邊形。

55

3

3

（４）、為了能夠快速計算三角形邊長為 3、3、5 的三個內角，我們利用了三角函

數的公式，cosA=
bc

acb

2

222 
，再求其反函數便可得到對應的角度。 並

將其寫入試算軟體 EXCEL 之中，試算後得下表：

A B C

三角形三邊長 3 3 5

三角形三邊對角角度 33.55730976 33.55730976 112.8853805

平行四邊形最右邊的角度為 3.55730976+33.55730976=67.11461952，這和我

們實驗測量結果∠BZC=660十分接近，於是我們初步的結論是，當三股拉

力成平衡狀態，任兩力的合力等於反向的第三力，而這個合力可利用這兩

力經過平移過程形成一個平行四邊形的對角線而得之。



9

４、為了驗證我們的結論，我們再以三股拉力比為 3：4：5來進行實驗。

(1)三股拉力為 3：4：5 (2)3、5兩力的夾角為 1270

(3) 3、5兩力的夾角為 900 (4)4、5兩力的夾角為 1430

（１）、以我們先前推論的方式來建構力平構圖，先以 EXCEL試算出三角形邊長為

3、4、5 的三個內角分別大約為 36.9 0、53.1 0、90 0，所以力平衡的三個角

度分別三角形三個內角的補角，故為 143.1 0、126.9 0、90 0，這和我們利用

實作而測得的結果 143 0、127 0、90 0相當接近。

55

3

4

90
0

53.136.9
0 0 126.9

143.1

0

0
36.9

0
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（２）、要了解三股拉力成力平衡時的角度時，我們可以直接以作圖的方式得到力

平衡圖，整理步驟如下：（以三股拉力比為 3：4：5為例說明）

步驟１、先考慮這三股力量是否會成平衡狀態，計算的方式為較小的兩股力

之和要大於最大的那個力。3＋4＞5，故可以成力平衡狀態。

步驟２、以這三股力的大小為三邊長畫出一個三角形

4 3

5

步驟３、在三頂點中任意選一頂點當基準點，並將其中一線段作橫移到基準

點的另一邊。本例以線段 3、5的交點為基準點，將線段 5做橫移。

4 3

5 5

步驟４、將基準點對面的線段在不改變其方向下作平行移動，使得該線段的

一端連接到基準點上，力平衡圖即完成。

4 3

5 5

4
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六、力平衡點到三角形三個頂點的距離總和與三力大小之間的關係

（一）、猜想：由於三股力量都想使這個力平衡點朝自己靠近，所以當成力平衡狀態時，此

力平衡點到三角形三頂點距離之總和會不會是三角形內所有點到三頂點之距離的

最小值？我們初步的猜想是此力平衡點到三頂點距離總和為最小。

（二）、當三股力量相等時：

１、我們利用先前的研究作圖並加以測量，步驟如下：

(1)準備好一個三角形 (2)畫好力平衡圖在透明片上 (3)調整透明片讓三力通過三角

形三個頂點

(4)以圓規軸心戳在力平衡點上 (5)連接先前戳記到三角形三頂

點上

(6)測量力平衡點到三頂點的距

離並加以記錄

２、此力平衡點是有唯一性的，己知三角形的三邊長和三股力兩兩之間的角度，便可

以經由數學上的計算而得出力平衡到三角形各頂點的準確距離。

３、得出準確值的計算方式，將公式計算寫入 EXCEL之中，讓我們可以很快的查得精

確值。



12

設∠ZBC=α 而 ∠ACB和 ∠AZB(紅色弧度的部分)均為知的常數

所以可得∠ZAC=θ-α，而其中θ= 0360 －(∠ACB +∠AZB)，亦為一常數

再利用三角函數公式

CZ

sin
=

BC

BZC)sin(

CZ

)sin(  
=

AC

AZC)sin(

上面兩個算式中 CZ 和 SINα是未知數，而其它皆是己知的常數，所以解出上面

的聯立方程即可。

以三邊長為 12公分、16公分、20公分，且三股力相等，也就是任兩力張開之

角度為 0120 來做實例：

A

B C

Z

α

-αθ

16

12

20

CZ

sin
=

BC

BZC)sin(

CZ

)sin(  
=

AC

AZC)sin(

由三角函數餘弦定理可知∠ACB≒ 0536.8698976

所以θ= 0360 －(∠ACB +∠AZB)

≒83.13010235 0

CZ

sin
=

16
)120sin( 0

CZ

)sin(  
=

20
)120sin( 0

sinα=CZ *
32

3

sin(θ-α)=CZ *
40

3

sinα=
4

5
*sin(θ-α)
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sinα=
4

5
*(sinθcosα-cosθsinα)

5

4
=sinθcot���α-cos��θ

cot�α=(
5

4
+cosθ)/sinθ (cosθ≒0.119615242 �sin�θ≒0.992820323)

cot�α≒ 0.92626553 所以 sinα≒0.733636457

CZ ≒0.733636457*
3

332

≒13.55408659

同理可得 AZ ≒9.416012394 BZ ≒4.095631286

而 AZ +BZ +CZ ≒27.06573027

４、我們也以三邊長為 12公分、16公分、20公分，且三股力相等，也就是任兩力張

開之角度為 0120 來作圖進行實測。

圖：作圖實測

經過作圖實測得 AZ =9.5、 BZ =4.05、CZ =13.5，所以三段距離的總和為

AZ +BZ +CZ =27.05，和之前用數學方法所得的精確值非常貼近。

（三）、檢驗所得力平衡點Ｚ到三頂點距離總和，是否為三角形內所有點至三頂點距離總和

之最小值。

１、經過討論若是想要以數學的方式來證明，可能不是我們目前可以做到的。所以我

們想利用電腦來幫忙，決定以 EXCEL最上面的橫軸欄位 0到 100共 101個欄位，

來當成 X座標(橫座標)，而最左邊的縱軸欄位 0到 100共 101個欄位，來當成 Y

座標(座標)，來進行整數座標點的蒐尋，看哪一個座標點到三頂點的距離為最小，

而這是第一步的蒐尋，所找到的座標點並不是非常精確的座標。

２、以實例三邊長為 12公分、16公分、20公分的三角形來做蒐尋，先定出三個座標

點，其中 A(0,12)、B(0,0)、C(16,0)，然後在 EXCEL中寫好所有整數座標點距離Ａ、

Ｂ、Ｃ這三個定點的距離總和公式即可進行蒐尋工作。
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觀察這些數字的變化可以發現，在找到每一直行或每一橫列的最小值後，越往兩

端其值遞增，所以可以推論這是一個下凹的曲面，而我們便是要找出這個一下凹

曲面的極小值，而從上表中初步的極小值發生的座標點為(3,3)。

1 2 3 4 5 6 7 8 91011121314151617
S1

S5

S9

S13

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

距離總和

橫座標

縱座標

45-50

40-45

35-40

30-35

25-30

20-25

15-20

10-15

5-10

0-5

圖：三角形距三頂點距離總和曲面圖

３、經過 EXCEL的計算初步得到座標點(3,3)是最佳點，且距離約為 27.071138，和準確

值 27.06573027相去不遠。

４、因為這是單一極限的曲面，所以我們以(3,3)為中心，上下左右外擴 1，也就是上表

中黃色的區域，此區必定是極小值發生的熱區，所以我們從(2,2)到(4,4)這個區域再

進行細切，也就是把它看成(20,20)和(40,40)，所以又有 400個新的整數座標點可以
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進行二次蒐尋，反覆運用這個方法就可以進行更精確的蒐尋。

５、將這三次的電腦蒐尋的數據資料，與精確值與來做比較：

６、經過越多次的蒐尋，發現電腦蒐尋的距離總和最小值會越來越朝精確值靠近，此

時Ｚ至三頂點三段距離，以及以Ｚ為頂點的三個角度都會朝精確值逼近，由此可

知我們的力平衡點即是距離總和最小值之點。

７、為了確認上述結論是正確的，而上面的三角形是直角三角形，我們決定再找銳角

三角形和鈍角三角形來檢驗。

（１）、以三邊長為 12公分、14公分、16公分的銳角三角形，且三股力相等來進行

研究。
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圖：作圖實測

當電腦蒐尋精確到小數點第二位，此時電腦的Ｚ點和力平衡的Ｚ點幾乎重疊。

（２）、以三邊長為 12公分、14公分、20公分的鈍角三角形，其中鈍角約為 100.30，

且三股力相等來進行研究。

圖：作圖實測
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當電腦蒐尋精確到小數點第二位，此時電腦的Ｚ點和力平衡的Ｚ點幾乎重疊。

（３）、以三邊長為 12公分、14公分、23公分的鈍角三角形，其中鈍角約為 124.20，

且三股力相等來進行研究。

圖：力平衡點落在三角形外 圖：作圖實測

由於力平衡圖的中力平衡點無法落在三角形內，故在進行拉力實驗時我們知

道此平衡點會「卡」在 A點的位置上，故距離總和的最小值應該會發生在

三角形頂點 A的位置。

而經由電腦蒐尋距離總和最小值精確至小數第三位時，此時可看到電腦所找

到的點幾乎和 A點十分貼近，由此可知當力平衡圖之力平衡點落在圖外時，

此時距離總和最小值便會發生在該鈍角的頂點。
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（四）、至此我們可以利用力平衡的觀念來找出距離三角形三頂點距離總和最小之點，這個

成果令我們非常興奮，我們打算把這個距三頂點總和為最小之點稱之為「小心」，

這個名稱還真是名副其實呢！

（五）、當三股拉力不同時：

１、先前的研究使我們了解「小心」是有唯一性的，所以當三股拉力不同時，自然力

平衡點的位置就不同於「小心」的位置了。那新的力平衡點又代表什麼意義呢？

２、根據先前的研究，我們直覺的猜想：當三股拉力不同時所產生的力平衡點也是另

一種「小心」，但不同的是這個「小心」是包含了不同的加權，而其中不同的權值

即是那三股不完全相同的力量。假設 a、b、c是朝三角形三頂點 A、B、C不同的

拉力，而Ｚ是力平衡點，所以我們的猜想是：在拉力為 a、b、c且各自朝三頂點 A、

B、C的方向，此時力平衡點Ｚ會使得 AZ *a+BZ *b+CZ *c的值為最小。

３、舉例驗證以上的猜想：

（１）、以三邊長為 12公分、14公分、16公分的銳角三角形，且三股拉力 a=4、b=3、

c=5來進行作圖測量及電腦蒐尋最小值。

圖：作圖實測

由上面的表格的數據可得知電腦蒐尋精確到小數點第二位時，此時加權總和

己經非常接近於精確值，而電腦找到的座標點也會和力平衡點Ｚ十分貼近。
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（２）、以三邊長為 12公分、16公分、20公分的直角三角形，且三股拉力 a=4、b=3、

c=5來進行作圖測量及電腦蒐尋最小值。

圖：作圖實測

由上面的表格的數據可得知電腦蒐尋精確到小數點第二位時，此時加權總和己經非常接近

於精確值，而電腦找到的座標點也會和力平衡點Ｚ十分貼近。

（３）、以三邊長為 12公分、14公分、20公分的鈍角三角形，其鈍角約為 100.30，

且三股拉力 a=4、b=3、c=5來進行作圖測量及電腦蒐尋最小值。

圖：作圖實測
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由上面的表格的數據可得知電腦蒐尋精確到小數點第二位時，此時加權總和

己經非常接近於精確值，而電腦找到的座標點也會和力平衡點Ｚ十分貼近。

（４）、以三邊長為 12公分、14公分、24公分的鈍角三角形，三股拉力 a=4、b=3、

c=5，且力平衡點無法落在其三角形中的情況下來進行研究。

圖：力平衡點落在三角形外 圖：作圖實測

由於力平衡圖的中力平衡點無法落在三角形內，故在進行拉力實驗時我們知

道此平衡點會「卡」在 A點的位置上，故距離總和的最小值應該會發生在

三角形頂點 A的位置。

而經由電腦蒐尋距離總和最小值精確至小數第三位時，此時可看到電腦所找

到的Ｚ點幾乎和 A點十分貼近，由此可知當力平衡圖之力平衡點落在圖外

時，此時距離加權總和最小值便會發生在頂點之上。

（六）、由以上各情況可驗證得：當三股拉力不同產生的力平衡點亦發生距離上的極小值，

只是這個極小值必須以各個不同的力來當權值，分別與力平衡Ｚ至三頂點的距離做

乘積後再加總。所以當三股拉力不同時所得的力平衡點我們稱之為「加權小心」。
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伍、研究成果：

「小心」定位儀

（一）、藉由在透明片上畫出力平衡圖，再將透明片覆蓋在所指定的三角形，加以調整後，

我們便可以得到三角形的「小心」或是「加權小心」。但是如果每次改變了三股拉

力的大小，便要重新在新的透明片上畫新的力平衡圖，讓我們覺得不是很方便，而

且浪費資源，所以讓我們思考是否能設計出一個便利的工具來完成定位工作。

（二）、經過反覆研究繪製力平衡的步驟及多次改良設計，最後完成了「小心」定位儀。

（三）、「小心」定位儀的外觀如圖所示

圖：「小心」定位儀

紅、藍、綠分別代表不同的三股拉力，其中綠色的力為基準線，黑色標有刻度的

直線為輔助線，尺為必備的輔助工具，利用輔助線及尺來進行紅色指針及藍色指

針角度的調整。
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（三）、「小心」定位儀的使用步驟及方法解說：

(以三角形 ABC，其中 AB =14、 BC =20、 AC =16而三股拉力 a=4，b=5，c=3為例)

步驟一：

準備好三角形 ABC，並確定各朝頂點拉力的大

小。

步驟二：

任意選一力為基準線，在此選 b=5為基準線，

因為此三股力為 4：5：3，我們在比例不變的

原則之下調整成 8：10：6，以提高精確性。調

整尺的位置及旋轉紅色指針，讓尺的刻度為 8

公分，紅色指針刻度到 6，而黑色輔助線刻度

為 10，即完成紅色指針(代表 c=3)角度的調整。

步驟三：

調整尺的位置及旋轉藍色指針，讓尺的刻度為

6公分，藍色指針刻度到 8，而黑色輔助線刻度

為 10，即完成藍色指針(代表 a=4)角度的調整

步驟四：

利用移動及旋轉來調整定位儀，使得三股拉力

的方向通過指定的頂點。
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步驟五：

利用筆尖垂直地在定位儀中央的小孔作上記

號，此點即是力平衡點。

步驟六：

移開定位儀後，連接力平衡點至三角形的三個

頂點。

步驟七：

測量並記錄所得的結果

（四）、「小心」定位儀的測量所得的數據：

以三角形 ABC，其中 AB =14、 BC =20、 AC =16而三股拉力 a=4，b=5，c=3為例，

我們將所測得的數據整於下表中，並和精確值加以比較。

「小心」定位儀得到相關數據和精確值很接近，所產生微小的差距是在測量誤差範

圍內。這結果十分成功，至此不禁想令人振臂疾呼──「小心定位儀」，成功！。
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陸、討論：

一、以上的研究我們了解到三角形內的「小心」和「加權小心」的幾何意義以及找尋到快速

定位的方法和工具，但是這個研究結果可以應用到實際生活中的哪些層面？經過思考及

討論後這樣的研究成果可以運用在「都市規畫」方面。

二、例如有甲、乙、丙三個不同的村落，現在要蓋一所學校，讓三個村落的學生來就讀，那

這所學校應蓋在哪個位置是最恰當的呢？研究結果告訴我們，以三個村落的人口數來當

三股拉力來進行拔河，當呈現力平衡時，該力平衡點即是設立學校的最佳位置。因為該

點是讓所有學生移動的距離總和為最小。

柒、結論：

我們從「力」的拔河研究出發，研發出「小心」定位儀，最後竟然可以和「都市規畫」

相連結，這些都是我們一開始研究這個題目時始料未及的。原來看似平凡無奇的拔河遊戲產

生的力平衡現象，背後卻蘊含著這麼多奧妙的道理在裡頭。經過這整個研究下來，讓我們稍

微可以體會出偉大的科學家---牛頓，當時在樹下被掉落蘋果打到的感覺呢！
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捌、參考資料：

一、自然與生活科技第十二冊第一單元：「生活中的力」。（翰林版）

二、自然與生活科技第十二冊第二單元：「簡單機械」。（翰林版）

三、數學科第十二冊第三單元：「統計量與圓形百分圖」。（翰林版）

四、數學三角函數公式網站：維基百科 http://zh.wikibooks.org/wiki/ 搜尋「三角函數」



【評語】080115 

題材具深度，兼具物理與數學內涵，頗值得深入探討，關於

理論闡釋及方法原理部分需再加強。 
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