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摘要 

平面上有一線段 AB與圓錐曲線 Γ，令 P為 Γ上的動點，本研究探討當 P點

沿著 Γ移動時，∆ABP的外心、重心、垂心、內心、傍心及費馬點的軌跡，我們

發現重心軌跡具有複製性─重心的生成曲線是原軌跡的縮影；外心軌跡多為射

線、線段或者是直線，也有可能退化成點；特別是 A,B為橢圓焦點時，其垂心

軌跡方程式是 y為二次，x為四次的曲線，在特別情況下會退化成橢圓或圓；內

心軌跡為橢圓；傍心軌跡為橢圓及兩條切於橢圓長軸端點的直線；當 A,B為雙

曲線焦點時，其內心軌跡為切於雙曲線頂點的切線線段，其長度等於共軛軸長; 

傍心軌跡為兩條雙曲線及四條射線。費馬點的軌跡均為兩上下對稱的圓弧。 

我們試圖將條件推廣成一個定點及兩動點的情況，發現圓上雙動點的重心軌

跡為玫瑰線，當兩動點以速率比為 1:k時( k Z∈ )運動，順向時會產生向內的環，

反向時則產生向外的環且會產生 1k − 個環。此外，我們將生成軌跡疊代時，發

現：無限多次後，重心會收斂於一點；垂心則有對偶性。 
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凡走過必留下軌跡凡走過必留下軌跡凡走過必留下軌跡凡走過必留下軌跡 

 

壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機 

 

某一堂數學課時，老師利用動態幾何軟體 GSP 講解三角形重心軌跡的問題：AB為圓的弦，

P 是圓上動點，當 P 沿著圓弧移動時，∆ABP 的重心軌跡為何？驚訝的是，其生成的圖形竟然

也是一個圓！我們非常好奇，想知道動點軌跡在其他情況下所畫出的圖形為何？於是便開始了

一連串的研究與討論。 

 

貳貳貳貳、研究目的研究目的研究目的研究目的 

 

平面上，給定一個線段 AB 與曲線 Γ，並令 P 為 Γ上的動點。探討∆ABP，當 P 點沿著 Γ

運動時，其內內內內、、、、外外外外、、、、重重重重、、、、垂垂垂垂、、、、傍心傍心傍心傍心及費馬點及費馬點及費馬點及費馬點所形成的軌跡。考慮 Γ是圓錐曲線的情形，希望找找找找

出生成曲線與出生成曲線與出生成曲線與出生成曲線與 Γ的關係的關係的關係的關係。除此之外我們會將定點變為一個，考慮雙動點雙動點雙動點雙動點的情況。 

 

參參參參、、、、研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材 
 

硬體部分：紙、筆 

軟體部分：GSP4.06、Microsoft Word 
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重重

P

BA

肆肆肆肆、、、、研究過程研究過程研究過程研究過程 

一一一一、、、、重心的軌跡問題重心的軌跡問題重心的軌跡問題重心的軌跡問題 

   本研究擬探討： AB 為圓上一弦、 AB 為圓的切線段、A,B 為橢圓的兩焦點、A,B 為雙曲線

的兩焦點以及 A,B 為拋物線正焦弦的兩端點等五種情況下重心的軌跡問題。 

(一)、Γ為半徑 r 的圓， AB 為圓上一弦 

P 為圓 O： 1
2

2

2

2

=+
r

y

r

x
的動點，則∆PAB 的重心軌跡為圓圓圓圓，其圓心為圓心為圓心為圓心為∆∆∆∆OAB 的重心的重心的重心的重心，半徑為半徑為半徑為半徑為

3

r
。 

[証明]： AB 為圓 O 之一弦 

G 可表示成
cos sin 2

( , )
3 3

r r dθ θ +
 

∴重心軌跡為 2 2 22
( ) ( )

3 3

d r
x y+ − =  

因此重心軌跡為圓，其圓心為 OAB∆ 之重心， 

半徑為原來的三分之一 

 

(二)、Γ為半徑 r 的圓， AB 為圓之一切線段 

P 為圓 O： 1
2

2

2

2

=+
r

y

r

x
的動點，則∆PAB 的重心軌跡為圓圓圓圓，其圓心為圓心為圓心為圓心為∆∆∆∆OAB 的重的重的重的重 

心心心心，半徑為半徑為半徑為半徑為
3

r
。 

[証明]：G 為∆PAB 的重心 

AB 為圓 O 之切線段 

G 可表示成
cos sin 2

( , )
3 3

r c d r rθ θ+ − −
 

∴得重心軌跡為

2

2 22
( ) ( )

3 3 3

c d r r
x y

− − 
− + − = 

 
 

⇒軌跡圓圓心為 OAB∆ 之重心，半徑為
3

r
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P

重重

BA

重重

P

BA

(三)、Γ為長軸為 2a，短軸為 2，焦距為 2c 的橢圓，A、B 為此橢圓的焦點  

P 為橢圓Γ：
2 2

2
1

1

x y

a
+ = 的動點，A 與 B 為橢圓Γ的焦點，則∆PAB 的重心軌跡為橢圓橢圓橢圓橢圓，其中心中心中心中心

不變不變不變不變，長短軸縮為原長短軸長的長短軸縮為原長短軸長的長短軸縮為原長短軸長的長短軸縮為原長短軸長的
3

1
。 

[證明]：設 P 為橢圓Γ：
2 2

2
1

1

x y

a
+ = 的動點，則 P 的座標為( θcosa ，sinθ )。A 與 B 為橢圓Γ的

焦點，座標分別為(-c,0)及(c,0)，則∆PAB 的重心 G 座標為 G(
3

cosθa
,
sin

3

θ
)，則 G 點軌跡方程

式為
2 2

2

9 9
1

1

x y

a
+ = ⇔

2 2

2 2

1
1

( ) ( )
3 3

x y

a
+ = 。顯示此軌跡為一橢圓，中心不變但長短軸均縮為原長的

3

1
。  

 

 

 

 

 

 

(四)、Γ為貫軸為 2a，共軛軸為 2，焦距為 2c 的雙曲線，A,B 為雙曲線的焦點 

P 為雙曲線Γ：
2 2

2
1

1

x y

a
− = 的動點，A 與 B 為兩焦點，則∆PAB 的重心軌跡為雙雙雙雙 

曲線曲線曲線曲線，其中心點不變中心點不變中心點不變中心點不變，貫貫貫貫軸及共軛軸變為原長之軸及共軛軸變為原長之軸及共軛軸變為原長之軸及共軛軸變為原長之
1

3
。 

[証明]：令 P 為雙曲線Γ:
2 2

2
1

1

x y

a
− = 上之動點，令其為 ( sec , tan )a θ θ ฀ 

探討 PAB∆ 之重心 G
sec tan

( , )
3 3

a θ θ
的軌跡。 

藉由平方關係得重心軌跡為
2 2

2 2

1
1

( ) ( )
3 3

x y

a
− =  

即重心軌跡為雙曲線，中心 (0,0)  

其貫軸、共軛軸均為原圖形之
1

3
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O

A(c,d)

B(a,b)

P(t,
t2

k
)

p(rcosθ,rsinθ)

B(a,b)
A(c,d)

重重

P

BA

(五)、Γ為拋物線： 2
4 ( )x c y c= + ，焦距為 c， AB 為正焦弦 

P 為拋物線Γ： 2
4 ( )x c y c= + 的動點，A 與 B 為正焦弦兩端點，則∆PAB 的重心軌跡為拋物線拋物線拋物線拋物線，

其焦點不變焦點不變焦點不變焦點不變，頂點座標上移原焦距的頂點座標上移原焦距的頂點座標上移原焦距的頂點座標上移原焦距的
3

2
，正焦弦長縮為原長正焦弦長縮為原長正焦弦長縮為原長正焦弦長縮為原長

3

1
。 

[証明]：焦點(0,0) 焦距 c(c>0)動點 P 在拋物線上 

)(4
2

cycx +=  

令 P(t,
c

ct

4

4
22 −

) 

G(
3

t
,

c

ct

12

4
22 −

) 3x=t，12cy=
22 4ct −  

G 點軌跡方程式:9x 2 =12cy+
24c =4c(3y+c)= )

3
(12

c
yc + ⇒ 2

x  = )
3

(
3

4 c
yc +  

由此發現：拋物線的頂點與正焦弦長均變為原來的三分之一，但唯一不變的是焦點座標。 

 

(六)、重心一般性的探討 

前述討論 A,B 兩點在曲線上，現考慮 A,B 兩點為平面上任兩點兩點為平面上任兩點兩點為平面上任兩點兩點為平面上任兩點的情況： 

令 A,B 分別為(c,d),(a,b) 

1.圓 Γ：
2 2

2 2
1

x y

r r
+ =  

重心座標為 )
3

sin
,

3

cos
(

θθ ++++ dbrca
 

可得軌跡方程式: 222 )
3

()
3

()
3

(
rdb

y
ca

x =
+

−+
+

−
 

⇒軌跡圖為半徑半徑半徑半徑
3

r
，圓心在圓心在圓心在圓心在 ∆OAB 重心上的圓重心上的圓重心上的圓重心上的圓  

 

2.拋物線 Γ： kyx =2
 焦距

4

k
 

重心座標為(
3

,
3

2

k

t
db

tca
++

++
) 

可得軌跡方程式 2( )
3

a c
x

+
− = )

3
(

3

db
y

k +
−  

⇒軌跡圖為頂點在頂點在頂點在頂點在 ∆OAB 重心重心重心重心，焦距為原本之焦距為原本之焦距為原本之焦距為原本之
3

1
的拋物線的拋物線的拋物線的拋物線 
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P(acosθ,bs inθ)

A(c,d)

B(a',b')

P(asecθ,btanθ)

A(c,d)

B(a',b')

3.橢圓 Γ： 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x

 

為了避免混淆令 B 座標為 ' '( , )a b  

重心座標為 )
3

sin
,

3

cos
(

θθ bdbaca ++′++′
 

可得軌跡方程式:

2 2

2 2

( ) ( )
3 3 1

( ) ( )
3 3

a c b d
x y

a b

′ ′+ +
− −

+ =  

⇒軌跡圖為中心點在中心點在中心點在中心點在 ∆OAB 重心上重心上重心上重心上，長短軸均為原本之長短軸均為原本之長短軸均為原本之長短軸均為原本之
3

1
的橢圓的橢圓的橢圓的橢圓 

 

4. 雙曲線 Γ：
2 2

2 2
1

x y

a b
− =

 

避免混淆令 B 座標為 ' '( , )a b  

重心座標為
sec tan

( , )
3 3

a c a b d bθ θ′ ′+ + + +
 

可得軌跡方程式:

2 2

2 2

( ) ( )
3 3 1

( ) ( )
3 3

a c b d
x y

a b

′ ′+ +
− −

− =  

⇒軌跡為中心點在中心點在中心點在中心點在 ∆OAB 重心上重心上重心上重心上，貫貫貫貫、、、、共軛軸均為原本之共軛軸均為原本之共軛軸均為原本之共軛軸均為原本之
3

1
的雙曲線的雙曲線的雙曲線的雙曲線 

 

二二二二、、、、外心軌跡問題外心軌跡問題外心軌跡問題外心軌跡問題 

   本研究擬探討： AB 為圓上一弦、 AB 為圓之切線段、A,B 為橢圓的兩焦點、A,B 為雙曲線

的兩焦點及 A,B 為正焦弦兩端點等五種情況下外心的軌跡問題。 

 

(一)、Γ為半徑 r 的圓， AB 為圓上一弦 

當 P 在 Γ上的運動時，因為∆ABP 恆為 Γ的內接三角形，所以其外心恆在其外心恆在其外心恆在其外心恆在 Γ圓心圓心圓心圓心。  
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外重

P

BA

(二)、Γ為半徑 r 的圓， AB 為圓之切線段 

P 為橢圓Γ：
2 2

2 2
1

x y

r r
+ = 的動點， AB 為圓之切線段，則∆PAB 的外心軌跡為射線射線射線射線。 

[証明]： AB 中垂線：
2

c d
x

−
=  

PB中垂線可令為 ( cos ) ( sin )r c x r r y kθ θ− + + = 代入底邊可得 

ｋ＝
cos sin

( cos )( ) ( sin )( )
2 2

r c r r
r c r r

θ θ
θ θ

+ −
− + +  

 ＝
2 2 2 2

( cos ) ( sin )

2

r c r rθ θ− + −
＝

2

2

c−
 

2

c d
x

−
= 代入方程式求 y，得： 

( ) cos
(1 sin )

2

c d r cd
r y

θ
θ

− − −
− =  

cos
2 cos 2( )
2 (1 sin ) sin

cd
r

xr cd xy x
r r r

θ
θ

θ θ

−
−

− −
= =

+ +  

令
2

cd
k

x

−
=

 
φ θ= −  則 

cos
( )

sin

k r x
y x

r r m

φ

φ

−
= =

−
  

當當當當 m 為切線斜率時為切線斜率時為切線斜率時為切線斜率時，，，，y 有有有有極值極值極值極值。 

利用點線距離公式，可求出切線斜率：令 ( )m x k y r− = −  0mx y km r⇒ − − + =  

2
1

km r
r

m

− +
=

+
 ⇒ 

2 2 2
( ) ( 1)km r r m− = +  ⇒ 0m =  或

2 2

2rk

k r−
 

m=0 時 y 趨於負無窮大，ｍ＝ｍ＝ｍ＝ｍ＝
2 2

2rk

k r−
為為為為外心軌跡外心軌跡外心軌跡外心軌跡(射線射線射線射線)的的的的起點起點起點起點之之之之 y 座標座標座標座標 

 

(三)、Γ為長軸為 2a，短軸為 2，焦距為 2c 的橢圓，A,B 為橢圓的焦點 

P 為橢圓Γ： 1
1

2

2

2

=+
y

a

x
的動點，A 與 B 為兩焦點，則∆PAB 的外心軌跡為兩射線兩射線兩射線兩射線，其起點為起點為起點為起點為

(0,
2

1

2

c−
)及及及及(0,

2

1
2 −c

)。 

[証明]：在不失一般性的條件下，可將橢圓放在直角座標系內，使其方程為 1
1

2

2

2

=+
y

a

x
(

2
a ＞1)  

AB 中垂線: x=0， PB中垂線可令為 kyxca =+− )(sin)cos( θθ  

cos sin
( cos )( ) (sin )( )

2 2

a c
k a c

θ θ
θ θ

+
= − +  

2

sincos
2222 θθ +−

=
ca
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外重

P

BA

外重

P

BA

2

sincos)1(
2222 θθ +−+

=
cc

 
2

sin1
22 θc−

=  

∴外心座標為(0, 
2

sin1
22 θc−

)  0sin ≠θ  

令 t= )sin
sin

1
(

2

1

2

sin

sin2

1

sin2

sin1 2
222

θ
θ

θ

θθ

θ
c

cc
−=−=

−
 

當 0' =t 時時時時有有有有極值極值極值極值，，，，此時的幾何意義為此時的幾何意義為此時的幾何意義為此時的幾何意義為射線起點射線起點射線起點射線起點 

0)coscotcsc(
2

1 2' =−−= θθθ ct  

0coscotcsc 2 =+ θθθ c 0cos
sin

cos 2

2
=+⇒ θ

θ

θ
c 0)

sin

1
(cos 2

2
=+⇒ c

θ
θ  

2

2sin

1
c+

θ
∵ 恆正 

oo
or27090,0cos ==∴ θθ  

此時 1sin ±=θ ，射線起點為 )
2

1
,0(

2
c−

& )
2

1
,0(

2
c−

−  

結論結論結論結論：：：： 

(1)當當當當
090θ = 時外心軌跡在時外心軌跡在時外心軌跡在時外心軌跡在向上射線向上射線向上射線向上射線的起點的起點的起點的起點(0,

2

1
2

c−
)上上上上，，，，當當當當 

0 090 180θ< < 時時時時，，，，外心軌跡自外心軌跡自外心軌跡自外心軌跡自

(0,
2

1
2

c−
)往正無窮大處往正無窮大處往正無窮大處往正無窮大處運動運動運動運動，，，，當當當當

0 0180 270θ< < 時時時時，，，，外心軌跡外心軌跡外心軌跡外心軌跡自負無窮大處往原點自負無窮大處往原點自負無窮大處往原點自負無窮大處往原點運動運動運動運動，，，，當當當當

0270θ = 時時時時，，，，外心軌跡在外心軌跡在外心軌跡在外心軌跡在向下射線向下射線向下射線向下射線的起點的起點的起點的起點 (0,
2

1
2 −c

)上上上上，，，，當當當當 0 0270 360θ< < 時時時時，，，，外心軌跡自外心軌跡自外心軌跡自外心軌跡自

(0,
2

1
2 −c

)往負無窮大處往負無窮大處往負無窮大處往負無窮大處運動運動運動運動，，，，當當當當 
0 00 90θ< < 時時時時，，，，外心軌跡外心軌跡外心軌跡外心軌跡自正無窮大處往原點自正無窮大處往原點自正無窮大處往原點自正無窮大處往原點運動運動運動運動。。。。 

(2)由於無法確定 1-c 2 是否大於 0，因此兩條射線可能有重疊之處特別是當 c 2 ＞1 時，軌跡看

起來是一條直線，但實際上為兩射線部分重疊的結果   

 (四)、Γ為貫軸為 2a 共軛短軸為 2，焦距為 2c 的橢圓，A,B 為雙曲線的焦點 

P 為橢圓Γ：
2 2

2
1

1

x y

a
− = 的動點，A 與 B 為焦點，則∆PAB 的外心軌跡為一直線一直線一直線一直線，方方方方程式為程式為程式為程式為 x=0。 

[証明]： AB 中垂線: 0=x   

PB中垂線可令為 kyxca =+− )(tan)sec( θθ  

k= )
2

tan
)((tan)

2

sec
)(sec(

θ
θ

θ
θ +

+
−

ca
ca  = 

2

1tan
22 −θc

 

∴外心座標為 )
tan2

1tan
,0(

22

θ

θ −c
，令 )

tan

1
tan(

2

1

tan2

1tan 2
22

θ
θ

θ

θ
−=

−
= c

c
t  
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外重

P

BA

當 +→ 0tanθ 時，外心在正無窮遠處； −→ 0tanθ 時，外心在負無窮遠處 

∴軌跡為直線或兩射線。 

當 0=′t 時有極值，其幾何意義為射線的起點： 

t′＝ 0)cscsec(
2

1 222 =+− θθc ⇒ 0
cossin

1
2

2

2
=−

θθ

c

 
⇒ θ22 tan1 c= ⇒

c

1
tan ±=θ  

推得兩射線起點座標為 )
1

2

1
1

,0(
2

2

c

c
c

⋅

−⋅
和 )

c

1-
2

1
1

c

(0,
2

2

⋅

−⋅
c

 

，重合於(0,0)，表示軌跡為一直線。 

 

 (五)、Γ為拋物線： 2
4 ( )x c y c= + ，焦距為 c， AB 為正焦弦 

P 為拋物線Γ： 2
4 ( )x c y c= + 上動點，A 與 B 為正焦弦兩端點，則∆PAB 的外心軌跡為一一一一往正無往正無往正無往正無

窮遠運動的窮遠運動的窮遠運動的窮遠運動的射線射線射線射線，其起點為其起點為其起點為其起點為(
3

0,
2

)。 

[証明]： AB 為正焦弦，令 P 為 )
4

4
,(

22

c

ct
t

−
 

AB 中垂線方程式為 x=0 

令 PB中垂線為 ky
c

ct
xct =

−
+− )

4

4
()2(

22

,t R P A B∈ ∩ ≠  

)
2

1

4

4
)(

4

4
()

2

2
)(2(

2222

⋅
−−

+
+

−=
c

ct

c

ctct
ctk  

  =
2

)
4

4
(4 2

22
22

c

ct
ct

−
+−

 

  
2

4224

32

488

c

ctct −+
=  

2

2222

32

)4)(12(

c

ctct −+
=  

∴外心座標為
2 2

12
(0, )

8

t c

c

+
 

   02 ≥t  c
c

ct

2

3

8

12
22

≥
+

⇒  

當 22 4ct → 時，外心軌跡接近 (0, 2 )c  

但 22 4ct = 時無外心 

∴外心軌跡為







≠∩≥

=

cycy

x

2
2

3

0
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H

BA

P

外心軌跡為一起點外心軌跡為一起點外心軌跡為一起點外心軌跡為一起點
3

(0, )
2

c 向正無窮遠的射線向正無窮遠的射線向正無窮遠的射線向正無窮遠的射線，，，，但此射線不包含點但此射線不包含點但此射線不包含點但此射線不包含點 (0, 2 )c  

 

三三三三、、、、垂心的軌跡問題垂心的軌跡問題垂心的軌跡問題垂心的軌跡問題 

   擬探討 A,B 為橢圓兩焦點橢圓兩焦點橢圓兩焦點橢圓兩焦點及雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點兩種情況下垂心的軌跡問題。 

 

 (一)、Γ為長軸 2a，短軸 2，焦距 2c 的橢圓，A, B 為橢圓焦點 

P 為橢圓Γ： 1
1

2

2

2

=+
y

a

x
的動點，A 與 B 為兩焦點，則∆PAB 的垂心軌跡方程式為垂心軌跡方程式為垂心軌跡方程式為垂心軌跡方程式為

2 2
2 2( ) ( ) 1

x c x

a y

−
+ = ，當當當當 0y = 時垂時垂時垂時垂心落在心落在心落在心落在(±c,0)。 

[証明]：PB=(c- acosθ ,-sinθ ) 

PB上的高可令為(acosθ -c)x+(sinθ )y=k 

代(-c,0)可得 k=c 2 -cacosθ  

AB 上的高為 x= acosθ  

代入交點，得垂心座標為(acosθ ,
θsin

22
xc −

) 

x= acosθ  

y=
θsin

22
xc −
⇒cosθ =

a

c
，sinθ = 

y

xc
22 −

( y≠0) 

利用平方關係得 2
22

)(
y

xc −
+

2
)(

a

c
=1，其中 y≠0 

在垂心的 y 分量為 0 時，垂心落在 AB 上 

此時三角形 AB 為直角三角形，直角可為 PAB∠ 或 PBA∠  

得結論

2 2
2 20, ( ) ( ) 1

0, ( ,0)

x c x
y y

a y

y c

 −
≠ = + =


 = ± 交於
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我們試著將 A, B 為兩焦點的條件放寬條件放寬條件放寬條件放寬，先考慮 A,B 在在在在橢圓上橢圓上橢圓上橢圓上且 A,B 兩點連線平行長軸兩點連線平行長軸兩點連線平行長軸兩點連線平行長軸的情況。 

令動點 ( cos , sin )P a bθ θ 及橢圓上兩定點 ( cos , sin )Q a bα α , ( cos , sin )R a bα α− ，a>b 

過 P 垂直QR 之方程式 

cosx a θ= ⇒cos
x

a
θ =  

過 R 垂直 PQ之方程式 

2 2 2 2
(cos cos ) (sin sin ) (cos cos cos ) (sin sin )a x b y a b sinθ α θ α θ α α θ α α− + − = − − + −  

解聯立得
2 2 2

sin sin
a a b

y
b b

θ α
+

= + ⇒

2 2

2
sin

a b
y sin

b

a

b

α
θ

+
−

=  

則垂心軌跡方程式為 2
( )
x

a

2 2

2( )

a b
y sin

b
a

a
b

α
+

−
+ =

×

1 

和原橢圓方程式 2
( )
x

a

2( ) 1
y

b
+ = 比較的情況下發現： 

由橫橢變橫橢變橫橢變橫橢變為為為為直橢直橢直橢直橢，短軸短軸短軸短軸長長長長為原為原為原為原來的長軸來的長軸來的長軸來的長軸長長長長，而新的橢圓短軸短軸短軸短軸、、、、長軸皆為原長軸皆為原長軸皆為原長軸皆為原橢圓橢圓橢圓橢圓的的的的
a

b
倍倍倍倍， 

中心為中心為中心為中心為(0,
2 2

a b
sin

b
α

+
) 

 

再討論橢圓上兩點連線垂直長軸兩點連線垂直長軸兩點連線垂直長軸兩點連線垂直長軸的情況。如圖，設動點 ( cos , sin )P a bθ θ 及橢圓上兩定點

( cos , sin )Q a bβ β , ( cos , sin )R a bβ β− ，a>b 

過 P 垂直QR 之方程式為 siny b θ= ⇒sin
y

b
θ =  

過 R 垂直 PQ之方程式 

2 2 2 2
(cos cos ) (sin sin ) (cos cos cos ) (sin sin )a x b y a b sinθ β θ β θ β β θ β β− + − = − − −  

解聯立得
2 2 2

cos cos
b a b

x
a a

θ β
+

= + ⇒

2 2

2

cos
a b

x
acos
b

a

β
θ

+
−

=  

( cos , sin )P a bθ θ

( cos , sin )Q a bα α ( cos , sin )R a bα α−

( cos , sin )P a bθ θ

( cos , sin )Q a bβ β

( cos , sin )R a bβ β−
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P

BA

則垂心軌跡方程式

2 2

2

cos

( )

a b
x

a
b

b
a

β
+

−

×

2( )
y

b
+ = 1 

與原橢圓方程式 2
( )
x

a

2( ) 1
y

b
+ = 比較的情況下發現： 

由橫橢變橫橢變橫橢變橫橢變為為為為直橢直橢直橢直橢，長長長長軸軸軸軸長長長長為原來的為原來的為原來的為原來的短短短短軸軸軸軸長長長長，而新的橢圓短軸短軸短軸短軸、、、、長軸皆為原長軸皆為原長軸皆為原長軸皆為原橢圓橢圓橢圓橢圓的的的的
b

a
倍倍倍倍， 

中心為中心為中心為中心為(0,
2 2

a b
sin

b
α

+
) 

 (二)、Γ為貫軸為 2a，共軛軸為 2，焦距為 2c 的雙曲線，A,B 為橢圓的焦點 

P 為雙曲線Γ：
2 2

2
1

1

x y

a
− = 的動點，A 與 B 為兩焦點，則∆PAB 的垂心軌跡方程式為垂心軌跡方程式為垂心軌跡方程式為垂心軌跡方程式為

2 2
2 2( ) ( ) 1

x c x

a y

−
− = ，當當當當 y=0 時時時時垂心落在垂心落在垂心落在垂心落在(±c,0)。 

[証明]：P 為雙曲線 Γ: 1
1

2

2

2

=−
y

a

x
上的動點 

探討 ∆ PAB之垂心軌跡 

AB 上的高: θsecax =  

PB 上的高可令為 kyxca =+− θθ tan)cos(  

k= θθ sec))(sec(
2

acccca −=−−  

交點為垂心 H，代入 θsecax =  

θθθθ sectansecsec
222

accyaca −=+−  

 
θθ

θ

tantan

sec
22222

xcac
y

−
=

−
= 2 2

sec

tan

x a

c x
y

θ

θ

=


⇒  −
=



⇒










=
−

=

=

1tan

sec

22

y

xc

a

x

θ

θ

 

藉由平方關係得 1)()( 2
22

2 =
−

−
y

xc

a

x
∴得軌跡方程式為

2 2
2 20, ( ) ( ) 1

0, ( ,0)

x c x
y

a y

y c

 −
≠ − =


 = ± 交於
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B(-c,0) C(c,0)

I

),( 00 yxA

內重

P

BA

四四四四、、、、內心的軌跡問題內心的軌跡問題內心的軌跡問題內心的軌跡問題 

   擬探討 A,B 為橢圓橢圓橢圓橢圓兩兩兩兩焦點焦點焦點焦點及雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點等兩種情況下的內心軌跡問題。 

不失一般性的情況下，可將任意 ABC∆ 放在直角座標系上，令 ),( 00 yxA ，B、C 

分別為(-c,0),(c,0)，I 為內心 

E、F 為垂足，令
21 , lAClAB ==  

可由分點公式求出⇒得內心 I 為 )
2

2
,

2

2
(

2121

021
o

y
cll

c
c

cll

xll

++++

+−
 

2

001 )( cxyl ++=∵ and 2

0

2

02 )( cxyl ++=  

2

2

2

104 llcx −=∴
 

)2(2

)()(2

2

2)(

2

2

21

2

2

2

121

21

021

21

021

cll

llllc

cll

cxllc
c

cll

xll

++

−+−
=

++

+−
=

++

+−
∴  

2)2(2

)2)(( 21

21

2121 ll

cll

cllll −
=

++

++−
=  

)
2

2
,

2
( 0

21

21 y
cll

cll
I

++

−
∴  

 

(一)、Γ為長軸為 2a，短軸為 2，焦距為 2c 的橢圓，A,B 為橢圓的兩焦點 

P 為橢圓Γ：
2 2

2
1

1

x y

a
+ = 的動點，A 與 B 為兩焦點，則∆PAB 的內心軌跡為橢圓橢圓橢圓橢圓， 

長軸為長軸為長軸為長軸為 2c，短軸為短軸為短軸為短軸為
ca

c

+
中心中心中心中心(0,0)。 

[証明]： all 221 =+  

令 kalkal −=+= 21 ,  

2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

1 )()( ycxycxll −−−++=+  04cx=  ak4=  

⇒得 0210

2
x

a

c
llx

a

c
k =−⇒=  

由前證明可知 I 0

2 cos 2
( , )

2 2 2

c c
y

a c

θ

+
，化簡之後得 I ),( 00 y

ca

c
x

a

c

+
 

又 ),( 00 yx∵ 在橢圓上，可將 P 令為 )sin,cos( θθa  
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內重

P

BA










=
+

=

⇒







+
=

=

θ

θ

θ

θ

sin

cos

sin

cos

y

x

y

x

I
c

ca

c

I

ca

c
I

cI

 

由平方關係得內心軌跡為 1)
)(

()(
22 =

+
+

c

yca

c

x
 

⇒內心軌跡為長軸 2c，短軸
2c

a c+
，中心(0,0)橢圓 

 

(二)、Γ為貫軸為 2a 共軛軸為 2b 的雙曲線，A,B 為雙曲線的兩焦點 

P 為雙曲線Γ：
2 2

2 2
1

x y

a b
− = 的動點，A 與 B 為兩焦點，則∆PAB 的內心軌跡為兩鉛直切線段兩鉛直切線段兩鉛直切線段兩鉛直切線段，長長長長

度為度為度為度為 2b。 

[証明]：先討論 P 點在右曲線上的情況。 

1 2,F F 為焦點，P 為雙曲線上動點，令其為 ( sec , tan )a bθ θ ( , )
2 2

π π
θ ∈ −  

探討 1 2PF F∆ 之內心軌跡 

1 2
2PF PF a− =  

1
secPF a c θ= +

    2
secPF c aθ= −  

內心座標
2

( , tan )
2 sec 2

c
a b

c c
θ

θ +
=

1
( , tan )

sec 1
a b θ

θ +
=

sin
( , )

1 cos
a b

θ

θ+
= ( , tan )

2
a b

θ
⋅ 其中

( , )
2 4 4

θ π π
∈ −  

∴得內心軌跡為 ( , )a t ，其中 ( , )t b b∈ − 且 0t ≠ 表示軌跡為切頂點的鉛直線段，其長度為共軛軸

長；同理，當 P 為左曲線上動點時，內心軌跡為 ( , )a t− ，其中 ( , )t b b∈ − 且 0t ≠  
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五五五五、、、、傍心的軌跡問題傍心的軌跡問題傍心的軌跡問題傍心的軌跡問題 

擬探討 A,B 為橢圓兩焦點橢圓兩焦點橢圓兩焦點橢圓兩焦點及雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點雙曲線兩焦點等兩種情況下的傍心軌跡問題。 

令 AI , BI , CI 分別為 A,B,C 對面的傍心 

2 2 2

1 0 0 02l x y c cx= + + +  

2 2 2

2 0 0 02l x y c cx= + + −  

可知在任意三角形中，滿足下列等式 

2 1

1 2 1 2 1 2

2c
OI= OA OB OC

+ +2c + +2c + +2c

l l

l l l l l l
+ +

��� ���� ���� ����

 

2 1
A

1 2 1 2 1 2

-2c
OI = OA OB OC

+ -2c + -2c + -2c

l l

l l l l l l
+ +

����� ���� ���� ����

 

2 1
B

1 2 1 2 1 2

2c
OI = OA OB OC

- +2c - +2c - +2c

l l

l l l l l l

−
+ +

���� ���� ���� ����

 

2 1
C

1 2 1 2 1 2

2c
OI = OA OB OC

+ +2c + +2c + +2c

l l

l l l l l l

−
+ +

− − −

���� ���� ���� ����

 

(引自李豪韋、郭令波、詹士緯、佘宥逵(民國 97 年)) 

其中 O 為任意點，當 O 為 BC 中點 K 時 

2 1
0 0

1 2 1 2 1 2

2c
KI= ( , ) (-c,0) (c,0)

+ +2c + +2c + +2c

l l
x y

l l l l l l
+ +

���

 

= 1 2 0
0

1 2 1 2

+2 2
( c, )

+ +2c + +2c

l l x c
y

l l l l

−
= 1 2

0

1 2

2
( , )

2 + +2c

l l c
y

l l

−
 

2 1
A 0 0

1 2 1 2 1 2

-2c
KI = ( , ) (-c,0) (c,0)

+ -2c + -2c + -2c

l l
x y

l l l l l l
+ +

�����

= 1 2 0
0

1 2 1 2

-2 -2
( c, )

+ -2c + -2c

l l x c
y

l l l l

−
 

2 1
B 0 0

1 2 1 2 1 2

2c
KI = ( , ) (-c,0) (c,0)

- +2c - +2c - +2c

l l
x y

l l l l l l

−
+ +

�����

= 1 2 0
0

1 2 1 2

+2 2
( c, )

- +2c - +2c

l l x c
y

l l l l

+
 

2 1
C 0 0

1 2 1 2 1 2

2c
KI = ( , ) (-c,0) (c,0)

+ +2c + +2c + +2c

l l
x y

l l l l l l

−
+ +

− − −

�����

= 1 2 0
0

1 2 1 2

+2 2
( c, )

+ +2c + +2c

l l x c
y

l l l l

− −

− −
 

結論:若BC 中點為中點為中點為中點為(0,0)時 

傍心 1 2 0
A 0

1 2 1 2

-2 -2
I =( c, )

+ -2c + -2c

l l x c
y

l l l l

−
 

傍心 1 2 0
B 0

1 2 1 2

+2 2
I =( c, )

- +2c - +2c

l l x c
y

l l l l

+
，傍心 1 2 0

c 0

1 2 1 2

+2 2
I =( c, )

+ +2c + +2c

l l x c
y

l l l l

− −

− −
 

 

2l

(0,0)K ( ,0)C c( ,0)B c−

0 0( , )A x y

1l
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傍重

傍重

傍重

P

BA

(一)、Γ為長軸為 2a，短軸為 2，焦距為 2c 的橢圓，A,B 為橢圓的兩焦點 

P 為橢圓Γ：
2 2

2
1

1

x y

a
+ = 的動點，A 與 B 為兩焦點，則傍心

P
I 軌跡為一長軸為長軸為長軸為長軸為

2c

a c−
，短軸為短軸為短軸為短軸為 2c

的直橢的直橢的直橢的直橢；傍心
A

I 軌跡為一切橢圓長軸右端點的直線切橢圓長軸右端點的直線切橢圓長軸右端點的直線切橢圓長軸右端點的直線；傍心
B

I 軌跡為一切橢圓長軸左端點的直切橢圓長軸左端點的直切橢圓長軸左端點的直切橢圓長軸左端點的直

線線線線。 

[証明]：可令 θcoscaPA += ， θcoscaPB −=  

傍心 )sin
22

2
,

22

cos2cos2
()sin

2

2
,

2

cos2
( θ

θθ
θ

θ

ca

c
c

ca

ac

cPBPA

c
c

cPBPA

aPBPA
I P

−

−

−

−
=

−+

−

−+

−−
=  

)sin,cos( θθ
ca

c
c

−

−
−= ，推得傍心

P
I 軌跡方程式為 1

)(
2

22

2

2

=
−

+
c

yca

c

x
 

∵ 1222 ==− bca ， 1
1

=>
−

=+ b
ca

ca ，∴ c
ca

c
>

−
 

傍心 )sin
)1(cos2

2
,

)1(cos2

)1(cos2
()sin

2

2
,

2

cos2
( θ

θθ

θ
θ

θ

++

+
=

+−+−

++
=

c

c
c

c

a

cPBPA

c
c

cPBPA

aPBPA
I A  

   = )
2

tan,()
1cos

sin
,(

θ

θ

θ
aa =

+
，推得傍心 AI 軌跡方程式為 ax =  

傍心
( )

)sin
)1cos(2

2
,

1cos2

)cos1(2
()sin

2

2
,

2

cos2
( θ

θθ

θ
θ

θ

+−+−

+−
=

++−++−

+−−
=

c

c
c

c

a

cPBPA

c
c

cPBPA

aPBPA
I B  

= )
2

cot,()
cos1

sin
,(

θ

θ

θ
aa =

−
− ，推得傍心 BI 軌跡方程式為 ax −=  
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傍重

傍重

傍重

P

BA

(二)、Γ為貫軸為 2a 共軛軸為 2b 的雙曲線，A,B 為雙曲線的兩焦點 

P 為雙曲線Γ：
2 2

2 2
1

x y

a b
− = 的動點，A 與 B 為兩焦點，則傍心 PI 軌跡為四條平行共軛軸的射線四條平行共軛軸的射線四條平行共軛軸的射線四條平行共軛軸的射線，

起點為起點為起點為起點為 )1,1(± 和和和和 )1,1( −± ；傍心 AI 軌跡為 1
)(
2

22

2

2

=
±

−
c

yac

c

x
的右曲線右曲線右曲線右曲線；傍心 BI 軌跡為

1
)(
2

22

2

2

=
±

−
c

yac

c

x
的左曲線左曲線左曲線左曲線。 

[証明]：可令 θseccaPA += ， acPB −= θsec ，先討論右曲線 

傍心 )tan
)1(sec2

2
,

)1(sec2

)sec1(2
()tan

2

2
,

2

sec2
( θ

θθ

θ
θ

θ

−

−

−

−
=

−+

−

−+

−−
=

c

c
c

c

a

cPBPA

c
c

cPBPA

aPBPA
I P  

= )
4

,
4

(
2

)
2

cot,()
sec1

tan
,(

ππθθ

θ

θ
−∈∩−=

−
− aa  

推得傍心 PI 軌跡方程式為 ]1,1[, −∉−= yax  

傍心 )tan
22

2
,

22

)22(sec
()tan

2

2
,

2

sec2
( θ

θ
θ

θ

ca

c
c

ca

ac

cPBPA

c
c

cPBPA

aPBPA
I A

++

+
=

+−+−

++
=  

   = )tan,sec( θθ
ca

c
c

+
，推得傍心 AI 軌跡方程式為 1

)(
2

22

2

2

=
+

−
c

yca

c

x
 

傍心 )tan
22

2
,

22

)22(sec
()tan

2

2
,

2

sec2
( θ

θ
θ

θ

ca

c
c

ca

ac

cPBPA

c
c

cPBPA

aPBPA
I B

+−+−

+−
=

++−++−

+−−
=  

   = )tan,sec( θθ
ac

c
c

−
− ，推得傍心 BI 軌跡方程式為 1

)(
2

22

2

2

=
−

−
c

yac

c

x
 

傍心 PI 軌跡為四條平行共軛軸的射線，起點為 )1,1(± 和 )1,1( −± ；傍心 AI 恆在PB右側、傍心 BI

恆在PA左側，故傍心 AI 軌跡為此兩條雙曲線的右曲線、傍心 BI 軌跡為此兩條雙曲線左曲線 
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六六六六、、、、費馬點費馬點費馬點費馬點的軌跡問題的軌跡問題的軌跡問題的軌跡問題 

ΔOAB 中，固定 A 點、B 點，以 O 點為平面上的任意動點時，研究費馬點所形成的軌跡。 

由於費馬點的特殊性，我們僅討論三角形最大角小於三角形最大角小於三角形最大角小於三角形最大角小於 120°°°°的費馬點軌跡問題的費馬點軌跡問題的費馬點軌跡問題的費馬點軌跡問題。F 為費馬點，則

AFB∠ =120° 

 

2 2 2 2

( , ) ( , )
cos120

( ) ( )

x c y x c y

x c y x c y

+ ⋅ −
=

+ + ⋅ − +

�

2 2 2

2 2 2 2

1

2 ( ) (2 )

x y c

x c y cx

− + −
⇒ =

+ + −
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
4( ) ( ) 4x y c x c y c x⇒ + − = + + −  

4 4 4 2 2 2 2 2 2
3 3 3 6 10 6 0x y c x y y c x c⇒ + + + − − =  

2 2 2 2 2 2
3( ) 4x y c y c⇒ + − =

2
2 2 4

( )
33

c c
x y⇒ + ± =  

由推論可知費馬點與兩頂點夾角 120°時，其軌跡方程式為兩圓， 

因為∠A、∠B 與∠C 均小於 120°，所以其軌跡為兩圓弧兩圓弧兩圓弧兩圓弧(右圖紅線)。 

設兩圓
2

2 2

1

4
: ( )

33

c c
O x y+ + = ，

2
2 2

2

4
: ( )

33

c c
O x y+ − =  

1.
2

2 2

1

4
: ( )

33

c c
O x y+ − =  

O1為費馬點軌跡圓方程式的圓心 (0, )
3

c
，α為 1BO D∠ ，β為 1AO B∠  

1

2
( ,0)

3

c
O D =
�����

 

1 ( , )
3

c
O C c=
�����

 

1 ( , )
3

c
O B c= −
����

 

2 2 2

2
( , ) ( ,0)

33 3
cos 30

22
( ) ( ) ( ) 0

3 3

c c
c

c c
c

α α

⋅

= = ⇒ =

+ ⋅ +

�  

2 2 2 2

( , ) ( , )
13 3

cos 120
2

( ) ( ) ( )
3 3

c c
c c

c c
c c

β β

− ⋅

= = − ⇒ =

− + ⋅ +

�

 

 

 

( , )

( , )

AF x c y

BF x c y

= +

= −

����

����

D(
2c

3
,

-c

3
)

ββββ αααα

F

B(-c,0) C(c,0)B(c,0)B(c,0)B(c,0)B(c,0)    

1O

A(A(A(A(----c,0)c,0)c,0)c,0)    

2
2 2 4

( ) (30 150 )
33

c c
x y θ∴ + − = ≤ ≤� �：軌跡
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B(c,o) 

O 
2 

E(
2

,
3 3

c c
) 

 
A(-c,0) 

2.
2

2 2

2

4
: ( )

33

c c
O x y+ + =  

O2為費馬點軌跡圓方程式的圓心 (0, )
3

c
，γ為 2AO B∠ ，φ為 2EO B∠  

2 ( , )
3

c
O B c

−
=

�����

，
2 ( , )

3

c
O A c

−
= −

�����

，
2

2
( ,0)

3

c
O E =
�����

 

2 2 2

2
( ,0) ( , )

33 3
cos 30

22
( ) 0 ( )

3 3

c c
c

c c
c

ϕ ϕ

−
⋅

= = ⇒ =
−

+ ⋅ +

�

2 2 2 2

( , ) ( , )
13 3

cos 120
2

( ) ( ) ( )
3 3

c c
c c

c c
c c

γ γ

− −
⋅ −

= = − ⇒ =
− −

+ ⋅ − +

�

 

∴軌跡:
2

2 2 4
( ) (210 330 )

33

c c
x y θ+ + = ≤ ≤� �

 

∴以 O 點為平面上的任意動點在平面移動其軌跡: 

2 2
2 2 2 24 4

( ) (30 150 ), ( ) (210 330 )
3 33 3

c c c c
x y x yθ θ
 

+ − = ≤ ≤ + − = ≤ ≤ 
 

� � � �

 

小結： 

當三角形 OAB 的動點 O 在平面上任意移動，其費馬點軌跡為兩圓弧兩圓弧兩圓弧兩圓弧。 

七七七七、、、、動點在生成曲線上動點在生成曲線上動點在生成曲線上動點在生成曲線上運動時運動時運動時運動時，，，，其生成其生成其生成其生成軌跡的探討軌跡的探討軌跡的探討軌跡的探討 

做完了橢圓外、重、垂，我們希望更進一步知道，若定點不變，而動點改為在第一次得出的軌第一次得出的軌第一次得出的軌第一次得出的軌

跡跡跡跡，則結果各會如何？ 

1.重心的討論重心的討論重心的討論重心的討論 

由先前研究可知：當兩定點 B、C 為橢圓焦點與橢圓上一動點 P，重心所形成的軌跡為一長短

軸長度為
1

3
倍，中心不變之橢圓(請見 p.5)。因此當定點不變，改以此較小橢圓上一動點作重心

軌跡，可得中心不變，長短軸長度為原橢圓
1

9
倍之橢圓。如此一來，重複無限多次之後軌跡將

退化成中心點退化成中心點退化成中心點退化成中心點。 

 

 

 

G

G

B C

A

B C

A
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2.垂心的討論垂心的討論垂心的討論垂心的討論 

由先前研究可知：當兩定點 B、C 為橢圓焦點與橢圓上一動點 A，∆ABC 之垂心 H 軌跡為一四

次曲線。發現：則當定點 B、C 不變，改以此四次曲線上一動點 H 作垂心，則可得軌跡為原橢

圓。這是因為垂心的「對偶性對偶性對偶性對偶性」：若 H 為△ABC 之垂心，則△HBC 之垂心為 A 

【證明】令 H 為△ABC 之垂心，則△HBC 之垂心為 A。 

令 'A 為原點， 'AA = a ， 'BA =b， 'A C =c 

設 'B B
�����

之方程式為 cx-ay=－bc 

而 'AA
����

方程式為 x=0 

H 為 'AA
����

與 'B B
�����

之交點⇒ H(0,
bc

a
) 

考慮△HBC 之垂心：在 b,c 不變， a 變成
bc

a
的情況下，△HBC 之垂心 H 變成 (0, )a 與 A 點相

同。因此當兩定點 B、C 為橢圓焦點，A 為橢圓上動點，H 為△ABC 之垂心，若重新以橢圓

焦點 B、C 為定點， A 為上動點，可得垂心為 H 之生成曲線為原橢圓，因此產生軌跡互換的軌跡互換的軌跡互換的軌跡互換的

對偶性質對偶性質對偶性質對偶性質。 

 

 

 

 

 

 

 

3.外心的討論外心的討論外心的討論外心的討論 

由先前研究可知：當兩定點 B、C 為橢圓焦點與橢圓上一動點 A，∆ABC 之外心 O 軌跡為兩射

線。發現：則當定點 B、C 不變，改以此兩射線上一動點 O 作外心，則可得另兩起點不同的且

部分重疊的兩射線。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H

'C 'B

( ,0)C c( ,0)B b− '(0,0)A

(0, )A a

B C

A

O

B C

A

O

B C

H

A

B C

H

A
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P

Q

R

P

Q

R

P

Q

R

八八八八、、、、圓上雙動點的討論圓上雙動點的討論圓上雙動點的討論圓上雙動點的討論 

考慮半徑為 r 的圓，R 為圓上的固定點，P,Q 為圓上的動點，探討當 P,Q 運動時，∆PQR

的特殊定點所形成之軌跡與角速度比 Pω ： Qω 的關係。將 R 點座標設為(c,d) ，P 與 Q 點座標

可用參數表示：P ( ) ( ))sin,cos( trtr
PPPP

ωθωθ ++ ，Q ( ) ( ))sin,cos( trtr QQQQ ωθωθ ++  

不失一般性令 0=Qθ                              

為了簡化條件，把 P,Q 兩動點的角速度比值
P

Q

ω

ω
定為 k，若再令

P
ω =1，則 Qω =k。 

雙動點的情形分兩種： 

(一)順向型順向型順向型順向型： QP ωω ⋅ >0，設其為逆時針轉(下圖二) 

(二)逆向型逆向型逆向型逆向型： QP ωω ⋅ <0，設為 P 順時針、Q 為逆時針轉(下圖三) 

 

 

 

 

(圖二)                                (圖三) 

 

1.順向雙動點重心軌跡的探討 

不失一般性的情況下，令 P 為 ( ) ( ))sin,cos( trtr ++ θθ 、Q 為 )sin,cos( ktrktr ，討論 k /{1}N∈ 的

情況，探討 PQR∆ 重心座標    
( )

)
3

sinsin
,

3

cos)cos(
(

ktrtrdktrtrc ++++++ θθ
利用和差化積

可得=

















 −−++
+

−−++
+

3

2

)1(
cos

2

)1(
sin2

,
3

2

)1(
cos

2

)1(
cos2

tktk
rd

tktk
rc

θθθθ

 

則軌跡方程式為⇒

( 1) ( 1)
2 cos cos

2 2

3 3

( 1) ( 1)
2 sin cos

2 2

3 3

k t k t
r

c
x

k t k t
r

d
y

θ θ

θ θ

+ + − −


− =


+ + − −
 − =


 

化簡為 222
)

2

)1(
cos

3

2
()

3
()

3
(

tk
r

d
y

c
x

−−
=−+−

θ
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1
P

1
Q

O

R

G

2Q

2P

O

R

C
G

(1)環結點環結點環結點環結點的探討(下述有解釋環結點的定義) 

環結就是兩個兩個兩個兩個 t 對一個座標對一個座標對一個座標對一個座標，故令
21 tt GG = ，且 21 tt ≠  

2

)1(
cos

2

)1(
cos2

2

)1(
cos

2

)1(
cos2 2211 tktk

rc
tktk

rc
−−++

+=
−−++

+
θθθθ

 

2

)1(
cos

2

)1(
cos2

2

)1(
cos

2

)1(
cos2 2211 tktk

rc
tktk

rc
−−++

+=
−−++

+
θθθθ

 

⇒
2

)1(
tan

2

)1(
tan 21 tktk ++

=
++ θθ

，又 y=tanx 的週期為180o
 

⇒ otktk
180

2

)1(

2

)1( 21 +
++

=
++ θθ

⇒
1

360
21

+
=−

k
tt

o

 

當給定三角形一點及其重心即可決定一個給定三角形一點及其重心即可決定一個給定三角形一點及其重心即可決定一個給定三角形一點及其重心即可決定一個圓內接圓內接圓內接圓內接三角形三角形三角形三角形 

1t 時 ),(),sin,cos()),sin(),cos(( 111111 dcRktrktrQtrtrP ++ θθ  

2t 時 ),(),sin,cos()),sin(),cos(( 221222 dcRktrktrQtrtrP ++ θθ  

∵ 21 tt ≠ ，∴ 2121 , QQPP ≠≠  ，又 RQP 11∆ 與 RQP 22∆ 是同一個三角形同一個三角形同一個三角形同一個三角形(如下圖) 

故推得當
1

360
)()( 21211121

+
=−=+−+=∠=∠

k
ttttOQPOPP

o

θθ 時，重心位於環結點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

重心軌跡圖會以類似左圖的方式呈現，軌跡圖中心 )
3

,
3

(
dc

GC ，將

命名為「環環環環」，且每個 K 點稱為「環結環結環結環結」，當

( )
2

1
cos

3

2 tk
r

−−θ
=0 時 G 所在的點稱為「環頂點環頂點環頂點環頂點」，也就是 CG 。 

 

C
G

G
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(2)環的數量與 k 之關係 

環的數量與重心經過環的數量與重心經過環的數量與重心經過環的數量與重心經過 CG 的次數相同的次數相同的次數相同的次數相同，當重心移到 CG 時表示
( )
2

1
cos

3

2 tk
r

−−θ
=0 

⇒ 0
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)1(
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−− tkθ
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θ
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1
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−

−−

k

n
⇒ 2212 −<−− kn ⇒

2

1
−<− kn  

O
o

k

n

k
0

1

180)12(

1
≥

−

+−
+

−

θ
⇒ o

n 180)12( +≥θ ，又 oo 1800 ≤≤ θ  

∴
1

2
n− ≥ ⇒

1 1

2 2
n k≤ − < − ，又 Zn ∈ ，推得當 k

P

Q
=

ω

ω
時，軌跡有(k-1)個環個環個環個環。。。。 

 

2.討論完同向動兩點的情況，接著討論反向動兩點的情況，先考慮角速度相同的情況，在不失

ㄧ般性的情況下，可令兩動點在在在在同一位置同一位置同一位置同一位置上開始運動上開始運動上開始運動上開始運動。 

令 P(rcos(θ +t), rsin(θ +t)) ，Q(rcos(θ -t), rsin(θ -t)) ， R(c,d)，0≤ t＜2π  

則重心軌跡 G(x,y) 

x=
cos( ) cos( )

3

r t r t cθ θ+ + − +
=

2 cos cos( )

3

r t cθ +
 

y=
sin( ) sin( )

3
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2 sin cos( )

3

r t dθ +
 

2 sin cos( )

3 3
2 cos cos( )

3 3

d r t
y

c r t
x

θ

θ

−
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−

 tanθ= ⇒ y-xtan tan 0
3 3
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又∵0 ≤ t＜2π ∴
2 cos 2 cos

3 3

r c r c
x

θ θ− + +
≤ ≤ ，

2 sin 2 sin

3 3

r d r d
y

θ θ− + +
≤ ≤  

重心軌跡為一線段一線段一線段一線段 

發現： 

(1)重重重重心軌跡的長度為心軌跡的長度為心軌跡的長度為心軌跡的長度為
4

3

r
 

2 22 cos 2 cos 2 sin 2 sin
( ) ( )

3 3 3 3

r c r c r d r dθ θ θ θ+ − + + − +
− + − 2 2 2 24 4

= ( ) cos ( ) sin
3 3

r r
θ θ+ =

4

3

r
 

(2)軌跡的中心中心中心中心為(
3

c
,

3

d
) 

(3)軌跡到 R 點的距離點的距離點的距離點的距離 d=
2

sin( )
3

r
θ α− 其中 1

n
d

ta
c

α −=  

( cos( ), sin( ))P r t r tθ θ+ +

( cos( ), sin( ))Q r t r tθ θ− −

( , )R c d

θ
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d=
2 2

y-xtan tan 0
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1 ( tan )
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2 2
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( ) cos sin cos ( ) sin

3 9 3

d cd c
θ θ θ θ= − + 22 2

( sin cos )
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c d
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3

r
( sin cos )
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2

3

r
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(其中α =
1

tan
b

a

−
)=

2

3

r
sin( )θ α− ，d=

2

3

r
sin( )θ α−  

小結:此線段為一以(
3

c
,

3

d
)為圓心圓心圓心圓心，半徑為半徑為半徑為半徑為

2

3

r
，R 為圓上一點，與此線段距離此線段距離此線段距離此線段距離

2

3

r
sin( )θ α−  

接著討論動反向兩點的情況，角速度 1:2 的情況，同理，令兩動點在未動時位於同一位置。 

令 P(rcos(θ +2t),rsin(θ +2t)) ，Q(rcos(θ -t),rsin(θ -t)) ，R(c,d)，0≤ t＜2π  

則重心軌跡 G(x,y) 

x=
cos( 2 ) cos( )

3

r t r t cθ θ+ + − +
=

3
2 cos( ) cos( )

2 2

3

t t
r cθ + +

 

y=
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3
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3
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2 2c d
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3 3
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22r 3t
( cos( ))

3 2
 

推廣至角速度 1:k 的情況，同理，令兩動點在未動時位於同一位置 

令 P(rcos(θ +kt),rsin(θ +kt)) ，Q(rcos(θ -t),rsin(θ -t)) ，R(c,d)，0≤ t＜2π  

則重心軌跡 G(x,y) 

 

 

 

1 1
2 sin( ) cos( )

2 2y=
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3 3
y+ − =
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討論：反向動時，環的數量與 k 關係 

環的數量與重心經過環的數量與重心經過環的數量與重心經過環的數量與重心經過 CG 的次數相同的次數相同的次數相同的次數相同，當重心移到 CG 時表示
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B(c,-r)A(-d,-r)
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故推得當 k
P

Q
=

ω

ω
時，軌跡圖有(k+1)個環個環個環個環 

(k=1 時，動點雖經 CG 過兩次，但圖形圖形圖形圖形已已已已退化為線段退化為線段退化為線段退化為線段，故沒有環故沒有環故沒有環故沒有環) 

 

(二)雙動點之圓上切線上各一動點 

P 為圓上動點為圓上動點為圓上動點為圓上動點，令其為 )sin,cos( θθ rr  

Q 為線段上動點為線段上動點為線段上動點為線段上動點，令其為 ),( rt − 且 [ ]dct −∈ ,  
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可得參數式
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因此推得軌跡方程式為 222
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小結：其軌跡為一圓拖曳的結果一圓拖曳的結果一圓拖曳的結果一圓拖曳的結果，圓心自
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九九九九、、、、尤拉線的探討尤拉線的探討尤拉線的探討尤拉線的探討 

 

P 為一圓內接三角形 ABC 之尤拉線上的一點，A( cos , sinr rθ θ )為圓上動點，B(c,d)、C(−c,d)

為定點，則發現當 P 為
cos sin 2

( , )
3 3

r r d
t

θ θ +
時，軌跡為一圓圓圓圓，其圓心在圓心在圓心在圓心在 )

3

2
,0( d

t
且半徑為且半徑為且半徑為且半徑為 r

t

3
。 

[証明]： O 為原點，G 是ΔABC 之重心，P 在尤拉線上，令OP = OGt ，則 P 可表示成 
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圓心在 )
3

2
,0( d

t
且半徑為 r

t

3
的圓上 

圓內接三角形動一點的重心軌跡與垂心軌跡的圓半徑比為 1：3，而外心與重心連線長，及外

心與垂心連線長，比例也是 1：3，故推論尤拉線上的點與外心的距離固定，則軌跡亦為圓。 
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伍伍伍伍、、、、結論結論結論結論 
 本研究主要探討圓錐曲線上兩定點兩定點兩定點兩定點、一動點之五心及費馬點軌跡一動點之五心及費馬點軌跡一動點之五心及費馬點軌跡一動點之五心及費馬點軌跡，有以下發現： 

 (1)重心的軌跡有「複製性複製性複製性複製性」─重心的生成曲線是原運動軌跡的縮影原運動軌跡的縮影原運動軌跡的縮影原運動軌跡的縮影，某些特定值特定值特定值特定值會縮為
3

1
，

例如：運動軌跡為圓圓圓圓，則生成曲線的半徑半徑半徑半徑會變為原半徑的
3

1
；運動軌跡為拋物線拋物線拋物線拋物線，則生成曲線

的焦距焦距焦距焦距會變為原焦距的
3

1
。 

 (2)當 AB 是圓上之弦時，其外心軌跡為點(圓心)；其他情況，外心軌跡大多為射線射線射線射線、線段線段線段線段

或者是直線直線直線直線。 

 (3)當 AB 是圓上之弦，其垂心軌跡為一等大之圓等大之圓等大之圓等大之圓；當 A,B 為橢圓焦點，其垂心軌跡方程式

是 y 為二次方為二次方為二次方為二次方，，，，x 為四次方的曲線為四次方的曲線為四次方的曲線為四次方的曲線；當 A,B 為橫橢上平行或垂直長軸之兩點時，其垂心軌跡為

一直橢直橢直橢直橢。此外，垂心具有「對偶性對偶性對偶性對偶性」，將 P 置換在生成曲線上運動時，垂心軌跡則是原本的運原本的運原本的運原本的運

動軌跡動軌跡動軌跡動軌跡。 

 (4)當 A,B 為橢圓焦點，其內心軌跡為長軸長軸長軸長軸 2c，短軸短軸短軸短軸
2c

a c+
的的的的橢圓橢圓橢圓橢圓；當 A,B 為雙曲線焦點，

其內心軌跡為切切切切於於於於雙曲線頂點的切線線段雙曲線頂點的切線線段雙曲線頂點的切線線段雙曲線頂點的切線線段，其長度長度長度長度等於等於等於等於共軛軸長共軛軸長共軛軸長共軛軸長。 

(5)傍心僅討論圓錐曲線─當 A,B 為橢圓焦點，其生成曲線分別為長軸長軸長軸長軸
2c

a c−
，短軸短軸短軸短軸 2c 的直的直的直的直

橢橢橢橢及兩條切兩條切兩條切兩條切於於於於橢圓長軸端點的直線橢圓長軸端點的直線橢圓長軸端點的直線橢圓長軸端點的直線；當 A,B 為雙曲線焦點，其生成曲線分別為貫軸貫軸貫軸貫軸 2c，共軛共軛共軛共軛

軸軸軸軸分別為分別為分別為分別為
ac

c

+

2
、、、、

ac

c

−

2
的兩條雙曲線的兩條雙曲線的兩條雙曲線的兩條雙曲線及四條起點四條起點四條起點四條起點分別分別分別分別為為為為 )1,1(± 、、、、 )1,1( −± 且平行共軛軸的射線且平行共軛軸的射線且平行共軛軸的射線且平行共軛軸的射線。 

(6)費馬點因其特性：費馬點與與與與頂點頂點頂點頂點連連連連線的夾角線的夾角線的夾角線的夾角恆為 120°，因此軌跡為兩上下對稱的圓弧兩上下對稱的圓弧兩上下對稱的圓弧兩上下對稱的圓弧。 

(7)圓上雙動點的重心軌跡為玫瑰線玫瑰線玫瑰線玫瑰線(請參見參考資料四請參見參考資料四請參見參考資料四請參見參考資料四)。當速率比為 1:k 時( k Z∈ )，順向

會產生向內內內內的環，反向則產生向外外外外的環；且會產生 1k − 個環。 

(8) 

 

 

 

 

將生成軌跡疊代疊代疊代疊代時，無限多次後，重心會收斂於一點收斂於一點收斂於一點收斂於一點；垂心則有對偶性對偶性對偶性對偶性。 



 

 
- 27 - 

I

R
I

R

Q

P

P
I

Q
I

( )圖一

P

Q R
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( )圖二

陸陸陸陸、、、、展望展望展望展望 
希望能推廣下列結果： 

一、特殊的點特殊的點特殊的點特殊的點不只有上述幾個點，之前我們試過讓圓內接三角形跑耐吉爾點的軌跡(如下

圖二)，發現了一個很特殊的曲線，還有反向雙動點 ( 2)k = − 時傍心的軌跡(如下圖三)，但尚未

發現代數關係式。 

二、我們已經畫出圓內單動點的內心及傍心軌跡內心及傍心軌跡內心及傍心軌跡內心及傍心軌跡，也得到參數式，但是尚未推出方程式；

從 GSP實驗中已得知內心與傍心軌跡合起來是兩個圓(如下圖一)，只是還沒有正式的證明。 

三、我們將橢圓上兩定點推廣到平行長軸或平行短軸的情況，希望可以將兩定點推廣到任任任任

一弦或任兩點一弦或任兩點一弦或任兩點一弦或任兩點。 

四、圓的雙動點圓的雙動點圓的雙動點圓的雙動點目前只有討論重心軌跡，有實驗過其他特殊心，其中很特殊的為傍心，但

尚未正式證明，未來希望有所突破，進一步寫出軌跡方程式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

柒柒柒柒、、、、參考資料參考資料參考資料參考資料 
1.南一版數學課本第四冊第一章「圓錐曲線」。 

2.顏貽隆(民國 93 年)兩直角三角形族的各心軌跡─GSP 數學實驗舉隅。數學傳播 29 卷 3 期，

p.27~p.37。 

3. 李豪韋、郭令波、詹士緯、佘宥逵(民國 97 年)四十九屆中小學科學展覽作品說明書《截斷

鐵三角─平行與垂直的作圖異想》 

4.http://mathworld.wolfram.com/Rose.html 

 

( )圖三



【評語】040416 

1、 此作品旨在討論平面上三角形之某些頂點移動產生之若

干心的移動軌跡，然而作者群所涉獵之類型過多，導致其所

得結論較為鬆散，失去焦點。 

2、 就作品主題而言，作者群可進行反向思考來討論，在某

些情形之下，某類心之移動軌跡不為曲線或直線之情形。 
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