
中華民國 第 49 屆中小學科學展覽會 

作品說明書 
 

 

高中組  數學科 

 

佳作 

040412 

碎形萬花筒 

 
學校名稱：國立馬祖高級中學 

作者： 指導老師： 

高一 陳亭妤 

高三 林艷麗 

高一 邱晨芳 

高一 洪育群 

胡裕仁 

 

關鍵詞：碎形 、 渾沌 、 遍歷轉換 



 1

摘要 

本文旨在探討萬花筒中的美麗圖形的現象原理。過程中透過碎形理論及迭代函數系統進

行分析，並對其美麗圖形的建構組成，找出背後的數學理論。 

文中在制式萬花筒實物模型及軟體的模擬中，找出萬花筒中圖形背後的數學函數對映關

係。發現其結果是依循三稜鏡所構成的頂點為中心，並以三頂點中心等間隔鏡射生成的平面，

複製出對稱的圖形進而產生六芒星，並在三稜鏡面上所生成的鏡射平面上，再進行以六芒星

為基礎圖複製的無理旋轉而成，最終使鏡射平面上佈滿稠密的六芒星。 

而該六芒星中心點會以三稜鏡的三個頂點為圓心的夾角，等間距地生成於起始位置周

圍，而轉動萬花筒所產生的美麗圖形，正是基本圖在圓筒內進行遍歷的鏡射所生成，結果如

下。 
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壹、研究動機 

本組有成員去親戚家時，看到小朋友在玩萬花筒，自己也因好久沒玩而向他借來

把玩。無意間對那似曾相識的對稱圖樣感到驚艷，此時腦海中立刻湧現不久前學校老

師在數學專題討論所提到碎形的美麗圖樣，基於對此種規律又對稱的美麗圖樣感到好

奇，發現有些和萬花筒類似，便引起我們對這個題材的研究興趣。 

雖然萬花筒在現代科技發展昌盛的時代中，是一個不起眼又過時的小玩具；然其

背後所潛藏的數學原理卻不像魔術方塊那般受人注意及研究。然而萬花筒發明者的智

慧之高不但令人驚嘆，其被埋沒的價值與意義亦令人感到惋惜。 

 

貳、研究目的 

本研究期望能找出萬花筒中美麗圖形的形成原理，因此希望先行找出其背後數學

方法來分析，並提醒現代人不要荒廢古人的智慧。文中借用碎形分析的相關方式，並

結合遍歷理論及高中的矩陣數學，以萬花筒中三稜鏡為邊、三稜鏡交點為項點進行相

關分析，藉以檢驗眼睛透過萬花筒所看到的美麗的圖形其實是一種渾沌現象。因此，

本文以Devancy及Li-Yorke兩位數學家所定義的數學渾沌現象方法去分析解釋萬花筒

的渾沌行為，並將研究結果設計出具有數學教育意義的多功能萬花筒以呈現更多美麗

的鏡射圖像。 

 

參、研究設備及器材 

一、電腦壹台。 

二、數學方程式符號編輯器 Equation、GSP、Word、Visual Basic、Visio、Photoshop

軟體各壹套。 

三、彩色印表機一台。 

四、不同種類萬花筒數筒、鏡片數面及色紙數張。 

五、數位相機一台。 
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肆、文獻探討及研究方法 

碎形(fractals)發展是 1975年由 IBM 研究所的 Mandelbrot 提出，它泛指一個外

貌複雜的形體，但其結構具有尺度不變性(scaling invariance)，即自相似性

(self-similarity)的圖形。透過電腦本身快速計算與繪圖功能，可將一個簡單的機制

指令，經由不斷地迭代(iteration)，而產生一連串的分岔複製(bifurcation)，最後

在電腦螢幕上出現一個複雜形體，這就是一個人工虛擬碎形。而數學碎形是指利用迭

代函數系(iterated function system) 所獲得的碎形，例如 Cantor 集、Sierpinski 

三角形（如圖 4-1）、Von Koch 雪花（如圖 4-2）⋯等等。數學碎形具有嚴格的自相

似性， 而自然界也有很多碎形的實例，但是多半以隨機自相似(stochas-tic 

self-similarity) 呈現[3]。 

 
圖 4-1：Sierpinski 三角形 

 

 

圖 4-2：Von Koch 雪花 

自相似性碎形 

泛指一個碎形的任意一個片段可以和整體相似。Mandelbrot 為碎形定義：當是具

有某種自相似性的集合[1]，因此自相似性是碎形所需的必要條件和一種普遍存在的特
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徵。而此項特性，正好是萬花筒內鏡射出美麗圖形的一種共同存在的特性。 

迭代函數系統 Iterated Function System (IFS) 

IFS 主要用在二維空間碎形設計的一種方法。它利用壓縮映射原理，由簡單的構

圖開始，經過幾回合的一系列的轉換而建立，如 Sierpinski 三角形（如圖 4-3）；一

些非碎形的構圖及其它維度亦可使用此一方式設計（如圖 4-4）[7]，或附件(三)。 

  

圖 4-3：IFS 設計的 Sierpinski 墊圈 圖 4-4：參考附件(三)由 IFS 設計的電綿羊

IFS 的數學原理應用於萬花筒內鏡射圖形之設計 

若把自相似性集合看作是若干個相似映射的作用下的不變集合，則由我們研究結果如

圖 4-5 及圖 4-6 所定義出萬花筒內鏡射的子圖其內部傳遞的集合關係結構。 

圖 4-5：3 次迭代生成的六芒星圖形集合 圖 4-6：3 次迭代的數值傳遞 

如同是由 a0至 a10經過三次迭代生成的一個完整的六芒星。端點完全對稱六芒星生成關

係{a0}→{a1、a2、a3}→{a9、a6、a8、a5、a4、a7}→{a10、a15、a13、a17、a11、a16、a18、a13、

a14、a10、a16、a12}→{a19}，其中三層箭頭代表三次迭代作用。 
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本文改良傳統分析數學碎形的壓縮映射方式，將原本存在碎形中的壓縮映射的關

係性略作修改，並限定壓縮比為定值 1，以避免圖 4-7 至圖 4-11 的伸縮現象發生，而

三稜鏡邊長縮小，其對映生成的基本映射圖將會在平面上呈現更多及更緊緻，最終將 

  

圖 4-7：邊長 30 像素 圖 4-8：邊長 25 像素 

   

圖 4-9：邊長 20 像素 圖 4-10：邊長 15 像素 圖 4-11：邊長 10 像素 

完整接近覆蓋整個鏡射生成的平面。因此將壓縮映射改為蓋射映射，可簡化分析出萬

花筒內鏡射圖形定理 1。 

萬花筒內鏡射圖形定理 1：設 f 1{ ,..., }mf f= 是在m 個 n\ 中有蓋射映射，則一定存在

一個唯一的閉集合 F ，使得
1

( )
m

j
j

F f F
=

= ∪ 。 

定理 1 說明：令
1

( ) ( )
m

j
j

S E f E
=

= ∪ 這裡(∀ nE ⊂ \ )，則定理 1 的結論可寫作

( )F S F= ，即 F 是 S 的不變集。假定 F 是關於蓋射映射組 f 1{ ,..., }mf f= 的非空不變集，

此時可定義 F 的相似性維數，可完整覆蓋整個平面。 

若假定 F 中的映射中，只限於位移與相似性變換的複合，且滿足條件：

( ( ) ( )) 0s
i jH f F f F∩ = 、 ( )i j≠ ，則稱F 是自相似集。而若無此條件，則代表在某個交
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集 ( ) ( )i jf F f F∩ 中失去自相似性的特徵[1][7]。由於在碎形定理中的豪斯多夫維數計

算式
0

log( )
log( )R

Nd lim
R→

= − ，因受壓縮比的介於 (0,1) 開區間的關係所以 0R → ，但本研究在

定理 1 時，已將壓縮比修正為定值 1（即 a=1），因此得出萬花筒內鏡射圖形定理 2。 

萬花筒內鏡射碎形定理 2：若F 是一個自相似集，則它的相似性維數等於豪斯多夫

維數，即
a

log( )
log( )R

Nd lim
R→

= − 。 

定理 2 說明：豪斯多夫維可以給一個任意複雜的點集合賦予一個維度，而對於簡

單的幾何目標比如線、長方形、長方體等，豪斯多夫維通常等於幾何維度或拓撲維度。

一般來說，一個物體的豪斯多夫維可能會是一個非整數型態的有理數或者無理數。 

例如： 

1. 正方形：一個正方形由 9 個長寬都只有它三分之一的小正方形組成，那麼

log(9)
log(3)

d = =2。 

2. 科赫曲線(Koch-Curve)：科赫曲線的每一部分都由 4 個跟它自身比例為 1:3

的形狀相同的小曲線組成，那麼它的豪斯多夫維數為，是一個無理數為

log(4) 1.261859...
log(3)

d = = ，為一個無理數。   

直觀上來說，一個集合的維數是描述這個集合中一點所需的獨立參數的個數，例

如：要描述一個平面裡的一點，需要兩個坐標 X 和Y ，那麼平面的維數便是 2，最接

近這個想法的數學模型是拓撲維度，因此可見拓撲維度必是自然數。但拓撲維度在描

述某些不規則的集合，例如：碎形的時候遭遇到了困難，而豪斯多夫維則可重新描述

該種集合的工具。設萬花筒為一單位圓筒內進行不斷的旋轉，而每一次生成的六芒星

乃是以一無理旋轉且等距離及等角度模式在生成。 

豪斯多夫外測度：令 ( , )X d 為一個度量空間，E 為 X 的一個子集（如同圖 4-5 中的 ai

生成的六芒星），定義
1

( ) inf ( )s s
j

i

H E diam Aδ

∞

=

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ，且E 能被六芒星 ( )j kA 覆蓋，則E 的

豪斯多夫外測度被定義為： ( ) lim ( )s sH E H Eδδ→∞
= 。此點剛好滿足三稜鏡所不停反射生成

的無限大的平面，而豪斯多夫維的嚴格的定義： { }dim inf : ( ) 0s
H E s H E= =  



 7

{ }sup : ( )ss H E= = ∞ 正巧滿足 a0至 a∞的無窮子圖，如圖 4-15、圖 4-16[1][8]。 

遍歷定理 3︰對於機率空間的保測變換φ,從一個正測度集合中出發的幾乎所有軌

道都要無窮多次地返回這一集合。 

本文參考交通大學陳明璋教授所提的方法[4]，加以改良來分析萬花筒中若干幾何

圖案方式，並以此直接當作萬花筒基本圖碎形產生的規則；再以 Visual Basic 模擬的

方式進行點定位與線複製，且探討了不同邊長時對映生成的圖形關係（如圖 4-7 至

4-11），並使其進行不斷的迭代而產生碎形的美麗圖案變化（如圖 4-12 至 4-16）。 

  

圖 4-12：三邊形 圖 4-13：四邊形 

   

圖 4-14：五邊形 圖 4-15：六邊形 1 圖 4-16：六邊形 2 

點定位複製及迭代 

一個物件安置於特定的位置必須知道幾個資訊： (1) 物件的中心點(2) 物件的寬

度及高度(3) 物件的方位角。只要能計算出這三個資料就可以了。因此只要知道迭代

過程所產生的自相似物件的資料，就可以將自相似物件調整安置於預定位置。 

點定位複製 

中心點複製是以模型為基礎，預計在目標物件上建立一相同關係的複本。其中必
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須掌握的資訊包含模型的寬度、長度及方位角，目標物件的中心點、寬度、長度及方

位。只要以目標物件的中心點、寬度、長度及方位角設為複本的的中心點、長度及寬

度以及方位角位即可。 

1. 模型：是圖案組合，一般都使用同一種對稱性較高的物件來構圖。模型的中心

點當作定位座標的基準點，其長及寬為大小的基準，其基準方向為零度。 

2. 目標結構：由許多物件構成，每一物件自成系統，其長、寬及方向就是複本的

長、寬及方向。 

3. 複本：是模型的相似圖案，目標結構中各物件的長、寬及方向就是複本的長、

寬及複本中的各組成物件，可被當作新的標的物件。 

構圖步驟：（以 Sierpinski 三角形為例，進行三次迭代） 

1. 首先建立模型及與標的結構，標的結構由許多物件構成，如圖 4-17； 

2. 依據標的物中各物件的長、寬、方向，分別將圖案模型複製到物件的中心點上，

如圖 4-18。 

3. 重複前一步驟，就可以達到迭代的效果，如圖 4-19 及圖 4-20。 

  

圖 4-17：初始值 圖 4-18：一次迭代 圖 4-19：二次迭代 圖 4-20：三次迭代

Sierpinski 三角形點複製構圖 

線定位複製及迭代 

線定位複製：線定位複製是以基準線與模型之間的相對關係為基礎，預計在目標的線

段上建立一相同關係的複本，已知的資訊包含以基準線與模型之間的相對關係，目標

線段的長度及方位，可以計算得到複本的中心點、長度、寬度以及方位角。 

因此本研究中修正了陳教授[4]若干線複製的概念，利用面蓋射的映射關係，以基準線

與模型之間的相對關係進行蓋射對映，以符合萬花筒在多面鏡組中，進行重複反射的

圖案生成複製原理，修正內容如下： 
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1. 模型：是圖案及線段的組合，圖案一旦被複製之後就不會改變，因此沒有迭代

線要被精緻化，即壓縮比不會介於 0到 1之間而是固定為 1。 

2. 基準線：基準線是一線段，它與模型共存，基準線與模型位置的相對關係，充

當在複製時的基準。 

3. 目標結構：標的結構由線段構成，每一線段自成一定位系統，基準線與模型之

間的相對關係，就是初始線段與複本的關係，而基準線與模型之間的位置關係就

是標的結構中線段與複本的位置關係。 

4. 複本：是模型的全等圖案，其長與寬的大小相同，是基準線與對應初始值的比；

其位置也是以基準線與模型之相對關係為基準。它們之間的關係用類比關係來呈

現最為恰當－基準線：模型=目標物中的線段：複本。 

構圖步驟： 

1. 首先設計基準線、模型及以標的結構，如圖 4-21。 

2. 以基準線與模型具備相對的關係為基準，依據標的結構中各線段的長度及方

位，複製一份複本，放置於該線段的相對位置，如圖 4-22 及，如圖 4-23。 

 
  

圖 4-21：初始值 圖 4-22：一次迭代 圖 4-23：二次迭代 

以線複製齊一的弧 
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伍、研究過程及結果 

標準制式萬花筒是由三片鏡子圍成封閉式的正三角形，再利用一些事先準備好的

色紙充當底圖，供鏡子進行折射與反射產生的美麗重複的圖形。由已完成的萬花筒成

品，可以發現它美麗多樣化的圖形來自筒內三片鏡子，即正三角形頂點與邊所構成的

點定位及線複製兩種變化出多端的結果。而由圖 5-1 至圖 5-7 可以看出透過不同長度

的邊長線段所呈現出的鏡射結果。 

 

圖 5-1：制式萬花筒內部分析 

  

圖 5-2：萬花筒內部點定位分析 圖 5-3：萬花筒內部線複製分析 

  

圖 5-4：全等自相似點定位及線複製圖 圖 5-5：全等自相似點定位及線複製圖 

  

圖 5-6：全等自相似點定位及線複製圖 圖 5-7：全等自相似點定位及線複製圖 

經我們利用 GSP 繪圖分析上列結果，假設下圖 5-8 中為初始值基礎圖 0a ，紅色部分為
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一標準的萬花筒的三片鏡子。若鏡子內部有一「∧」符號當作萬花筒內部複製的參考

基礎圖 0a =1∧，經由多次的點定位及線複製迭代鏡射，可得出多個如圖 5-11 的基礎圖 

 

 

圖 5-8：初始值 0a =1∧  圖 5-9：完整 3次迭代鏡射結果 

na 、 3n ≥ 的結果。由於萬花筒內鏡子實物本身鏡射的限制，所以 GSP 中無法一次對基

礎圖直接進行點定位及線複製，即不可能第一次鏡射就產生圖 5-10 的結果（事實上圖

5-10 最少要三次鏡射複製，如圖 4-5 及圖 4-6）。 

因此透過修正複製方法，每次同時對正三角形的原始三邊線段進行線複製，再利

用 GSP 程式的模擬，最後再以 Visual Basic 程式來開發實際模擬的結果；發現基礎圖

將分別由圖 5-11 轉變到 5-14 的結果，也就是說每次迭代都會產生新的基礎圖 na ，

n N∈ 。 

  

圖 5-10：三次以上鏡射成像 
圖 5-11：一次迭代基礎圖 

1a =1∧ +3∧  

  

圖 5-12：二次迭代基礎圖 

2a =1∧ +3∧ +6∧  

圖 5-13：三次迭代基礎圖

3a =1∧ +3∧ +6∧ +9∧  
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圖 5-14：多次迭代基礎圖 na 31 (1 )
2

n n= + + ∧  

其後，我們逐步以圖 4-5 及 4-6 及 5-10 至 5-14 的分析探討，並利用點定位及線

複製的概念，成功開發出程式本身的設計流程（如圖 5-15），相關程式碼列入附件(二)

參考。 

圖 5-15：萬花筒 VB 程式流程圖 
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陸、討論 

在自然科學及數學上都對渾沌有著不同的定義。Devancy 為渾沌現象下了一個數

學定義如下[1]： 

設 :f A A→ 是集合 A到自身的一個連續映射，其中 A是m 維歐氐空間中的一個區

域。又假設 E A⊂ 是 f 的一個不變集合。若映射 :f A A→ 在集合E 上滿足下列性

質： 

（1） f 的周期點在E 上是稠密的；（六芒星的中心反覆進行無理旋轉） 

（2） f 的迭代軌道在E 中具有拓樸傳遞性；（保測變換） 

（3） f 的迭代軌道具有對初始值的敏感依賴性，則我們稱 f 在E 上的迭代軌

道的行為是渾沌的；（所有圖形的演變皆是受其初始位置所影響、如圖 4-7 至

4-11） 

在我們所研究的對象中，發現萬花筒可經歷無數次的轉動複製（即：轉的圖形變

換次數可細分之無限次），並在反覆的鏡射中生成新的六芒星且其中心位置延著鏡射平

面進行等角度及等距離的無理旋轉，而每次角度的改變亦會產生相對位置二維歐氐空

間的基本圖變換，恰滿足保測變換的遍歷轉換程序。最後當基本圖「∧」回到初始值

位置時，此點正好表示所有美麗圖形的演變皆是受其初始位置所影響，剛好滿足

Devancy 為渾沌現象下的定義。 

由圖 5-15 開發的程式，如圖 4-12 至圖 4-16，發現經多次迭代之後的美麗圖形，

恰好是周期為三的渾沌圖形。因此利用碎形理論加以分析得出圖 5-14 的豪斯多夫維數

等同其拓樸維數，故維數
log9
log3

d = =2。本文將前文所呈現的一系列迭代圖形分析結果，

參考翁義聰教授編號處理碎形方法[5]若予以設計出本研究的賦值標號，如圖 4-5 及圖

4-6，可知若給定萬花筒中的一個初始符號，經由萬花筒內部三面鏡子的反覆複製結

果，並計算重複映射生成的鏡射圖，個數序列為一公比為 3 的等比序列；另 n邊多面

鏡組（ 3n > ）時公比為 n。此點恰好滿足李天岩及 Li-Yorke兩位教授的所提出的結果

[2]，在一個標準制式萬花筒中內部三面鏡或多面鏡組中所產生的自映射迭代，恰好也

是一個周期為三的渾沌現象，如圖 5-9。 
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本研究也嘗試利用 GSP 模擬若筒內的鏡子是 4片、5片、6片時，亦滿足三次迭代

之後，即可以生出一個美麗的對稱圖形，即周期為三在萬花筒內皆有同樣結果，VB 程

式模擬亦然。因此如果把圖 5-8 中的 0a =1∧，看成對三面鏡子的同時反射則存在一關

係式為
31 ( 1)
2na n n= + + ∧。而在上一節中我們發現每一個萬花筒，都是由一個基礎圖

如圖 5-8 多次迭代生成完全自相似的基礎圖，正好滿足基礎圖對自己的複合映射

:f A A6 ，這裡 f 可看成基礎圖對三面鏡子同時反射一次的過程，A為每次迭代後新

產生成的三邊鏡射的基礎圖集合，再經過三次 複合映射迭代之後 ， 即

( ( ( )))p f f f p6 ， p A∀ ∈ 可得出如圖 5-9 的以端點為中心的完全對稱六芒星，生成關

係如圖 4-6 中的{a0}→{a1、a2、a3}→{a9、a6、a8、a5、a4、a7}→{a10、a15、a13、a17、a11、

a16、a18、a13、a14、a10、a16、a12}，其中三層箭頭代表三次迭代作用。由此可知萬花筒其

實是一個具有渾沌現象的數學迭代序列{ }: | 0,1,...nf A A n→ = ，因每次函數過程皆為

基礎圖對三面鏡子同時反射一次的過程，即集合到自身的恒同映射： p p6 記作

0 :f A A→ ，且在映射時又滿足 Devancy 所定義的渾沌數學原理，對每一次迭代過程

中「∧」可看成函數內的自變數 (^)f ，因此對於∧ A∈ 而言{ }(^) | 0,1,2,...nf n = 為「∧」

的軌道，若 ( )f E E⊂ 而 :f A A→ 是集合 A的一個自映射，稱 A的子集E 是不變集，而

若 E A⊂ 是映射 :f A A→ 的一個不變集合，則 E 中任意一點 a的軌道均落在 E 之中，

經多次複映射迭代可得圖 5-14 的結果，恰巧表明映射軌道系統的拓樸傳遞性，即任意

一點∧ E∈ 中經多次迭代之後可散落於各邊並呈現美麗又對稱的圖形。透過高中數學

中的平移、鏡射矩陣分析理論，將迭代三次所的完整對稱圖形，如圖 5-9 的圖予以分

析成美麗六芒星的相對位置，如圖 6-1 至圖 6-7。 

圖形座標數學分析： 

1 3( , )
2 2

1 3( , )
2 2

−

  

圖 6-1：基本座標點標示 圖 6-2：一次迭代座標圖 
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將圖 5-8 予以座標化得圖 6-1 且三頂點座標分別為 (0,0)、 1 3( , )
2 2

、
1 3( , )
2 2

− ，即設

每一邊長為 1單位之正三角形。因此每次迭代即是將基礎圖對 a、b、c三邊做一次鏡 

射 複 製 ， 如 圖 6-2 ， 故 對 應 的 鏡 射 矩 陣 為 α =
cos sin
sin cos
π π
π π

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

、

β =
cos( / 6) sin( / 6)
sin( / 6) cos( / 6)

π π
π π

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

、γ =
cos / 6 sin / 6
sin / 6 cos / 6
π π
π π

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

，分別代表對 a、b、c三邊的 

a

bc

A

B C

D

E F(1,0)(1,0)

(0, 3)

  

圖 6-3：邊長複製關係 圖 6-4：一次迭代 0 1a a→  

鏡射矩陣，另每次鏡射迭代時也同時以原三邊長平移複製 ABC∆ 至圖 6-3 DEF∆ ，再複

製基礎圖至新生成的另外三個三角形、如圖 6-4，此為一完整的一次迭代過程、即

0 1a a→ 。 

1 3( , )
2 2

1 3( , )
2 2

−

(0, 3)

( 1,0)− (1,0)

 

圖 6-5：二次迭代 1 2a a→ 座標圖 

同理可知，我們可以利用圖形的平移、鏡射來完成每三次複製過程，而每一個「∧」

基本圖經三次迭代之後，便可生成一個六芒星圖，如圖 6-6。 
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( 3,0)

(1,0)( 1,0)−
(2,0)( 2,0)−

1 3( , )
2 2

−
1 3( , )
2 2

1 3( , )
2 2

− −
1 3( , )
2 2

−

 

圖 6-6：三次迭代 2 3a a→ 座標圖複製出的六芒星圖 

 

(0, 3)

(0, 3)−

1 3( , )
2 2

−

3 3( , )
2 2

− −

3 3( , )
2 2

3 3( , )
2 2
−

O

 

圖 6-7：多次迭代複製出的六芒星圖 

而利用座標分析後，發現萬花筒中內部美麗圖形，是以三稜鏡六芒星頂點為圓心，

3 鏡寬邊長半徑單位、60 度等分角，滿足遍歷分布於鏡射平面上，進一步再討論去

對映關係，整個萬花筒的分析正好同時滿足 Devancy 及 Li-Yorke兩位學者的渾沌數學
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定義，例如：在具有「∧」的軌道中，萬花筒內的圖形最後都會回到原來的位置，可

是卻無法計數到底要轉幾次，此現象剛好是基本圖產生的六芒星圖形中心經歷所有的

軌道，最後基本圖回到原來起始的位置，但六芒星圖形卻無限地在鏡射平面複製生成，

如同在實驗中一個保測變換「∧」回到原來位置，回到其起始狀態，而無理旋轉軌道、

正稠密的佈滿整個圓周。當轉動萬花筒所產生的美麗圖形，正是基本圖在做圓筒內不

停地進行複製基本圖映射的遍歷運動，此現象正好滿足機率空間上的一個保測變換

「∧」稱為遍歷變換。 
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柒、結論  

此次研究成功地分析萬花筒的數學關係，即為一渾沌現象和遍歷轉換，並分析出

其圖形生成現象為一渾沌行為現象。雖然本研究主要以三面鏡子的標準萬花筒為主

體，但亦以電腦模擬四、五、六面鏡子的迭代模式關係： 

1.萬花筒圖形生成關係滿足 Li-Yorke 教授所提的週期為三則渾沌的定義，因此未

來萬花筒的玩具可朝向＂正多邊形＂鏡子的全反射來延伸實作出實物模型，以

探討更多有趣的變化，是本研究可以進一步分析的方向。 

2.研究發現每次對不同階段的基礎圖進行複製的程序時，就如同在一軌道中進行

拓撲傳遞。 

3.基礎圖則在一單位圓筒中反覆維持保測變換，在進行點定位及線複製運動時不

斷透過六芒星圖形複製生成遍歷轉換及無理旋轉。 

4.總結：原來轉動萬花筒所產生的美麗圖形，就是利用基本圖在做圓筒內進行遍

歷的映射而生成的多重反射效果。 

5.未來展望：設計出一新型萬花筒教學玩具，模型架構如圖 7-2 至圖 7-4（已申

請專利中、如圖 7-1）。 

 

圖 7-1：新型專利收據影本 
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， ，因為3-4-6最小公倍數為12 因此未來可以利用12面鏡設計 一
，新式萬花筒 使其同時可以進行3-4-6的不同鏡射玩法以增加其

， ，趣味性及益智性 而且此玩具亦可充當數學教具 因其具有
（ ） （ ） 最小公倍式之原理概念 又具有 等分圓的角度關係 

三面鏡井 四面鏡井

２第 次拉扯

５第 次拉扯
六面鏡井

 
圖 7-2：可調式新型萬花筒稜鏡變換原理 

 

圖 7-3：傳統萬花筒機構圖 
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圖 7-4：可調式新型萬花筒機構設計圖 
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玖、附件（一）EXCEL數據分析 
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附件（二）VB2008 EXPRESS 程式碼 
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附件（三）美麗的電子模擬碎形-綿羊分析 1 

    

    

    

    

    

    

    

資料來源:http://tw.babelfish.yahoo.com/translate_url?doit=done&tt=url&trurl 

=http%3A%2F%2Felectricsheep.org%2F&lp=en_zt&. intl=tw&fr=yfp 
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附件（三）美麗的電子模擬碎形-綿羊分析 2 

 



【評語】040412 

1、 作者群設計可調式萬花筒，利用最多 12 面鏡的反射複

製圖案產生碎形。 

2、 大量使用數學專業名詞，正如萬花筒般。未能以實作方

式說明重要的數學性質是可惜的地方。 

 


	040412
	封面

	摘要
	壹、研究動機
	貳、研究目的
	參、研究設備及器材
	肆、文獻探討及研究方法
	伍、研究過程及結果
	陸、討論
	柒、結論
	捌、參考資料及其他
	玖、附件
	評語




