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摘要 

    本研究是以楊輝幻圓引發聯想，進而深入探討幻圓的性質。在研究過程中是以矩陣的形式

呈現幻圓，利用微調的方式依同心圓數循序研究，並證明幻圓 C2Rn 的存在性，進一步運用排

列組合的概念求出相異幻圓總數；在幻圓 C3Rn 方面，我們加入 Max 有序排列法尋找幻圓。

同時，我們也將較為特殊的構造方法整理，使得尋找幻圓更為快速。我們接著探討幻圓的性質

及圓心的規律，也找到可以將幻圓推廣的方法。在本研究中得出許多幻圓的特性與數種構造幻

圓的方法。 

 

壹、研究動機 

偶然的機會在報紙一角上看見圓形數獨，引起我的興趣，便上網查詢資料，無意間發現了

中國古代數學家楊輝在《續古摘奇演算法》中的攢九圖（又稱幻圓），如下圖所示。相較於擁

有長久研究歷史的幻方（即魔方陣），幻圓這個主題比較少接觸，於是我們決定深入探討幻圓

的特性。 

 

貳、研究目的 

一、 探討幻圓的性質及個數。 

二、 探討幻圓圓心的特性。 

三、 找出幻圓的構造方法。 

 

參、文獻探討 

一、 楊輝的攢九圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

楊輝幻圓由自然數 1 至 33 所構成，9 放在圓心，其餘數排列在四個同心圓上，每

圈 8 個數。它有幾個奇妙的性質： 

(1)四個圓周上之和（加圓心）皆為 147  (2)四條直徑上數字和皆為 147 

(3)八條半徑上數字之和為 69 (4)四個圓周上數字之和等於八條半徑線上數字和的兩倍 

楊輝在書中未曾說明幻圓的構造方法。新加坡大學蘭麗蓉博士建議將八組半徑數字

分為兩組，構成兩個四階半幻方，例如： 

    

由於這兩個四階半幻方每行每列的和都是 69，只需要從第一幻方和第二幻方中隨

意各取一行，或隨意各取一列，構成同一條直徑上的兩對半徑，一共組成四條直徑，

每條直徑有 8 個數，最後在圓心安放 9，不但可以排出楊輝幻圓，而且還可以排出許多

不同排列的幻圓。由於數字的和與數字的次序無關，因此，任何兩組半徑數字可以互

換位置，8 組半徑數字可以在圓圈上任意排列，而任何兩組圓圈也可以互換位置。如果

限制四個圓周上必頇有兩個同和半圓（半圓上的四個數字之和必頇為 69），那麼楊輝幻

圓上的半徑位置就不可調換。具有 16 個同和線段（和數為 69）的幻圓不只一個，可依

靠四個圓圈的不同排列得到，共有 4×3×2×1=24 種。 
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http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%96%B0%E5%8A%A0%E5%9D%A1%E5%A4%A7%E5%AD%A6&variant=zh-tw
http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%96%B0%E5%8A%A0%E5%9D%A1%E5%A4%A7%E5%AD%A6&variant=zh-tw
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二、 丁易東的太衍五十圖 

南宋數學家丁易東與楊輝是同時代人，他以自然數 

1 至 49 作出六同心圓幻圓，稱之為太衍五十圖。如圖所示。 

    丁易東幻圓的特性： 

(1)六個圓周數字之和為 200 

(2)四條直徑上數字之和為 325 

(3)幻圓上的任一數與其相對於圓心的對稱點上數字和為 50 

 

三、 李彥頡幻方研究 

在第 37 屆全國科展中李彥頡在作品中也曾提到幻圓，他對於幻圓所下的定義為：各

對角線的數字和相等且圓周上的數字和相等。 

我們發現李彥頡所建構的幻圓與楊輝幻圓是不同的，楊輝幻圓要求半徑的和必頇相

等，但李彥頡所建構的幻圓只要求直徑的和必頇相等，且他所建構的是缺乏圓心的幻圓。 

他將拉丁方陣的觀念推廣並應用於幻圓，以下是他利用正交拉丁圓構造幻圓的方法： 

利用拉丁方陣的特性，欲構造一個 n 階幻圓，頇先造出兩個 n 階的圓形陣： 

    1. 各對角線各圓上元素各出現一次的圓形陣(拉丁圓) 

       2. 各對角線各圓上元素各出現兩次的圓形陣(次拉丁圓) 

接著將兩個圓形陣合併即可得到幻圓，如下圖所示： 

 

肆、研究設備及器材 

紙、筆、電腦 

 

伍、研究過程或方法 

一、 名詞定義： 

(一) 幻圓 CmRn (x)表示由 m 個同心圓以及 n 條半徑所組成 (m、n 為自然數， 2m )。

由 1~ mn+1 自然數所構成，取其中一數 x 置於圓心，其餘排列在 m 個同心圓上，

每個圓上有 n 個數，使得每條半徑上數字和相等（同時每條直徑上數字（含圓心）

之和也會相等）、每個圓周上數字和相等。楊輝幻圓即 C4R8 (9)，而丁易東幻圓

即 C6R8 (25)。 

(二) 符號定義： 

1. x：圓心數字  2. 1mnS  ：所有數字總和  3. 'S ：除去圓心之所有數字和 

4. 
rS ：半徑和  5. 

lS ；圓周和  6. 
1l ,

2l ,
3l … ml ：由內而外之圓周和 

7. ：內外圈之差 8. 1 , 2 , 3 … m ：微調數 9. ij ：矩陣第 i 列-第 j 列 

(三) 矩陣表示法：為了方便討論，我們將幻圓 CmRn 利用m n 矩陣來表示。 

1. 由內而外數起，第一圈數列表示矩陣第一列元素，最外圈數列表第 m 列。 

2. 每一列均由 12 點鐘方向，從左側起依順時鐘方向排列而得。 

 

 

 

http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E4%B8%81%E6%98%93%E4%B8%9C&action=edit&redlink=1
http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E4%B8%81%E6%98%93%E4%B8%9C&action=edit&redlink=1
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3. 由定義可知：第 i 列和=第 i 列圓周和=
il ，i=1,2,…,m，第 j 行和=第 j 條半徑和，

j=1,2,…,n。因此，任兩列對調不改變圓周和且任兩行對調不改變半徑和。 

(四) 等價幻圓 

等價幻圓組中之每個相異幻圓皆符合以下性質： 

每條半徑數字集合相同，每個圓周數字集合相同，但排列方式不同。 

若兩幻圓不滿足上述條件時稱為異類〈或非等價〉相異幻圓。 

當每組數字排列成幻圓時，可排列成(n-1)!m!種不同的相對位置（ 半徑之間對

調有
!n

n
=(n-1)!種排法，圓周之間對調有 m!種方法），將可視為一組等價幻圓組。 

二、 CmRn 圓心的求法 

先算出所有數字總和 1mnS  ，再求出圓心數 x（1 1x mn   ）使其滿足 

(1)n|
1mnS x  = 'S  (2)m|

1mnS x  = 'S  

證明：因各圈數字和皆為
lS ，m

lS =
1mnS 
-x= 'S ；又因各條半徑上數字和皆為

rS ，

n
rS =

1mnS 
-x= 'S 。由此可知 'S 為 m、n 之公倍數，故  ' 0(mod , )S m n 。 

三、 尋找所有幻圓的方法 

首先尋找圓心數 x，控制半徑和
rS 相同，接著微調圓周和

lS （利用差數微調，使得

個別圓周和 '

1l = '

2l = '

3l =…= '

ml ）。 

四、 依同心圓數 m 作分類討論 

(一) 當 2m 時，C2Rn(x) 

1. C2R2， 5 15,  [2,2] 2, 215- 1,3,5S x x    │  

(1) x=1 時， ' 14 ,S  7 ,  7r lS S    

1 1

2 2

2 3 =5 =+2

5 4 =9 = 2

3 1 2

l

l



  

 

內圈

外圈

無法合成 無解

 

(2) x=3 時， ' 12 ,S  6  6r lS S ，  

 

1 1

2 2

1 2 =3 =+3

5 4 =9 = 3

4 2 3

l

l



 

 

內圈

外圈

無法合成 無解

 

(3) x=5 時， 'S =10, 5 ,  5r lS S   
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21 22 23 2

31 32 33 3
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1 1

2 2

1 2 =3 =+2

4 3 =7 = 2

3 1

l

l



  

 

內圈

外圈

無法合成2 無解

 

∴由以上討論得知 C2R2 無解 

2. C2R3，
7 28, [2,3] 6, 628 4S x x      │ ， ' 24,  8,  12r lS S S    

1 1

2 2

1 2 3 =6 =+6

7 6 5 =18 = 6

6 4 2 1 2 (6=4+2)

l

l



  

  

內圈

外圈

和相等、

     
7 2 3

1 6 5

 
 
 

 

由以上討論得知 32!
3!

3
=62=12  ∴ C2R3(4)有 12 個相異幻圓 

3. C2R4，
9 45 ,  [2,4] 4 ,  445 1,5,9S x x    │  

(1) x=1 時， ' 44 ,  11 ,  22r lS S S    

1 1

2 1

2 3 4 5 14 8

9 8 7 6 30 8

7 5 3 1 2 (7+1=5+3)

l

l

    

    

 

內圈

外圈

和相等

 
9 3 4 6

2 8 7 5

 
 
 

 

(2) x=5 時， ' 40 ,  10 ,  20r lS S S    

1 1

2 1

1 2 3 4 10 10

9 8 7 6 30 10

8 6 4 2 2 (8+2=6+4)

l

l

    

    

 

內圈

外圈

和相等

 
9 2 3 6

1 8 7 4

 
 
 

 

(3) x=9 時， ' 36 ,  9 ,  18r lS S S    

1 1

2 1

1 2 3 4 10 8

8 7 6 5 26 8

7 5 3 1 2 (7+1=5+3)

l

l

    

    

 

內圈

外圈

和相等

 
8 2 3 5

1 7 6 4

 
 
 

 

由以上討論得知 32!
4!

4
=66=36  ∴ C2R4 有 36 個相異幻圓 

4. C2R5，
11 66 ,  [2,5] 10 ,  1066 6S x x    │  

' 60 ,  =12  30r lS S S ,  

1 1

2 2

1 2 3 4 5 15 15

11 10 9 8 7 45 15

10 8 6 4 2 15

l

l

   

    

 

內圈

外圈

無法合成 無解

  

∴由以上討論得知 C2R5 無解 

5. C2R6，
13 91 ,  [2,6] 6 ,  691- 1,7,13S x x   │  

(1) x=1 時， ' 90 ,  =15  45r lS S S ,  

1 1

2 2

2 3 4 5 6 7 27 18

13 12 11 10 9 8 63 18

11 9 7 5 3 1 2 4 (11+7=1+3+5+9)

l

l

   

    

  

內圈

外圈

、 和相等

 

13 3 11 5 6 7

2 12 4 10 9 8

 
 
 

 

(2) x=7 時， ' 84 ,  =14  42r lS S S ,  
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1 1

2 2

1 2 3 4 5 6 21 21

13 12 11 10 9 8 63 21

12 10 8 6 4 2 21

l

l

   

    



內圈

外圈

無法合成 無解∴

 

(3) x=13 時， ' 78 ,  =13  19r lS S S ,  

1 1

2 2

1 2 3 4 5 6 21 18

12 11 10 9 8 7 57 18

11 9 7 5 3 1 2 4 (11+7=1+3+5+9)

l

l

   

    

  

內圈

外圈

、 和相等

 

12 2 10 4 5 6

1 11 3 9 8 7

 
 
 

 

由以上討論得知 22!
6!

6
=22120=480 ∴C2R6 有 480 個相異幻圓 

6. C2R7，
15 120 ,  [2,7] 14 ,  14|120 =8S x x    ， ' 112 ,  =16  56r lS S S ,  

1 1

2 2

1 2 3 4 5 6 7 28 +28

15 14 13 12 11 10 9 84 28

14 12 10 8 6 4 2 3 4

l

l

   

    

  

內圈

外圈

、 和相等

 

○1  14+12+2=10+8+6+4=28、     ○2  14+10+4=12+8+6+2=28 

○3  14+8+6=12+10+4+2=28、     ○4  12+10+6=14+8+4+2=28 

○1  
15 14 3 4 5 6 9

1 2 13 12 11 10 7

 
 
 

  ○2  
15 2 13 4 5 10 7

1 14 3 12 11 6 9

 
 
 

 

○3  
15 2 3 12 11 6 7

1 14 13 4 5 10 9

 
 
 

  ○4  
1 14 13 4 11 6 7

15 2 3 12 5 10 9

 
 
 

 

由以上討論知 42!
7!

7
=5760 ∴C2R7(8)有 5760 個相異幻圓 

7. C2R8，
17 153 ,  [2,8] 8 ,  8|153 =1,9,17S x x     

(1) x=1 時， ' 152 ,  =19  76r lS S S ,  

1 1

2 1

2 3 4 5 6 7 8 9 =44 =+32

17 16 15 14 13 12 11 10 =108 = 32

15 13 11 9 7 5 3 1 4

l

l



  

 

內圈

外圈

和相等

 

○1  15+1+13+3=11+5+9+7=32、    ○2  15+1+11+5=13+3+9+7=32、 

○3  15+1+9+7=13+3+11+5=32、    ○4  15+3+5+9=1+13+11+7=32 

○1
2 3 15 14 13 12 8 9

17 16 4 5 6 7 11 10

 
 
 

○2
2 16 4 14 13 7 11 9

17 3 15 5 6 12 8 10

 
 
 

 

○3
17 3 4 14 13 7 8 10

2 16 15 5 6 12 11 9

 
 
 

○4
17 3 4 14 6 12 11 9

2 16 15 5 13 7 8 10

 
 
 

 

(2) x=9 時， ' 144 ,  =18  72r lS S S ,  

1 1

2 2

1 2 3 4 5 6 7 8 =36 =+36

17 16 15 14 13 12 11 10 =108 = 36

16 14 12 10 8 6 4 2 3 4 5

l

l



 

   

內圈

外圈

、 、 和相等

 

○1  16+14+6=12+10+8+4+2=36、○2  16+12+8=14+10+6+4+2=36、 

○3  14+12+10=16+8+6+4+2=36、○4  16+14+4+2=12+10+8+6=36、 
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○5  16+12+6+2=14+10+8+4=36、○6  16+10+8+2=14+12+6+4=36、 

○7  16+4+6+10=2+14+12+8=36 

○1
17 16 3 4 5 12 7 8

1 2 15 14 13 6 11 10

 
 
 

○2
17 2 15 4 13 6 7 8

1 16 3 14 5 12 11 10

 
 
 

 

○3
1 16 15 14 5 6 7 8

17 2 3 4 13 12 11 10

 
 
 

○4
17 16 3 4 5 6 11 10

1 2 15 14 13 12 7 8

 
 
 

 

○5
17 2 15 4 5 12 7 10

1 16 3 14 13 6 11 8

 
 
 

○6
17 2 3 14 13 6 7 10

1 16 15 4 5 12 11 8

 
 
 

 

○7
17 2 3 14 5 12 11 8

1 16 15 4 13 6 7 10

 
 
 

 

(3) x=17 時， ' 136 ,  =17  68r lS S S ,  

1 1

2 2

1 2 3 4 5 6 7 8 =44 =+32

16 15 14 13 12 11 10 9 =108 = 32

15 13 11 9 7 5 3 1 4

l

l



  

 

內圈

外圈

和相等

 

○1  15+1+13+3=11+5+9+7=32、○2  15+1+11+5=13+3+9+7=32、 

○3  15+1+9+7=13+3+11+5=32、○4  15+3+5+9=1+13+11+7=32 

○1
16 15 3 4 5 6 10 9

1 2 14 13 12 11 7 8

 
 
 

○2
16 2 14 4 5 11 7 9

1 15 3 13 12 6 10 8

 
 
 

 

○3
16 2 3 13 12 6 7 9

1 15 14 4 5 11 10 8

 
 
 

○4
16 2 3 13 5 11 10 8

1 15 14 4 12 6 7 9

 
 
 

 

由以上討論知(4+7+4)2!
8!

8
= 151200 ∴C2R8 有 151200 個相異幻圓 

8. 討論 C2Rn 的存在性： 

(1) 當 n=4k+1， k N  

  
  1

8 3 8 4
4 2 8 3

2
mn

k k
S k k

 
    ，   , 2, 4 1 8 2 4 2m n k k x k        

       ' 4 2 8 3 4 2 8 4 4 1S k k k k k         
'

8 4, 2(2 1)(4 1)
4 1

r l

S
S k S k k

k
     


 

1 1

2 2

1 2 4 1 (4 1)(2 1) (2 1)(4 1)

8 3 8 2 4 3 3(4 1)(2 1) (2 1)(4 1)

8 2 8 2 (2 1)(4 1)

k l k k k k

k k k l k k k k

k k k k

         

           

    

內圈

外圈

均為偶數無法合成 無解

由以上討論得知 C2R4k+1 無解 

(2) 當 n=4k+2， k N  

  1

(8 6)(8 5)
8 5 4 3

2
mn

k k
S k k

 
    ，   , 2,4 2 4 2 1,4 3,8 +5m n k k x k k        

i. x=1 時，

     ' 8 5 4 3 1 8 7 4 2S k k k k      

' '

8 7 ,  (8 7)(2 1)
4 2 2

r l

S S
S k S k k

k
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2

1 1

2

2 2

2 3 4 3 (2 1)(4 5) 8 8 2

8 5 8 4 4 4 3(4 1)(2 1) (8 8 2)

8 3 8 1 1

k l k k k k

k k k l k k k k

k k

        

          

  

內圈

外圈

考慮的組合有(8k+3、1)，(8k-1、5)，(8k-5、9)，……，(4k+3、4k+1)  

（※排除(8k+1、3)，(8k-3、7)，……，(4k+5、4k-1)），且每個組合的和皆

為 8k+4，可以從
(2 1) 1

2

k  
=k+1 個的組合之中選取

(2 1) 1

2

k  
=k 個組

合，使和為 2(2 1) 1
(8 4) 8 4

2

k
k k k

 
    ，只要再從剛才跳過的差，選取

兩項使得和為 4k+2（如：3 與 4k-1），就可以讓總和變為 28 8 2k k  。 

因此，當 n=4k+2 時，幻圓 C2Rn (1) 必存在，且可以此為構造方法。 

ii. x=n+1=4k+3 時， 

     ' 8 5 4 3 (4 3) 8 6 4 2S k k k k k        ,
' '

r

S S
S = =8k+6 , S = =2(4k+3)(2k+1)

4k+2 2
l

 

1 1

2 2

1 2 3 4 2 (2 1)(4 3) (4 3)(2 1)

8 5 8 4 8 3 4 4 3(2 1)(4 3) (4 3)(2 1)

8 4 8 2 8 2 (4 3)(2 1)

k l k k k k

k k k k l k k k k

k k k k k

         

            

     

內圈

外圈

均為偶數無法合成 無解

因此，當 n=4k+2 時，幻圓 C2Rn (n+1) 不存在。 

iii. x=2n+1=8k+5 時， 

     ' 8 5 4 3 (8 5) 8 5 4 2S k k k k k        ,
' '

r

S S
S = =8k+5 , S = =(8k+5)(2k+1)

4k+2 2
l

 

2

1 1

2

2 2

1 2 4 2 (2 1)(4 3) 2(2 1)

8 4 8 3 4 3 (2 1)(12 7) 2(2 1)

8 3 8 1 1

k l k k k

k k k l k k k

k k

       

         

  

內圈

外圈

由於這 4k+2 個與圓心為 1 時的相同，討論方式皆為從 4k+2 個中找

出若干個使其總和為 22(2 1)k  ，故解法皆與圓心為 1 時相同。 

因此，當 n=4k+2 時，幻圓 C2Rn (2n+1) 必存在，且可以此為構造方法。 

 計算 C2R4k+2 的總數 

i. x=1 時 

1 3 4 1  4 3 8 3

          2 1                    2 1

k k k

k k

   

 共 項 共 項

：
 

 

共有 2k+1 組對數的和為 8k+4；共有 k 組對數的和為 4k+2 

1 =│ 2 │=
28 8 2k k  =k(8k+4)+4k+2 

若取 k 組和為 8k+4 的對數與 1 組和為 4k+2 的對數，則其值為 1 =│ 2 │，

因此將對數中的兩數對調後即可得到幻圓。 

對數和為 8k+4 

共 2k+1 組 

對數和為 4k+2 

共 k 組 

 

 

k 1 2 1 2 2 1

1 1

k k k k

k kC C C C    
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k-1 3 
2 1 6 2 5

1 3 1 3

k k k k

k kC C C C  

   

   

k-i 1+2i 
2 1 2(1 2 ) 2 4 1

2 1 2 2 1 2

k i k k i k

k i i k i iC C C C    

     

當和為 8k+4 的對數少 i 組，和為 4k+2 的對數即增加 2i 組 

2 1 2(1 2 ) 2 1 4

1 2 1 2

k i k k i k

k i i k i iC C C C    

      

 2k-1-4i k-i 且 k 1+2i   k 3i+1  
1

3

k
i i


 且  



0 1 1,2,3

1 4 4,5,6

2 7 7,8,9

i k k

i k k

i k k

    

    

     

  
1

3

k
i

 
  
 

 

 2 1 2 5 2 1 4

1 1 3 1 2

k k k k k i k

k k k i iC C C C C C   

      

∴C2R4k+2 在 x=1 的情況下非等價幻圓至少有

1

3
2 (1 4 )

1 2

0

k

k i k

k i i

i

C C

 
 
 

 

 



 組 

ii. x=2n+1=8k+5 時 

由於這4k+2個與圓心為1時的均相同，討論方式皆為從2k+1組和為8k+4

的對數與 4k+2 組和為 4k+2 的對數中取其值為
1 =│

2 │，故解法皆與圓心

為 1 時相同。 

∴C2R4k+2 在 x=8k+5 的情況下非等價幻圓至少有

1

3
2 (1 4 )

1 2

0

k

k i k

k i i

i

C C

 
 
 

 

 



 組 

∴至少有

1

3
2 (1 4 )

1 2

0

(4 2)!
2( ) 2!

(4 2)

k

k i k

k i i

i

k
C C

k

 
 
 

 

 




 


 種 C2R4k+2 相異幻圓 

(3) 當 n=4k+3， k N  

  
  1

8 7 8 8
4 4 8 7

2
mn

k k
S k k

 
        , 2,4 3 8 6 4 4m n k k x k        

     ' 4 4 8 7 (4 +4) 4 4 8 6S k k k k k       ,   
' '

8 8 ,  4 1 4 3
4 3 2

r l

S S
S k S k k

k
      


 

1 1

2 2

1 2 4 3 2(4 3)( 1) 2(4 3)( 1)

8 7 8 6 4 5 6(4 3)( 1) 2(4 3)( 1)

8 6 8 4 2

k l k k k k

k k k l k k k k

k k

         

           

  

內圈

外圈
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1 2

1 1

1

1 1 1

2 4 3 1

2 2 8 6
2 4 3 1

2

2 2 ' 2 ' 2 2 2 -1

'- 4 2 (1) (1)+(2) 2 ' 12 8 ' 6 4
   

' 8 6 (2) (2)-(1) 2 4 4 2 2

2 2 , 2 4 , , 6 4

k k

k k
S k k

k a a a a k

a a k a k a k

a a k a k a k

k k k



     

 
   

      

       


        

  

均為偶數 取和為 即可

設

設項數有 項 首項為 末項為 由公差 得

可得一

、 、

， ， ，

－

－

取 組幻圓解

 

∴C2R4k+3 的幻圓有解 

(4) 當 n=4k， k N  

1mnS 
=

(8 1)(8 2)

2

k k 
=32k 2 +12k+1,    , 2,4 4 1,4 1,8 1m n k k x k k       

i. x=1 時 

'S =(8k+1)(4k+1)-1=32k 2 +12k，
rS =

'

4

S

k
=8k+3，

lS =
'

2

S
=2k(8k+3) 

2

1 1

2

2 2

2 3 4 4 1 =2k(4k+3) =+8k

8 1 8 8 1 4 2 =2k(12k+3) = 8k

8 1 8 3 8 5 1

k l

k k k k l

k k k

 

    

   

內圈

外圈  

考慮的組合有(8k-1、1)，(8k-3、3)，(8k-5、5)，……，(4k+1、4k-1)，

且每個組合的和為 8k，又
28

8

k
k

k
 ，所以必能從 2k 個組合中找出 k 個組

合，使總和為 8k 2 ，再將這些組合相對應的兩數交換，即可構成幻圓。 

因此，當 n=4k 時，幻圓 C2Rn (1)必存在，且可以此為構造方法。 

ii. x=n+1=4k+1 時 

'S = (8k+1)(4k+1)-(4k+1)= 16k 2 +8k , rS =
'

4

S

k
=8k+2 , lS =

'

2

S
=4k(4k+1) 

2

1 1

2

2 2

1 2 3 4 2 (4 1) 8 2

8 1 8 8 1 4 2 2 (12 3) (8 2)

8 8 2 8 4 2

k l k k k

k k k k l k k k

k k k

     

        

  

內圈

外圈

考慮的組合有(8k、2)，(8k-2、4)，(8k-4、6)，……，(4k+2、4k)，且每

個組合的和皆為 8k+2，又
2 (4 1)

8 2

k k
k

k





，所以必能從 2k 個組合中找出 k

個組合使得總和為 8k+2，再將這些組合相對應的兩數交換，即可構成幻

圓。因此，當 n=4k 時，幻圓 C2Rn (n+1) 必存在，且可以此為構造方法。 

iii. x=2n+1=8k+1 時 

'S =(8k+1)(4k+1)-(8k+1)=32k 2 +4k , rS =
'

4

S

k
=8k+1 , lS =

'

2

S
=2k(8k+1) 

2

1 1

2

2 2

1 2 3 4 2 (4 1) 8

8 8 1 8 2 4 1 2 (12 1) 8

8 1 8 3 8 5 1

k l k k k

k k k k l k k k

k k k

    

       

   

內圈

外圈  
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考慮的組合有(8k-1、1)，(8k-3、3)，(8k-5、5)，……，(4k+1、4k-1)，

且每個組合的和皆為 8k，又
28

8

k
k

k
 ，所以必能從 2k 個組合中找出 k 個

組合，使總和為 8k 2，再將這些組合相對應的兩數交換，即可構成幻圓。 

因此，當 n=4k 時，幻圓 C2Rn (2n+1) 必存在，且可以此為構造方法。 

 計算 C2R4k 的總數 

i. x=1 

1 3 4 1  4 1 8 1

          2                   2

k k k

k k

   

共 項 共 項 

：
 

 

共有 2k 組對數的和為 8k；共有 k 組對數的和為 4k 

 2

1 2 8 8k k k       
  8

2 4

k i k

i k

 



組數對，和為
取

組數對，和為
 

2 2 4 2 8 2 4

0 1 2 1 2 2 2 2

k k k k k k k i k

k k k k i iC C C C C C C C  

              

其中2 4k i k i   且 2k i 3k i 
3

k
i  且 i

3

k
i

 
   

 
 

∴C2R4k(1)非等價幻圓至少有
3

2 4

2

0

k

k i k

k i i

i

C C

 
 
 







 組 

ii. x=4k+1 

2 4 4   4 2 8

          2                    2

k k k

k k

 

共 項 共 項

：
  

共有 2k 組數對，其和為 8k+2   取 k 組數對，和為 8k+2 

1 2   ＝    2 4 1 8 2k k k k      

C2R4k 在 x=4k+１的情況下非等價幻圓至少有 2k

kC 組 

iii. x=8k+1 

1 3 4 1  4 1 8 1

          2                   2

k k k

k k

   

共 項 共 項 

：
  

共有 2k 組對數的和為 8k；共有 k 組對數的和為 4k 

1 2   =  28 8k k k   
  8

2 4

k i k

i k

 



組數對，和為
取

組數對，和為
 

2 2 4 2 8 2 4

0 1 2 1 2 2 2 2

k k k k k k k i k

k k k k i iC C C C C C C C  

              

其中2 4k i k i   且 2k i 3k i 
3

k
i  且 i

3

k
i
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C2R4k 在 x=8k+1 的情況下非等價幻圓至少有
3

2 4

2

0

k

k i k

k i i

i

C C

 
 
 







 組 

C2R4k 的幻圓共至少有
 3

2 4 2

2

0

4 !
2 2!

4

k

k i k k

k i i k

i

k
C C C

k

 
 
 







 
 

    
 
 

 種 

(二) 當 3m  時，C3Rn(x) 

1. C3R2，
7 28 ,  [3,2] 6 ,  628 =4S x x   │ ， ' 24 ,  12,  8r lS S S    

Max 有序排列刪去法：

將數字由大開始填入第

一行，再將剩餘兩數之

和填入第二行，找出剩

餘兩數的組合 

最大數 較小兩數和 較小兩數組合 

7 5 
3 

2 

6 6 
5 

1 

5 7 
 

 
 

首先找到一組 

1 1

2 2

3 3

7 6 13 5

3 5 8 0

2 1 3 5

l

l

l

   

  

   

內圈

中圈

外圈

2 6

3 5

7 1

 
 
 
  

 

1

2

3

8

8

8

l

l

l







 

13  5  5 

由於中圈上的數未必只能為 3、5，因此必頇再處理： 

7 6

3 5

2 1

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

13, 5

8, 0

3, 5

l

l

l

   

  

   

 

得到了兩組結果，分別進行處理 

(1) 

3 6

7 1

2 5

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

9, 1

8, 0

7, 1

l

l

l

   

  

   

 

2 6 2 6

7 1 3 5

3 5 7 1

   
    
   
      

 

13  1  1 

(2) 

7 5

2 6

3 1

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

12, 4

8, 0

4, 4

l

l

l

   

  

   

 

3 5 2 6

2 6 3 5

7 1 7 1

   
    
   
      

 

13  4  4 

∴C3R2(4) 共有
2!

1 3! 6
2

   種相異幻圓 

 (1) (2) 

12  4 1 4 1 

32  -1 -4 -1 -4 
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2. C3R3， 7 55, [3,3] 3, 3 55 =1,4,7,10S x x    ， ' 54, 18, 18r lS S S    

i. x=1 時 

最大數 較小兩數和 較小兩數組合 

10 8 
6   5 

2   3 

9 9 
7   6   5 

2   3   4 

8 10 
7   6 

3   4 

7 11 
6 

5 

找到兩組幻圓(A,B) 

1 1

2 2

3 3

13

10 9 8 27 9

6 5 7 18 0

2 4 3 9 9

8 5 5 9,

l

l
A

l

    

   

    

 

內圈

中圈
組：

外圈

無法合成 無解

 

由於無法直接合成幻圓，且中圈上的數未必為 6、5、7，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) (4) 

12  441 441 441 

-4-1-4 

441 

-4-1-4 32  -4-1-4 -4-1-4 

(1)

6 9 8

10 5 3

2 4 7

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

23 =-5

18 =0

13 =+5

l

l

l

 

 

 

1

6 4 8

10 5 3 =

2 9 7

A

 
 


 
  

 

13  4  5  1 

(2)

10 5 8

2 9 7

6 4 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

23 =-5

18 =0

13 =+5

l

l

l

 

 

 

2 1

10 5 3

2 9 7

6 4 8

A A

 
 

  
 
  

 

13  4  1  5 

(3)

10 5 8

6 9 3

2 4 7

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

23 =-5

18 =0

13 =+5

l

l

l

 

 

 

 

13  8  1  1  5 無法合成 無解  

(4)

10 9 7

6 4 8

2 5 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

26 =-8

18 =0

10 =+8

l

l

l

 

 

 

3 1

2 9 7

6 4 8

10 5 3

A A

 
 

  
 
  

 

13  8  4  4 
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1 1

2 2

3 3

13

10 9 8 27 9

5 7 6 18 0

3 2 4 9 9

7 7 4 9,

l

l
B

l

    

   

    

 

內圈

中圈
組：

外圈

無法合成 無解

 

由於無法直接合成幻圓，且中圈上的數未必為 5、7、6，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) (4) 

12  522 522 522 

-2-5-2 

522 

-2-5-2 32  -2-5-2 -2-5-2 

(1)

5 9 8

10 2 6

3 7 4

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

22 =-4

18 =0

14 =+4

l

l

l

 

 

 

1 1

5 9 4

10 2 6

3 7 8

B A

 
 

  
 
  

 

13  2  2  4 

(2)

10 7 8

3 9 6

5 2 4

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

25 =-7

18 =0

11 =+7

l

l

l

 

 

 

 

13  5  5  4  7 無法合成 無解  

(3)

10 7 8

5 9 4

3 2 6

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

25 =-7

18 =0

11 =+7

l

l

l

 

 

 

 2 1

5 9 4

10 2 6

3 7 8

B A

 
 

  
 
  

 

13  7  5  2 

(4)

10 9 6

3 7 8

5 2 4

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

25 =-7

18 =0

11 =+7

l

l

l

 

 

 

3 1

10 2 6

3 7 8

5 9 4

B A

 
 

  
 
  

 

13  5  7  2 

觀察 A 組與 B 組

5 9 4 10 2 6 6 2 10 6 10 2

10 2 6 5 9 7 4 9 5 4 5 9

3 7 8 3 7 8 8 7 3 8 3 7

       
       

   
       
              

 

經行列互換可得 1

6 4 8

10 5 3

2 9 7

A

 
 


 
  

，m=n 時，令行列互換為等價結構 

ii. x=4 時 

最大數 較小兩數和 較小兩數組合 

10 7 
6   5 

1   2 
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9 8 
7   6   5 

1   2   3 

8 9 
7   6 

2   2 

找到兩組幻圓(C,D) 

1 1

2 2

3 3

13 2

10 9 8 27 10

6 5 7 18 1

1 3 2 6 11

9 6 6

l

l
C

l

    

    

    

  

內圈

中圈
組：

外圈

0無法直接合成幻圓 無解⇒ ，

 

由於無法直接合成幻圓，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) (4) 

12  441 441 441 

-5-2-5 

441 

-5-2-5 32  -5-2-5 -4-2-5 

(1)

6 9 8

10 5 2

1 3 7

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

23 =-6

17 =0

11 =+6

l

l

l

 

 

 

1

6 3 8

10 5 2

1 9 7

C

 
 

 
 
  

 

13  5  6  1  

(2)

10 5 8

1 9 7

6 3 2

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

23 =-6

17 =0

11 =+6

l

l

l

 

 

 

2 1

10 5 2

1 9 7

6 3 8

C C

 
 

  
 
  

 

 13  4  2  6  

(3)

10 5 8

1 9 7

6 3 2

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

23 =-6

17 =0

11 =+6

l

l

l

 

 

 

 3 1

10 5 2

1 9 7

6 3 8

C C

 
 

  
 
  

 

13  4  2  6   

(4)

10 9 7

6 3 8

1 5 2

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

26 =-9

17 =0

8 =+9

l

l

l

  

  

  

4 1

1 9 7

6 3 8

10 5 2

C C

 
 

  
 
  

 

 13  9  4  5 

1 1

2 2

3 3

13 2

10 9 8 27 10

5 7 6 18 1

2 1 3 6 11

8 8 5 0

l

l
D

l

    

    

    

  

內圈

中圈
組：

外圈

無法直接合成幻圓 無解⇒ ，

 

由於無法直接合成幻圓，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) 

12  524 524 524 
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32  -3-6-3 -3-6-3 -3-6-3 

(1)

5 9 8

10 1 6

2 7 3

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

22 =-5

17 =0

12 =+5

l

l

l

 

 

 

1 1

5 9 3

10 1 6

2 7 8

D C

 
 

  
 
  

 

13  3  2  5 

(2)

10 7 8

2 9 6

5 1 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

25 =-8

17 =0

9 =+8

l

l

l

 

 

 

 

13  5  6  5  8 無法合成 無解  

(3)

10 7 8

5 9 3

2 1 6

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

25 =-8

17 =0

9 =+8

l

l

l

 

 

 

 2 1

5 9 3

10 1 6

2 7 8

D C

 
 

  
 
  

 

13  8  6  2 

iii. x=7 時 

最大數 較小兩數和 較小兩數組合 

10 6 
5   4 

1   2 

9 7 
6   5   4 

1   2   3 

8 8 
6   5 

2   3 

找到兩組幻圓(E,F) 

1 1

2 2

3 3

13 2

10 9 8 27 11

5 4 6 15 1

1 3 2 6 10

9 6 6 0

l

l
E

l

    

    

    

   

內圈

中圈
組：

外圈

無法直接合成幻圓，無解

 

由於無法直接合成幻圓，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) (4) 

12  552 552 552 

-4-1-4 

552 

-4-1-4 32  -4-1-4 -4-1-4 

(1)

5 9 8

10 4 2

1 3 6

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

22 =-6

16 =0

10 =+6

l

l

l

 

 

 

1

5 3 8

10 4 2

1 9 6

E

 
 

 
 
  

  

13  4  6  2 



 16 

(2)

10 4 8

1 9 6

5 3 2

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

22 =-6

16 =0

10 =+6

l

l

l

 

 

 

2 1

10 4 2

1 9 6

5 3 8

E E

 
 

  
 
  

 

13  5  1  6 

(3)

10 4 8

5 9 2

1 3 6

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

22 =-6

16 =0

10 =+6

l

l

l

 

 

 

 

13  9  1  2   無法合成 無解  

(4)

10 9 6

5 3 8

1 4 2

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

25 =-9

16 =0

7 =+9

l

l

l

  

  

  

3 1

1 9 6

5 3 8

10 4 2

E E

 
 

  
 
  

 

13  9  5  4 

1 1

2 2

3 3

13 2

10 9 8 27 11

4 6 5 15 1

2 1 3 6 10

8 8 5 0

l

l
F

l

    

    

    

  

內圈

中圈
組：

外圈

無法直接合成幻圓 無解⇒ ，

 

由於無法直接合成幻圓，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) (4) 

12  633 633 633 

-2-5-2 

633 

-2-5-2 32  -2-5-2 -2-5-2 

(1)

4 9 8

10 1 5

2 6 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

21 =-5

16 =0

11 =+5

l

l

l

  

 

 

1

4 9 3

10 1 5

2 6 8

F

 
 

 
 
  

 

13  2  3  5 

(2)

10 6 8

2 9 5

4 1 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

24 =-8

16 =0

8 =+8

l

l

l

  

  

  

 

13  6  5  5   無法合成 無解  

(3)

10 6 8

4 9 3

2 1 5

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

24 =-8

16 =0

8 =+8

l

l

l

  

  

  

 2 1

2 6 8

4 9 3

10 1 5

F F

 
 

  
 
  

 

13  6  8  2 

(4)

10 9 5

2 6 8

4 1 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

24 =-8

16 =0

8 =+8

l

l

l

  

  

  

 3 1

1 9 6

5 3 8

10 4 2

F F

 
 

  
 
  

 

13  6  8  2 
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iv. x=10 時 

最大數 較小兩數和 較小兩數組合 

9 6 
5   4 

1   2 

8 7 
6   5   4 

1   2   3 

7 8 
6   5 

2   3 

找到兩組幻圓 

1 1

2 2

3 3

13

9 8 7 24 9

5 4 6 15 0

1 3 2 6 9

8 5 5

l

l
G

l

    

   

    



內圈

中圈
組：

外圈

無法直接合成幻圓 無解⇒ ，

 

由於無法直接合成幻圓，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) (4) 

12  441 441 441 

-4-1-4 

441 

-4-1-4 32  -4-1-4 -4-1-4 

(1)

5 8 7

9 4 2

1 3 6

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

20 =-5

15 =0

10 =+5

l

l

l

 

 

 

1

5 3 7

9 4 2

1 8 6

G

 
 

 
 
  

  

13  4  5  1 

(2)

9 4 7

1 8 6

5 3 2

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

20 =-5

15 =0

10 =+5

l

l

l

 

 

 

2 1

9 4 2

1 8 6

5 3 7

G G

 
 

  
 
  

 

13  4  1  5 

(3)

9 4 7

5 8 2

1 3 6

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

20 =-5

15 =0

10 =+5

l

l

l

 

 

 

 

13  8  1  1  5 無法合成 無解  

(4)

9 8 6

5 3 7

1 4 2

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

23 =-8

15 =0

7 =+8

l

l

l

 

 

 

 3 1

1 8 6

5 3 7

9 4 2

G G

 
 

  
 
  

 

13  8  4  4 

1 1

2 2

3 3

13

9 8 7 24 9

4 6 5 15 0

2 1 3 6 9

7 7 4

l

l
H

l

    

   

    



內圈

中圈
組：

外圈

無法直接合成幻圓 無解⇒ ，

 

由於無法直接合成幻圓，因此必頇再處理： 
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 (1) (2) (3) (4) 

12  522 522 522 

-2-5-2 

522 

-2-5-2 32  -2-5-2 -2-5-2 

(1)

4 8 7

9 1 5

2 6 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

19 =-4

15 =0

6 =+4

l

l

l

 

 

 

1 1

4 8 3

9 1 5

2 6 7

H G

 
 

  
 
  

 

13  2  2  4 

(2)

9 6 7

2 8 5

4 1 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

22 =-7

15 =0

8 =+7

l

l

l

  

  

  

 

13  5  5  4   無法合成 無解  

(3)

9 6 7

4 8 3

2 1 5

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

22 =-7

15 =0

8 =+7

l

l

l

  

  

  

 2 1

2 6 7

4 8 3

9 1 5

H G

 
 

  
 
  

 

13  7  5  2 

(4)

9 8 5

2 6 7

4 1 3

 
 
 
  

1 1

2 2

3 3

22 =-7

15 =0

8 =+7

l

l

l

  

  

  

 3 1

9 1 5

2 6 7

4 8 3

H G

 
 

  
 
  

 

13  5  7  2 

共有 4 組非等價幻圓，∴C3R3(x)有
3!

4 3! 2 96
3

    個相異幻圓 

3. C3R4 

13 91, [3,4] 12, 12 91- =7S x x   , 
84 84

' 91 7 84 28
4 3

r lS S S     ， =21，  

最大數 較小兩數和 較小兩數組合 

13 8 
6   5 

2   3 

12 9 
8   6   5 

1   3   4 

11 10 
9   8   6 

1   2   4 

10 11 
9   8   6 

2   3   5 
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1 1

2 2

3 3

13

13 12 11 10 46 18

6 5 9 8 28 0

2 4 1 3 10 18

11 8 10 7

l

l
A

l

    

   

    



內圈

中圈
組：

外圈
 1

13 4 1 10

6 5 9 8

2 12 11 3

A

 
 

 
 
  

 

由於中圈上的數未必為 6、5、9、8，因此必頇再處理： 

 (1) (2) 

12  77 2 2 7 7 2 2 

32  -4-1-8-5 4 -1 8 -5 

(1)

13 5 9 10

2 12 11 3

6 4 1 8

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

37 =-9

28 =0

19 =+9

l

l

l

 

 

 

2 1

13 4 1 10

2 12 11 3

6 5 9 8

A A

 
 

  
 
  

 

13  7  1   8   2 

(2)

6 12 11 8

13 4 1 10

2 5 9 3

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

37 =-9

28 =0

19 =+9

l

l

l

 

 

 

3 1

6 8 9 8

13 4 1 10

2 12 11 3

A A

 
 

  
 
  

 

13  4  7   2   5 

1 1

2 2

3 3

13

13 12 11 10 46 18

5 8 6 9 28 0

3 1 4 2 10 18

10 11 7 8

l

l
B

l

    

   

    



內圈

中圈
組：

外圈
 1

13 1 4 10

5 8 6 9

3 12 11 2

B

 
 

 
 
  

 

由於中圈上的數未必為 5、8、6、9，因此必頇再處理： 

 (1) (2) (3) 

12  8 4 5 1 8 4 5 1 

-2-7 -2-7 

8 4 5 1 

32  -2-7 -2 -7 -2-7 -2 -7 

(1)

13 8 11 10

3 12 4 9

5 1 6 2

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

42 =-14

28 =0

14 =+14

l

l

l

  

 

 

 

13  8  7   5   8  14 無法合成 無解  

(2)

5 12 11 9

13 1 4 10

3 8 6 2

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

37 =-9

28 =0

19 =+9

l

l

l

 

 

 

2 1

3 12 11 2

13 1 4 10

5 8 6 9

B B

 
 

  
 
  

 

13  2  4   5   7 

(3)

13 8 6 10

3 12 11 2

5 1 4 9

 
 
 
  

 

1 1

2 2

3 3

37 =-9

28 =0

19 =+9

l

l

l

 

 

 

3 1

13 1 4 10

3 12 11 2

5 8 6 9

B B

 
 

  
 
  

 

13  8  7   2   1 
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共有 2 組非等價幻圓，∴C3R4(x)有
4!

2 3! 72
4

    個相異幻圓 

4. C3R5、C3R6…C3Rn 均以相同流程處理，但隨 n 之增加複雜度遽增 

 

五、 CmRn 的圓心（2 3m  ） 

將先前的研究結果所得到的圓心整理出下表，粗體紅字表示以此數為圓心的幻圓無解 

m    n 2 3 4 5 6 7 8 n 為偶數 n 為奇數 

2 

無 4 1 

5 

9 

6 1 

7 

13 

8 1 

9 

17 

n=4k 1、n+1、2n+1 n=4k+1 n+1 

n=4k+2 
1、n+1、2n+1 

n=4k+3 
n+1 

3 

4 1 

4 

7 

10 

7 1 

16 

4 

10 

16 

1 

22 

13 

n=6k 

1
2

n
 、

3
1

2

n
 、

5
1

2

n
  

n=6k+3 

1 

n+1 

2n+1 

3n+1 

n=6k+2 

n=6k+4 

3
1

2

n
  

n=6k+1 

n=6k+5 

1 

3n+1 

 

從上表可以觀察出 C2R3 與 C3R2 的圓心相同，於是我們猜想是否當 n、m 

有特殊關係時，不同的幻圓能擁有相同的圓心。 

綜合文中所定義的條件，我們可以知道圓心
2 2

1

3 2

2
mn

m n mn
x S 

 
  （mod ,m n ），

至於 ,m n 的值，可分為下列幾種進行討論： 

(一) 設 n 為偶數( 2 ,n t t N  )，m 為質數： 

1.  2,   , 2m m t m n t n    ,  2

1 2 3 1 2 1 1 1 modmnS n n n n n          

2.  2,  , 2m m t m n t n   不整除 ,  2

1 2 3 1 2 1 1 1 modmnS n n n n n          

3.  2,  ( ) , 2 2m m n m t t ms m n t ms n      設  

 4 2 2 2

1

( 2) ( 2)
2 3 1 1 1 1 1 1 mod

2 2 2 2
mn

m n mn m n n
S m s m s m s n

 
                

4.  2,  , 2m m t m n mn mt   不整除

 2 2

1 2 3 1 1 1 mod
2

mn

mn
S m t mt mt mn         

(二) 設 n 為奇數( 2 +1,n t t N  )，m 為質數： 

1.  2,   , 2m m t m n n   ,  2

1 2 3 1 1 mod 2mnS n n n n       



 21 

2.  2,  , 2m m t m n n  不整除 ,  2

1 2 3 1 1 mod 2mnS n n n n       

3.  2,  ( ) ,m m n n ms m n ms n    設  

 
4 2 2 2 2

1

3 2 ( 3)
1 1 ( 1) 1 1 1 mod

2 2
mn

m s m s m s m s
S mn m n n n

  
               

4.  2,  , 2 +m m n m n mt m mn   不整除  

2 2 2 2

1

4 4 6 3 2

2
mn

m t m t m mt m
S 

    
  

 2 2 2 ( 3)
=(2 ) (2 ) 1 1 1 mod

2

m
m t m t mt m mn mn


        

※ 由上述討論，我們可以從同心圓數以及半徑數的關係找出所有可能的圓心。 

※ 成立幻圓的首要步驟為定出圓心，因此我們可以從得到的結果中直接挑選完成。 

 

六、 幻圓的性質 

(一) 互補性 

給定一個幻圓 CmRn，將幻圓上任一個數 t 用 mn+2-t 代換，得到另一個互補

的幻圓 CmRn。例如：前文提到的 C2R6(1)與 C2R6(13)即為互補幻圓。 

(二) 幻圓與幻方的關係 

給定一個幻圓 CnRn，當 x=
2 1n  時，將幻圓 CnRn 用n n 矩陣表示，若此

時的對角線和＝列和＝行和，即可得到 n 階幻方。同理，已知一個n 階幻方，若

再以 2 1n  當做圓心，即可得出一幻圓 CnRn (
2 1n  )。 

(三) 圓心 x 與總和
1mnS 
存在同餘關係 

(四) 跳心平移 

若存在幻圓 CmRn 之圓心 x, y，此時可將幻圓 CmRn(x)中每一元素加上(y-x)，

使得圓心由 x 變成 y，又每個圓周內大小介於 1~mn+1 的元素個數相同，則可將

所有元素 mod(mn+1)，藉由跳心平移得到換心幻圓 CmRn(y)。 

例：C2R4 存在圓心 1,5，此時可將幻圓 C2R4(1)中每一元素加上 4，使得圓心由 1 

變成 5，且每個圓周內大小介於 1~9 的元素個數皆為 2 個，便可將所有元素

mod(9)，藉由跳心平移得到 C2R4(5)。註：9(mod 9) 視為 9 

9 3 4 6 13 7 8 10 4 7 8 1
(mod9)

2 8 7 5 6 12 11 9 6 3 2 9

       1                       5                                      5               x x x

     
      

     

  

 

(五) 伸縮與平移 

1. 平移：將幻圓中每一元素增加一個定數 k，則 rS 增加 mk， lS 增加 nk。 

2. 伸縮：將幻圓中每一元素乘上一個定數 k，則 rS 、 lS 皆增為 k 倍。 

3. 由於幻圓具有平移及伸縮的特性，可得知等差數列亦可構成幻圓，且幻圓保

持 rS 、 lS 相等的特性。 
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(六) 幻圓與圓形數獨 

「數獨」（sudoku）來自日文，但概念源自「拉丁方陣」，是十八世紀瑞士

數學家歐拉發明的。圓形數獨規則：在 m 個同心圓、2m 條半徑的圓形中，每個

圓圈，隔著圓心相對的兩個區域，都有從 0 到2 1m 的數字，每個數字只出現一

次。數字在每個同心圓以及每條半徑上各出現一次，正好可以視為幻圓 CmR2m(x)

上的數字(忽略圓心)取 mod 2m 之餘數。 

例：左圖為 C4R8(33)幻圓，右圖即為圓形數獨。  

23
25

2

13

22

3

24

33

7
11

18

28

27

26

21

15

4

19

20

1

12

9

10

17

31

32
5

6

16
29

30

14
8

              
 

七、 幻圓的構造方法 

(一) 基本構造方法 A 

如前文三所述，首先尋找圓心數 x，控制半徑和
rS 相同，接著微調圓周和

lS （利

用差數微調，使得個別圓周和 '

1l = '

2l = '

3l =…= '

ml ）。 

(二) 基本構造方法 B 

1. 先求出圓心 x。除了圓心之外的將每個數依右圖順序排列成

n×m 的矩形，因此，我們可以確定圓周和相等。 

2. 我們將排列後的數字一同減去圓心，以縮減總和，使數字利

於計算。 

3. 因為每一列的數字和是相等的，所以只需從 m 列中各取一數使之和為

1
1

2

mn
m x

n

  
    

  
，即可確定半徑和相等。 

4. 再將簡化後的數字加上圓心，便可得到 CmRn(x)。 

例： C5R4 

(1) 求出圓心為 11 

(2) 將 1、2、3…10，12、13、14…21 依序排列成 4×5 的矩形，將每一數 

分別減去 11，可得到-10、-9、-8…-1，1、2、3…10 的矩形。 

         

(mod 8) → 
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(3) 其數字和應為 0，經計算得(6)+(7)+(-3)+(-4)+(-6)= 

(-10)+(-2)+(8)+(9)+(-5)=(-1)+(4)+(3)+(-7)+(1)=(5)+(-9)+(-8)+(2)+(10)=0 

(4) 加回 11 即可得到 C5R4(11) 

17 1 10 16

18 9 15 2

8 19 14 3

7 20 4 13

5 6 12 21

 
 
 
 
 
 
  

 

 

（二）由 C2Rn(n 為偶數)推廣 

探討完 C2Rn 幻圓之後(n 為偶數)，因為 4 為 2 的倍數，因此我們想知道是

否能將已知的 C2Rn 幻圓經過適當轉換而得到 C4Rn 幻圓？以下是討論過程： 

已知幻圓 C2Rn( 2n+1)與 C2Rn( n+1)如下： 

圓心為 2n+1（相當於圓心為 1 的幻圓每個數皆減掉 1） 

'
1 2 3 1

'
1 2 3 2

(2 1) / 2

(2 1) / 2

n

n

a a a a l n n

b b b b l n n

  
 

  
 

圓心為 n+1 

1 2 3

1 2 3

n

n

c c c c

d d d d

 
 
 

'

3

'

4

( 1)

( 1)

l n n

l n n

 

 
 

(1) 欲構成圓心為 4n+1 的幻圓 

將圓心為 2n+1 的幻圓複製一次，每個數皆加上 2n，與原本的 2n+1 幻圓合

併如下： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2 2

2 2 2 2

n

n

n

n

a a a a

a n a n a n a n

b b b b

b n b n b n b n

 
 

   
 
 
 

    

'

1

'

2

'

3

'

4

(2 1) / 2

(6 1) / 2

(2 1) / 2

(6 1) / 2

l n n

l n n

l n n

l n n

 

 

 

 

 

2

1

2

2

2

3

2

4

n

n

n

n

  

  

  

  

 

2       2        2         2

2       2        2         2

n n n n

n n n n
   

→選取
2

2 2

n n

n
 組  , 2i ia a n 及  , 2i ib b n 交換 

∴共有
2 2

n n
n nC C （幻圓 C2Rn(2n+1)總數） 

(2) 欲構成圓心為 3n+1 的幻圓 

將圓心為 n+1 的幻圓複製一次，每個數皆加上 2n，與原本的 2n+1 幻圓合併

如下： 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2 2

2 2 2 2

n

n

n

n

a a a a

c n c n c n c n

b b b b

d n d n d n d n

 
 

   
 
 
 

    

'

1

'

2

'

3

'

4

(2 1) / 2

(3 1)

(2 1) / 2

(3 1)

l n n

l n n

l n n

l n n

 

 

 

 

 

1

2

3

4

(2 0.5) / 2

(2 0.5) / 2

(2 0.5) / 2

(2 0.5) / 2

n n

n n

n n

n n

   

   

   

   

 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2

2 2 2 2

n n

n n

n c a n c a n c a n c a

n d b n d b n d b n d b

       
 

       
 

（∵差數皆為不定數 ∴沒有固定的轉換規則） 

(3) 欲構成圓心為 2n+1 的幻圓 

將圓心為 2n+1 的幻圓複製一次，每個數皆加上 2n+1，與原本的 2n+1 幻圓

合併如下： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

n

n

n

n

a a a a

a n a n a n a n

b b b b

b n b n b n b n

 
 

       
 
 
 

        

'

1

'

2

'

3

'

4

(2 1) / 2

(6 3) / 2

(2 1) / 2

(6 3) / 2

l n n

l n n

l n n

l n n

 

 

 

 

1

2

3

4

(2 1) / 2

(2 1) / 2

(2 1) / 2

(2 1) / 2

n n

n n

n n

n n

   

   

   

   

 

2 1       2 1        2 1         2 1

2 1       2 1        2 1         2 1

n n n n

n n n n

   
 

   
 

→選取

(2 1)

2

2 1 2

n n
n

n






組  , 2 1i ia a n  及  , 2 1i ib b n  交換 

∴共有
2 2

n n
n nC C （幻圓 C2Rn(2n+1)總數） 

(4) 欲構成圓心為 n+1 的幻圓 

將圓心為 2n+1 的幻圓複製一次，每個數皆加上 2n+1，與原本的 n+1 幻圓合

併如下： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1
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(2 0.5) / 2

(2 0.5) / 2

(2 0.5) / 2

(2 0.5) / 2

n n

n n

n n

n n

   

   

   

   

 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

n n

n n

n a c n a c n a c n a c

n b d n b d n b d n b d

           
 

           
 

（∵差數皆為不定數 ∴沒有固定的轉換規則） 

(5) 欲構成圓心為 1 的幻圓 

將圓心為 2n+1 的幻圓複製一次，每個數皆加上 2n+1，而原本的 2n+1 幻圓

每個數皆加上 1 合併如下： 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3
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2              2             2             2

2              2             2             2

n n n n

n n n n
   

→選取
2

2 2

n n

n
 組  1, 2 1i ia a n   及  1, 2 1i ib b n   交換 

∴共有
2 2

n n
n nC C （幻圓 C2Rn(2n+1)總數） 

（三）對於 C4Rn(x)的其中一種構造方法 

1. x=4n+1 

1.將 1~4n 的數字依照下圖所示依序排列，並從中分成兩部份 

2.將右半部水平鏡射，如下圖矩陣所示，即構成幻圓 C4Rn(4n+1) 
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2. x=1：利用互補性，幻圓上任一數 t 可用 4n+2-t 代換如下圖 

4

7
4 1 4 2 1 3 2

2 2

5 3
2 2 2 3 1 2 2 2 1
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3. x=2n+1 

1. 除了圓心 2n+1 之外，將 1 ~4n+1 的數字依照下圖所示依序排列，並從

中分成兩部份 

2.將右半部水平鏡射，如下圖矩陣所示，即構成幻圓 C4Rn(2n+1) 

1 2 1 1
2 2

3 3
2 2 1 1 2 1

2 2

5 5
3 1 3 2 1 2 3 2 2

2 2

7 7
3 2 3 3 1 2 4 4 1
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4. x=n+1 (當 4 | n) 

1.除了圓心 n+1 之外，將 1 ~4n+1 的數字依照下圖所示依序排列 

2.將中央
2

n
行中四列數字中第一列與第二列一組，第三列與第四列一組，同組兩行上下交換， 

如下圖所示 

3.從中間分成兩個部分，將右半部水平鏡射，如下圖矩陣所示，即構成幻圓 C4Rn(n+1) 

3 3
1 2 1 1 1 1

4 4 2 2 4 4

7 7 3 3 5 5
2 1 2 2 1 2 1 2 1 3 2

4 4 2 2 4 4

11 11 5 5 9 9
3 1 3 2 1 2 1 2 1 2 3 2 2
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n n n n n n
n n

n n n n n n
n n n n

n n n n n n
n n n n

n n n n n n
n n n n
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5. x=3n+1 (當 4 | n)：利用互補性，幻圓上任一數 t 可用 4n+2-t 代換如下圖 
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(二) 正交圓的構造方法 

 我們發現若將拉丁圓與次拉丁圓內的元素做調整，但不改變拉丁圓各對角線上

元素各出現一次、次拉丁圓各對角線上元素各出現二次的性質，可以構成幻圓。

利用正交拉丁圓上沒有相同元素的性質可以構造出連續正整數，經過調整後，使

定義由直徑和相同轉為半徑和相同，另外加上圓心並做討論，即可得到幻圓。 

 

1. C2R4 

假設假設 P、Q 圓，並將 P、Q 圓相對應的位置相加 

 

        P 圓                Q 圓 

 

 

 



 28 

舉其中一種狀況為例 

(a，b，c，d)=(1，2，3，4)、(A，B)=(0，4)  (x=9) 

1

3

7

4 6

9

8 2

5

 

1 4 6 7

8 5 3 2

 
 
    

2. C3R3 

假設 P、Q 圓，並將 P、Q 圓相對應的位置相加 

 

        P 圓                Q 圓 

舉其中一種狀況為例  

(A，B，C)=(6，3，0) (a，b，c)=(1，2，3)  (x=10) 

  

3. C4R8 

假設 P、Q 圓，並將 P、Q 圓相對應的位置相加 

 

         P 圓                     Q 圓 

※ P 圓中同一顏色填入相同字母 A,B,C,D 

※ Q 圓中同一顏色以順時鐘或逆時鐘依序填入 a,b,c,d,e,f,g,h 
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5
42

9

6

3
10

7

8

7 6 3

2 8 4

5 1 9
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舉其中一種狀況為例 

(a，b，c，d，e，f，g，h)=(1，5，2，6，3，7，4，8) 

(A，B，C，D)=(24，16，8，0)  (圓心為 33) 

23
25

2

13

22

3

24

33
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16
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14
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8 4 30 26 19 23 9 13

10 14 7 3 29 25 20 24

17 21 11 15 6 2 32 28

31 27 18 22 12 16 5 1

 
 
 
 
 
 

 

 

陸、研究結果 

一、 在 C2Rn 幻圓中，k N ：  

(一) 當 n=4k+1 時無解。 

(二) 當 n=4k+2 時至少有

1

3
2 (1 4 )

1 2

0

(4 2)!
2( ) 2!

(4 2)

k

k i k

k i i

i

k
C C

k

 
 
 

 

 




 


 個相異幻圓。 

(三) 當 n=4k+3 時證明有解。 

(四) 當 n=4k 時至少有
 3

2 4 2

2

0

4 !
2 2!

4

k

k i k k

k i i k

i

k
C C C

k

 
 
 







 
 

    
 
 

 個相異幻圓。 

二、 在 C3Rn 幻圓中：當 n=2 時有 6 個相異幻圓，當 n=3 時有 96 個相異幻圓，當 n=4 時

有 72 個相異幻圓。 

三、 當 n 為偶數，由 C2Rn 可造出 C4Rn，進而推廣造出 C8Rn…。 

四、 圓心 x 與
1Smn
對 ,m n 來說存在同餘關係。 

柒、討論 

一、 幻圓 CnR2n 與圓形數獨之間存在對應關係。 

二、 C2R4 中的三個不同圓心間幻圓存在有平移加上 mod 9 之等價關係，但 C2R8 

中的三個不同圓心間卻有些幻圓不存在有平移加上 mod 17 之等價關係。 

9 3 4 6

2 8 7 5
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4 7 8 1

6 3 2 9
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9 8 12 13 14 4 16 17

10 11 7 6 5 15 3 2

                          1x

 
 
 





17 16 3 4 5 12 7 8

1 2 15 14 13 6 11 10

                         9x

 
 
 



 

三、 丁易東的太衍五十圖的應用 

丁易東的太衍五十圖除了最內層圓周外，每條半徑皆由五個數構成，且這五個數皆有

相同的個位數字，所以除了最內層圓周外各半徑之間的差必為 5 的倍數，因此太衍五十圖

巧妙的利用「5」字組的特性使各條直徑和相等，且由於太衍五十圖將各條半徑中最小數

的五倍置於最內層圓周，所以半徑和並不相等，但因為它具有奇妙的特性，所以只要將最

內層圓周相對應的兩數對調，即可轉換為 C6R8 (25)。我們認為這種特性很適合繼續做更

深入的探討，或許將來可以應用在某些幻圓的特殊建構法上。 

 

 

捌、結論 

在本研究中，我們探討了許多幻圓的性質與規律性，並針對其存在性做深入的思考，除此

之外，我們找到許多比基本建構方法更迅速、具巧思的特殊建構方法，使得尋找幻圓更為容易。

除此之外，若將幻圓推廣到空間中成為幻球也將會是個有趣的題目，期待我們將來能完成它。 
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【評語】040411 

1、 幻圓與幻方都屬於古老數學問題，幻方是幻圓之特例。 

2、 作者嘗試各種分析方法，對於 2 個及 3 個同心圓的情形

做了頗完整的解答與整理，並且得到不同的建構方法。 
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