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摘要 

將二維( 殘缺棋盤的完全覆蓋性質，推廣至三維()122 −× kk kkk 222 ×× －1)殘缺方塊，再推廣

至四維( －1)殘缺數對集合及 n 維( )殘缺數對集合。 k2×kkk 222 ×× 12 −×
44 8

Λ k22 ××
44 76 個n

kk
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壹壹壹壹、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機    

二維中由 kk
22 ×××× 個小正方格形成的正方形棋盤，若其中恰有一個方格殘缺我們稱為

「 )122( −×
kk 殘缺棋盤」。在大小為 )122(

22
−× 的殘缺棋盤中，無論殘缺的方格在哪一個

位置，都可用 5 個 L 形元件（     ）將此殘缺棋盤沒有重疊地完全覆蓋(以後簡稱為覆蓋)。

驚訝於如此完美的性質，引發我們思考這樣的性質能否更進一步地推廣至三維或四維甚至

n 維情況呢？於是我們開始探討殘缺中的完美性質。 

貳貳貳貳、研究目的研究目的研究目的研究目的 

一、二維中，一個( 122 −×
kk )殘缺棋盤，找出用 L 形元件將其覆蓋的策略。 

二、三維中，一個( 1222 −××
kkk )殘缺方塊，找出將其覆蓋的元件型態及策略。 

三三三三、四維中，一個( 12222 −×××
kkkk )四維殘缺數對集合，找出將其覆蓋的子集合型態及

策略。 

四、推廣至 n 維，一個( 1222 −×××

44 844 76
L

個n

kkk ) n 維殘缺數對集合，找出將其覆蓋的子集合型

態及策略。 

參參參參、、、、研究設備與器材研究設備與器材研究設備與器材研究設備與器材    

        筆、紙、模型。 

肆肆肆肆、、、、研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法研究過程與方法    

        從二維的殘缺棋盤中找出用 L 形元件覆蓋的策略，並將類似的性質推廣至三維與四維情

況，並進一步推廣至 n 維情況。    

伍伍伍伍、、、、研究結果研究結果研究結果研究結果    

        一一一一、、、、二維二維二維二維( 122 −×
kk ))))殘缺棋盤殘缺棋盤殘缺棋盤殘缺棋盤的的的的情況情況情況情況    

    （一）二維( 122
22

−× )殘缺棋盤，若殘缺方格在任一位置，都可用 5 個 L 形元件將其覆

蓋。策略說明如下：    

         1. 將棋盤劃成 4 個 22× 棋盤。 

                                                                                                                                                                                                                    ((((2222))))號號號號                                                    ((((1111))))號號號號    

    

                                                                                                                                                                                                                    ((((3333))))號號號號                                                    ((((4444))))號號號號 
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         2. 依殘缺方格所在位置決定正中心 22× 棋盤的 L 形元件覆蓋方式。 

                                                                                                                                                                                                                    ((((2222))))號號號號                                                    ((((1111))))號號號號    

    

    

                                                                                                                                                                                                                    ((((3333))))號號號號                                                    ((((4444))))號號號號 

         3. 覆蓋原則：若缺格位於(k)號 22× 棋盤中，則正中心 22× 棋盤中，擺放 L 形元件

以「缺口朝向(k)號 22× 棋盤」為原則。例如： 

(1)                       (2) 

 

 

 

 

 

     4. 當決定正中心 22× 棋盤的 L 形元件覆蓋方式後，恰剩下 4 個( 122 −× )殘缺棋盤，        

           可用 4 個 L 形元件覆蓋，如下圖： 

            (1) 

 

 

 

 

 

             (2) 

 

 

 

 

 

 

    （二）二維( 122
33

−× )殘缺棋盤，若殘缺方格在任一位置，都可用 21 個 L 形元件將其覆

蓋，策略說明如下： 

        1. 將棋盤劃成 4 個 22
22 × 棋盤。         ((((2222))))號號號號                                                                    ((((1111))))號號號號    

    

                                                                                                                                                                                                

                                                                                                                                                                                        ((((3333))))號號號號                                                                                            ((((4444))))號號號號    
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2. 依殘缺方格所在位置決定正中心 22× 棋盤的 L 形元件覆蓋方式。    

 

                                                 ((((2222))))號號號號                                                            ((((1111))))號號號號     

    

    

    

                                                                                                                                                                                                    ((((3333))))號號號號                                                                                    ((((4444))))號號號號    

    

         3. 覆蓋原則：若缺格位於(k)號 22
22 × 棋盤中，則正中心 22× 棋盤中，擺放 L 形元

件以「缺口朝向(k)號 22
22 × 棋盤」為原則。例如： 

    (1)                            (2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

         4. 當決定正中心 22× 棋盤的 L 形元件覆蓋方式後，恰剩下 4 個( 122
22

−× )殘缺棋

盤，可分別再用 5 個 L 形元件將其覆蓋。 

    (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

           (2) 
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    （三）設二維( 122
11

−×
−− kk )殘缺棋盤， 3≥k ，當殘缺方格在任一位置，都可用

122

122
11

−×

−×
−− kk

個 L 形元件將其覆蓋。則二維( 122 −×
kk )殘缺棋盤，殘缺方格在任一

位置，用
122

122
11

−×

−×
−− kk

個 L 形元件將其覆蓋的策略說明如下： 

        1. 將( kk
22 × )棋盤劃成 4 個 11

22
−−

×
kk 棋盤。   

 

    

    

    

    

    

    

    

         2. 依殘缺方格所在位置決定正中心 22× 棋盤的 L 形元件覆蓋方式。                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         3. 覆蓋原則：若缺格位於(k)號 22× 棋盤中，則正中心 22× 棋盤中，擺放 L 形元件

以「缺口朝向(k)號 11
22

−−
×

kk 棋盤」為原則。例如： 

               (1)                               (2)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4)(3)

(2)
(1)

(4)
(3)

(2) (1)

(1)

(4)

(2)

(3)

(2)

(3)

(1)

(4)
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         4. 當決定正中心 22× 棋盤的 L 形元件覆蓋方式後，恰形成 4 個( 122
11

−×
−− kk ) 殘缺

棋盤，可分別再用
122

122
11

−×

−×
−− kk

個 L 形元件將其覆蓋。 

    (1) 

 

 

 

 

 

 

 

           (2) 

             

 

 

 

 

 

 

    （四）由數學歸納法得知，一個 ( 122 −×
kk )殘缺棋盤，無論殘缺方格在任一位置，皆可

用相同策略以
122

122

−×

−×
kk

 個 L 形元件將其覆蓋。 

        二二二二、、、、三維三維三維三維( 1222 −××
kkk ))))殘缺殘缺殘缺殘缺方塊方塊方塊方塊的的的的情況情況情況情況    

    （一）三維中由 kkk
222 ×× 個小正立方塊組成的正立方塊，若其中恰有一個小正立方塊

殘缺我們稱為「 )1222( −−−−××××××××
kkk 殘缺方塊」。 

    （二）決定三維( 1222 −−−−××××××××
kkk )殘缺方塊的覆蓋元件為( 1222 −×× )殘缺方塊。 

    （三）三維( 1222
222

−×× )殘缺方塊，若殘缺小立方塊在任一位置，都可用 9

個元件將其覆蓋，策略說明如下：   

         1. 將正立方塊依三個面向劃成 8 個 222 ×× 立方塊。 

                                        (5555))))                        (8)(8)(8)(8) 

    

                      (6666))))                                                                                                                        ((((7777)))) 

                                                (1)(1)(1)(1)                                                                                                    (4(4(4(4))))            

                                            (2)(2)(2)(2)                                                                                                (3)(3)(3)(3)                    

 

(1)

(4)

(2)

(3)

(1)

(4)

(2)

(3)

 

(2)

(3)

(1)

(4)

(2)

(3)

(1)

(4)
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         2. 依殘缺小立方塊所在位置決定正中心 222 ×× 立方塊的元件覆蓋方式。 

 

 

 

 

          

 

         3. 覆蓋原則：若殘缺小立方塊位於(k)號 222 ×× 立方塊中，則正中心 222 ×× 立方

塊中，擺放元件以「缺口朝向(k)號 222 ×× 立方塊」為原則。例如：若殘缺小立

方塊位於(7)號 222 ×× 立方塊中，則元件擺放方式為缺口朝向(7)號 222 ×× 立方

塊，如右圖。 

             

          

      

      

         4. 當決定正中心 222 ×× 立方塊的元件覆蓋方式後，恰形成 8 個( 1222 −×× )殘缺方

塊，可分別再用 8 個元件覆蓋。 

 

                                                                                                                                                                                                ((((下方積木下方積木下方積木下方積木將缺口將缺口將缺口將缺口朝上朝上朝上朝上向中心推進向中心推進向中心推進向中心推進)))) 

 

    

    

 

 

 

 

    

    

((((在中央缺口放入基本元件在中央缺口放入基本元件在中央缺口放入基本元件在中央缺口放入基本元件)))) 
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((((上方積木向中上方積木向中上方積木向中上方積木向中心推進心推進心推進心推進))))    

    

    

                                                                                                                                                            
  （四）設三維( 1222

111
−××

−−− kkk )殘缺方塊， 3≥k ，當殘缺小立方塊在任一位置，都可用

1222

1222
111

−××

−××
−−− kkk

個元件將其覆蓋。則三維( 1222 −××
kkk )殘缺方塊，殘缺小立方

塊在任一位置，用
1222

1222

−××

−××
kkk

個元件將其覆蓋的策略說明如下： 

        1. 將 kkk
222 ×× 立方塊劃成 8 個 111

222
−−−

××
kkk 立方塊。    

                                                                (5) (5) (5) (5)                                                                                                         (8)(8)(8)(8)        

                                                                        

(6) (6) (6) (6)                                                                                                                             (7)(7)(7)(7)    

    

    

    

(4)(4)(4)(4)    

(2)(2)(2)(2)    

(3)(3)(3)(3)    

    

         2. 依殘缺小立方塊所在位置決定正中心 2 22 ×× 立方塊的元件覆蓋方式。                     

         3. 覆蓋原則：若殘缺小立方塊位於(k)號 111
222

−−−
××

kkk 立方塊中，則正中心 2 22 ××

立方塊中，擺放元件以「缺口朝向(k)號 111
222

−−−
××

kkk 立方塊」為原則。 

         4. 當決定正中心 2 22 ×× 立方塊的元件覆蓋方式後，恰形成 8 個( 1222
111

−××
−−− kkk )

殘缺方塊，可分別再用
1222

1222
111

−××

−××
−−− kkk

個元件將其覆蓋。 

    （五）由數學歸納法得知，三維( 1222 −××
kkk )殘缺方塊，無論殘缺小立方塊在任一位

置，皆可用相同策略以
1222

1222

−××

−××
kkk

個元件將其覆蓋。。。。    
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        三三三三、、、、將將將將二維二維二維二維( 122
22

−× ))))殘缺殘缺殘缺殘缺棋盤的棋盤的棋盤的棋盤的情況情況情況情況以集合形式表示以集合形式表示以集合形式表示以集合形式表示    

    （一）二維 22
22 × 棋盤中，將每一個方格的位置用正整數數對 ),( ba 表示如下圖。    

    

    

    

    

 

 

（二）定義二維集合 ( ){ }NbababaS ∈≤≤= ,,4,1,
2 ，則 2S 等同二維 22

22 × 棋盤。 

（三）對任意 ( ) 2
, Sji ∈ ，定義二維殘缺集合 ( ) ( ){ }jiSS ji ,

2

, −= ，則 ( )jiS , 等同殘缺位置為

( )ji, 的殘缺棋盤。 

（四）定義二維子集合 ( ) ( ){ }qbqpapSbaP qp
≤≤−≤≤−∈= 1,1,

2, ，其中 ( ) 2
, Sqp ∈ 。

我們特別考慮 5 個二維子集合 ( )qp
P

, ，其中 { }4,2, ∈qp 或 ( ) ( )3,3, =qp 。 

    （五）定義元件集合 ( )
( ) ( ) ( ){ }utPP qpqp

ut ,
,,

, −= ，其中 ( ) ( )qpPut ,
, ∈ ，則 ( )

( )qp

utP ,

, 等同殘缺棋盤中的

L 形元件。如圖一， ( )
( )2,4

1,3P 等同紅色 L 形元件， ( )
( )4,4

3,4P 等同藍色 L 形元件。 

                    

                 ( )
( )2,4

1,3
P               ( )

( )4,4

3,4
P  

                        圖一圖一圖一圖一    

    

    （六）二維 )122(
22

−× 殘缺棋盤，無論殘缺方格在哪一個位置，都可用 5 個 L 形元件將

其覆蓋。同理，二維殘缺集合 ( )jiS , 中，無論殘缺數對是哪一個 ),( ji ，都可用 5 個

元件集合 ( )
( )qp

utP ,

, 將 ( )jiS , 覆蓋，覆蓋策略說明如下： 

 

 

(1,4) (2,4) (3,4) (4,4) 
 

(1,3) (2,3) (3,3) (3,4) 
 

(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) 
 

(1,1) (2,1) (3,1) (4,1) 
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          1. 若殘缺數對 ( ) ( )3,3
, Pji ∈ ，即殘缺方格在正中心的 22 ×××× 棋盤中： 

            (1) 設殘缺數對為 ( ) ( )3,3
2,2 P∈ ，則 ( ) ( )3,32,2

, PP 皆缺了數對

)2,2( ，可先以 ( )
( )

( )
( )3,3

2,2

2,2

2,2 , PP 覆蓋，其覆蓋殘缺集合 ( )2,2S

的方式等同圖二。                                                                                                                                                                                                                                                            

                                                                                                                                                                                

    

圖二圖二圖二圖二                                    

 (2) 因 為 ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }2,3,3,2,3,3

3,3

2,2 =P ， 且 ( ) ( )
,3,3

4,4P∈  

( ) ( ) ( ) ( )2,44,2
2,3,3,2 PP ∈∈ ， 故 可 再 以 ( )

( )
( )
( )

,,
4,2

3,2

4,4

3,3 PP  

( )
( )2,4

2,3P 將二維殘缺集合 ( )2,2S 覆蓋，等同圖三。 

 

圖圖圖圖三三三三                             

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

          2. 若殘缺數對 ( ) ( )3,32
, PSji −∈ ，即殘缺方格不在正中心的

22× 棋盤中： 

            (1) 設殘缺數對為 ( ) ( )4,4
3,4 P∈ ，則 )4,4(

P 缺了數對 )3,4( ，

可先以 ( )
( )4,4

3,4P 覆蓋，其覆蓋殘缺集合 ( )3,4S 的方式等同

圖四。 

圖圖圖圖四四四四                                 

                                                                                        

            (2) 因 為 ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }3,3,4,3,4,4

4,4

3,4 =P ， 且 )3,3(
)3,3( P∈ ， 則

)3,3(
P 缺了數對 )3,3( ，故可再以 )3,3(

)3,3(P 覆蓋，等同圖五。              

     

                                                                    

圖圖圖圖五五五五    

            (3) 又 )}2,2(),2,3(),3,2{(
)3,3(

)3,3( =P ， 且 ,)3,2(
)4,2(P∈  

)2,2()2,4(
)2,2(,)2,3( PP ∈∈ ， 故 可 再 以 ,,

)2,4(

)2,3(

)4,2(

)3,2( PP  

)2,2(

)2,2(P 將二維殘缺集合 )3,4(S 覆蓋，等同圖六。                              

                             

                                                                    圖圖圖圖六六六六 
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            四四四四、、、、將將將將三維三維三維三維( 1222
222

−×× ))))殘缺殘缺殘缺殘缺方塊的方塊的方塊的方塊的情況情況情況情況以集合形式表示以集合形式表示以集合形式表示以集合形式表示    

    （一）三維 222
222 ×× 立方塊中，將每一個小立方塊的位置用正整數數對 ( )cba ,, 表示如

下圖。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    （二）定義三維集合 },,,4,,1|),,{(
3 NcbacbacbaS ∈≤≤= ，則 3S 等同三維 222

222 ×× 立

方塊。 

    （三）對任意 ( ) Skji 3,, ∈ ，定義三維殘缺集合 )},,{(
3

),,( kjiSS kji −= ，則 ),,( kjiS 等同殘

缺位置為 ),,( kji 的殘缺方塊。 

    （ 四） 定義 三維 子集 合 }1,1,1|),,{(
3),,( rcrqbqpapScbaP rqp

≤≤−≤≤−≤≤−∈= , 其 中

( ) Srqp 3,, ∈ 。 我 們 特 別 考 慮 9 個 三 維 子 集 合 ( )rqp
P

,, ， 其 中 { }4,2,, ∈rqp 或

( ) ( )3,3,3,, =rqp 。 

（五）定義元件集合 )},,{(
),,(),,(

),,( vutPP
rqprqp

vut −= ，其中 ( ) ( )rqpPvut ,,
,, ∈ ，則 ),,(

),,(

rqp
vutP 等同殘

缺方塊中的元件。 

    （六）三維( 1222
222

−×× )殘缺方塊，無論殘缺小立方塊在哪一個位置，都可用 9 個元

              (1,1,2) (1,2,2) (1,3,2) (1,4,2)

          (2,1,2) (2,2,2) (2,3,2) (2,4,2)

      (3,1,2) (3,2,2) (3,3,2) (3,4,2)

(4,1,2) (4,2,2) (4,3,2) (4,4,2) 

              (1,1,3) (1,2,3) (1,3,3) (1,4,3)

          (2,1,3) (2,2,3) (2,3,3) (2,4,3)

      (3,1,3) (3,2,3) (3,3,3) (3,4,3)

(4,1,3) (4,2,3) (4,3,3) (4,4,3) 

              (1,1,4) (1,2,4) (1,3,4) (1,4,4)

          (2,1,4) (2,2,4) (2,3,4) (2,4,4)

      (3,1,4) (3,2,4) (3,3,4) (3,4,4)

(4,1,4) (4,2,4) (4,3,4) (4,4,4) 

              (1,1,1) (1,2,1) (1,3,1) (1,4,1)

          (2,1,1) (2,2,1) (2,3,1) (2,4,1)

      (3,1,1) (3,2,1) (3,3,1) (3,4,1)

(4,1,1) (4,2,1) (4,3,1) (4,4,1) 
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件將其覆蓋。同理，三維殘缺集合 ),,( kjiS 中，無論殘缺數對是哪一個 ),,( kji ，都

可用 9 個元件集合 ),,(

),,(

rqp
vutP 將 ),,( kjiS 覆蓋，覆蓋策略說明如下： 

         1. 若殘缺數對 ( ) )3,3,3(
,, Pkji ∈ ，即殘缺小立方塊在正中心的 222 ×× 立方塊中：  

            (1) 設殘缺數對為 ( ) )3,3,3(
2,2,2 P∈ ，則 ( ) ( )

PP
3,3,32,2,2 , 皆缺了數對 ( )2,2,2 ，可先以

( )
( )

( )
( )

PP
3,3,3
2,2,2

2,2,2
2,2,2 , 覆蓋。 

            (2) 因 為 )}3,2,2(),2,3,2(),2,2,3(),,3,3,2(),3,2,3(),2,3,3(),3,3,3{(
)3,3,3(

)2,2,2( =P ， 且

,)2,2,3(,)3,3,2(,)3,2,3(,)2,3,3(,)3,3,3(
)2,2,4()4,4,2()4,2,4()2,4,4()4,4,4( PPPPP ∈∈∈∈∈

)4,2,2()2,4,2(
)3,2,2(,)2,3,2( PP ∈∈ ， 故 可 再 以

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
,,,,

2,2,4

2,2,3

4,2,4

3,2,3

2,4,4

2,3,3

4,4,4

3,3,3 PPPP  

( )

( )

( )

( )

( )

( )
PPP

4,2,2

3,2,2

2,4,2

2,3,2

4,4,2

3,3,2
,, 等 7 個元件將 ( )S 2,2,2 覆蓋。 

         2. 若殘缺數對 ( ) ( )
PSkji 3,3,33,, −∈ ，即殘缺小立方塊不在正中心的 222 ×× 立

方塊中： 

  (1) 設殘缺數對為 ( ) ( )
P

4,4,43,3,4 ∈ ，則 ( )
P

4,4,4 缺了數對 ( )3,3,4 ，可先以

)4,4,4(

)3,3,4(P 覆蓋。 

  (2) 因為 )}3,3,3(),4,3,3(),3,4,3(),4,4,3(),4,3,4(),3,4,4(),4,4,4{(
)4,4,4(

)3,3,4( =P ，則 ( )
P

3,3,3

缺了數對 )3,3,3( ，故可再以 ( )
( )

P
3,3,3

3,3,3 覆蓋。 

            (3) 我 們 又 知 道 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,2,2,2,2,3,2,3,2,3,2,2,3,3,2,3,2,3,2,3,3

3,3,3

3,3,3 =P ， 且 

,)2,2,3(,)2,3,2(,)3,2,2(,)3,3,2(,)3,2,3(
)2,2,4()2,4,2()4,2,2()4,4,2()4,2,4( PPPPP ∈∈∈∈∈

)2,2,2(
)2,2,2( P∈ ，故可再以 ( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )2,2,2

2,2,2

2,2,4

2,2,3

2,4,2

2,3,2

4,2,2

3,2,2

4,4,2

3,3,2

4,2,4

3,2,3

2,4,4

2,3,3 ,,,,,, PPPPPPP

等 7 個元件將三維殘缺集合 )3,3,4(S 覆蓋。 
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        五五五五、、、、    推廣至推廣至推廣至推廣至 )12222(
2222

−××× 四維四維四維四維殘缺殘缺殘缺殘缺集合的情況集合的情況集合的情況集合的情況    

（一）定義四維集合 },,,,4,,,1|),,,{(
4 NdcbadcbadcbaS ∈≤≤= 。 

    （二）對任意 4
),,,( Slkji ∈ ，定義四維殘缺集合 { }),,,(

4

),,,( lkjiSS lkji −= 。 

    （三）定義四維子集合 { }sdsrcrqbqpapSdcbaP srqp
≤≤−≤≤−≤≤−≤≤−∈= 1,1,1,1),,,(

4),,,( ，

其中 4
,,, Ssrqp ∈ ，我們特別考慮 17 個四維子集合 ( )srqp

P
,,, ，其中 { }4,2,,, ∈srqp 或

( ) ( )3,3,3,3,,, =srqp 。 

    （四）定義元件集合 )},,,{(
),,,(),,,(

),,,( wvutPP
srqpsrqp

wvut −= ，其中 ( ) ( )srqpPwvut ,,,
,,, ∈ 。 

    （五）四維殘缺集合 ( )S lkji ,,, 中，無論殘缺數對是哪一個 ),,,( lkji ，都可用 17 個元件集合

�將 ( )S lkji ,,, 覆蓋，覆蓋策略說明如下 

         1. 若殘缺數對 ( ) ( )3,3,3,3
,,, Plkji ∈ ： 

            (1) 設殘缺數對為 ( ) ( )3,3,3,3
2,2,2,2 P∈ ，則 ( )3,3,3,3)2,2,2,2(

, PP �皆缺了數對 ( )2,2,2,2 ，

可先以 )3,3,3,3(

)2,2,2,2(

)2,2,2,2(

)2,2,2,2( , PP 覆蓋。 

            (2) 因為 

               ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }3,3,3,3,3,2,3,3,3,3,2,3,2,3,3,3,3,3,3,2,3,2,2,3,2,3,2,3

,3,2,3,2,2,2,3,3,2,3,3,2,3,3,2,2,2,2,2,3,2,2,3,2,2,3,2,2,3,2,2,2
3,3,3,3

2,2,2,2
=P  

               且 

               

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )4,4,4,44,2,4,44,4,2,4

2,4,4,44,4,4,24,2,2,42,4,2,4

4,2,4,22,2,4,42,4,4,24,4,2,2

2,2,2,42,2,4,22,4,2,24,2,2,2

),3,3,3,3(,)3,2,3,3(,3,3,2,3

)2,3,3,3(,),3,3,3,2(,)3,2,2,3(,2,3,2,3

)3,2,3,2(,),2,2,3,3(,)2,3,3,2(,3,3,2,2

)2,2,2,3(,),2,2,3,2(,)2,3,2,2(,3,2,2,2

PPP

PPPP

PPPP

PPPP

∈∈∈

∈∈∈∈

∈∈∈∈

∈∈∈∈

 

              故可再以 

)4,4,4,4(

)3,3,3,3(

)4,2,4,4(

)3,2,3,3(

)4,4,2,4(

)3,3,2,3(

)2,4,4,4(

)2,3,3,3(

)4,4,4,2(

)3,3,3,2(

)4,2,2,4(

)3,2,2,3(

)2,4,2,4(

)2,3,2,3(

)4,2,4,2(

)3,2,3,2(

)2,2,4,4(

)2,2,3,3(

)2,4,4,2(

)2,3,3,2(

)4,4,2,2(

)3,3,2,2(

)2,2,2,4(

)2,2,2,3(

)2,2,4,2(

)2,2,3,2(

)2,4,2,2(

)2,3,2,2(

)4,2,2,2(

)3,2,2,2(

,,,,,,

,,,,,,,

PPPPPPP

PPPPPPPP

等 15 個元件將 )2,2,2,2(S 覆蓋。 

         2. 若殘缺數對 ( ) ( )
PSlkji 3,3,3,34,,, −∈ ： 

            (1) 設殘缺數對為 ( ) ( )4,4,4,4
3,3,3,4 P∈ ，則 ( )

P
4,4,4,4 缺了數對 ( )3,3,3,4 ，可先以

( )
( )

P
4,4,4,4
3,3,3,4 覆蓋。 
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            (2) 因為 

               ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }4,4,4,4,4,3,4,4,4,4,3,4,3,4,4,4,4,4,4,3,4,3,3,4,3,4,3,4

,4,3,4,3,3,3,4,4,3,4,4,3,4,4,3,3,3,3,4,3,3,4,3,3,4,3,3,3,3,3,3,3
4,4,4,4

3,3,3,4
=P  

      則 ( )

P
3,3,3,3 缺了數對 ( )3,3,3,3 ，故可再以 )3,3,3,3(

)3,3,3,3(P 覆蓋。   

            (3) 又 

               ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }3,2,3,3,3,3,2,3,2,3,3,3,3,3,3,2,3,2,2,3,2,3,2,3,3,2,3,2

,2,2,3,3,2,3,3,2,,3,3,2,2,2,2,2,3,2,2,3,2,2,3,2,2,3,2,2,2,2,2,2,2
3,3,3,3

3,3,3,3
=P  

      且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )4,2,4,44,4,2,42,4,4,4

4,4,4,24,2,2,42,4,2,44,2,4,2

2,2,4,42,4,4,24,4,2,22,2,2,4

2,2,4,22,4,2,24,2,2,22,2,2,2

),3,2,3,3(,)3,3,2,3(,2,3,3,3

)3,3,3,2(,),3,2,2,3(,)2,3,2,3(,3,2,3,2

)2,2,3,3(,),2,3,3,2(,)3,3,2,2(,2,2,2,3

)2,2,3,2(,),2,3,2,2(,)3,2,2,2(,2,2,2,2

PPP

PPPP

PPPP

PPPP

∈∈∈

∈∈∈∈

∈∈∈∈

∈∈∈∈

 

               故可再以 

               
)4,2,4,4(

)3,2,3,3(

)4,4,2,4(

)3,3,2,3(

)2,4,4,4(

)2,3,3,3(

)4,4,4,2(

)3,3,3,2(

)4,2,2,4(

)3,2,2,3(

)2,4,2,4(

)2,3,2,3(

)4,2,4,2(

)3,2,3,2(

)2,2,4,4(

)2,2,3,3(

)2,4,4,2(

)2,3,3,2(

)4,4,2,2(

)3,3,2,2(

)2,2,2,4(

)2,2,2,3(

)2,2,4,2(

)2,2,3,2(

)2,4,2,2(

)2,3,2,2(

)4,2,2,2(

)3,2,2,2(

)2,2,2,2(

)2,2,2,2(

,,,,,,

,,,,,,,

PPPPPPP

PPPPPPPP
 

               等 15 個元件將四維殘缺集合 ( )3,3,3,4S 覆蓋。 

        六六六六、、、、再推廣至再推廣至再推廣至再推廣至 )12222( −×××
kkkk 四維四維四維四維殘缺殘缺殘缺殘缺集合的情況集合的情況集合的情況集合的情況    

    （一）為了方便說明一般性狀況，定義 kkkk
2222 ××× 四維集合

},,,,2,,,1|),,,{(
),4( NdcbadcbadcbaS kk

∈≤≤= 。 

    （二）對任意 ),4(
),,,(

kSlkji ∈ ，定義 )12222( −×××
kkkk 四維殘缺集合

)},,,{(
),4(),4(

),,,( lkjiSS kk

lkji −= 。 

    （三）定義 2222 ××× 四維子集合

{ }sdsrcrqbqpapSdcbaP ksrqp
≤≤−≤≤−≤≤−≤≤−∈= 1,1,1,1),,,(

),4(),,,( ，其中

),4(
),,,(

k
Ssrqp ∈ 。 

（四）定義 )12222( −××× 四維元件集合 ( , , , ) ( , , , )
( , , , )

{( , , , )}
p q r s p q r s

t u v w
P P t u v w= − ，其中

( , , , )
( , , , )

p q r st u v w P∈ 。 
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    （五）接下來我們用數學歸納法說明， )12222( −×××
kkkk 四維殘缺集合 ),4(

),,,(

k

lkjiS ，無論

殘缺數對是哪一個 ( )lkji ,,, ，都可用四維元件集合 ),,,(
),,,(
srqp

wvutP 將其覆蓋。 

         1. 當 2k = 時，由前面的討論得知成立。 

         2. 假設當 2k m= ≥ 時成立，則 1k m= + 時， 

(1) )1,4( +m
S 為 1111

2222
++++

×××
mmmm 四維集合，我們可以將它分割成 16 個

mmmm
2222 ××× 四維集合如下： 

(1)號：{( , , , ) |1 , , , 2 , , , , }
ma b c d a b c d a b c d N≤ ≤ ∈  

(2)號： 1
{( , , , ) | 2 1 2 ,1 , , 2 , , , , }

m m ma b c d a b c d a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(3)號： 1
{( , , , ) | 2 1 2 ,1 , , 2 , , , , }

m m ma b c d b a c d a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(4)號： 1
{( , , , ) | 2 1 2 ,1 , , 2 , , , , }

m m ma b c d c a b d a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(5)號： 1
{( , , , ) | 2 1 2 ,1 , , 2 , , , , }

m m ma b c d d a b c a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(6)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , 2 ,1 , 2 , , , , }

m m ma b c d a b c d a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(7)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , 2 ,1 , 2 , , , , }

m m ma b c d a c b d a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(8)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , 2 ,1 , 2 , , , , }

m m ma b c d a d b c a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(9)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , 2 ,1 , 2 , , , , }

m m ma b c d b c a d a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(10)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , 2 ,1 , 2 , , , , }

m m ma b c d b d a c a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(11)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , 2 ,1 , 2 , , , , }

m m ma b c d c d a b a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(12)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , , 2 ,1 2 , , , , }

m m ma b c d a b c d a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(13)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , , 2 ,1 2 , , , , }

m m ma b c d a b d c a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(14)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , , 2 ,1 2 , , , , }

m m ma b c d a c d b a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  
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(15)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , , 2 ,1 2 , , , , }

m m ma b c d b c d a a b c d N+
+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

(16)號： 1
{( , , , ) | 2 1 , , , 2 , , , , }

m ma b c d a b c d a b c d N+
+ ≤ ≤ ∈  

           (2) 若殘缺數對 ( , , , )i j k l ∈
(2 1,2 1,2 1,2 1)m m m m

P
+ + + + : 

設 ( , , , )i j k l = )2,2,2,2(
mmmm ，則先用四維元件集合 )12,12,12,12(

)2,2,2,2(

++++
mmmm

mmmmP 覆蓋，

此時前面討論中的(1)號四維集合原本就是一個 )12222( −×××
mmmm 殘缺

集合，而 =
++++ )12,12,12,12(

)2,2,2,2(

mmmm

mmmmP  

)}12,12,12,12(,)2,12,12,12(,)12,2,12,12(

),12,12,2,12(,)12,12,12,2(,)2,2,12,12(

,)2,12,2,12(,)12,2,2,12(,)2,12,12,2(

,)12,2,12,2(,)12,12,2,2(,)2,2,2,12(

,)2,2,12,2(,)2,12,2,2(,)12,2,2,2({

++++++++++

++++++++

++++++

+++++

+++

mmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmm

中的 15 個數對在覆蓋後恰會使前文中的(2)號 ~ (16)號 )2222(
mmmm

×××  

四維集合殘缺，例如：數對 )12,,22,2(
mmmm

+ 會使(5)號四維集合殘缺，數對

)12,12,2,2( ++
mmmm 會使(11)號四維集合殘缺。由歸納法的假設得知，這 16

個 )12222( −×××
mmmm 四維殘缺集合可分別用四維元件集合覆蓋。 

           (3) 若殘缺數對 ( , , , )i j k l ( )
−∈

+1,4 mS
(2 1,2 1,2 1,2 1)m m m m

P
+ + + + : 

設 ( , , , )i j k l = )2,1,2,1(
11 ++ mm ，因 ( )11

2,1,2,1
++ mm 屬於(10)號四維集合，則先用元

件 集 合 )12,12,12,12(

)12,2,12,2(

++++

++

mmmm

mmmmP 覆 蓋 ， 此 時 (10) 號 四 維 集 合 原 本 就 是 一 個

)12222( −×××
mmmm 四維殘缺集合，而 )12,12,12,12(

)12,2,12,2(

++++

++

mmmm

mmmmP 中的 15 個數對在

覆蓋後恰會使其他 15 個 )2222(
mmmm

××× 四維集合殘缺，由歸納法的假設得

知，這 16 個 )12222( −×××
mmmm 四維殘缺集合可分別用四維元件集合覆蓋。 
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七七七七、、、、再推廣至再推廣至再推廣至再推廣至( 1222 −×××

44 844 76
L

個n

kkk
) n 維殘缺集合的情況維殘缺集合的情況維殘缺集合的情況維殘缺集合的情況 

（一）1. 定義
44 844 76

L

個n

222
kkk

×××  n 維集合 

( ) ( ){ }NaaaaaaaaaS n

k

nn

kn
∈≤≤= ,,,,2,,,1,,, 212121

, LLL 。 

          2. 對任意 ( ) ( )kn

n Sbbb ,

21
,,, ∈L ，定義( 1222 −×××

44 844 76
L

個n

kkk
) n 維殘缺集合

( )
( ) ( ) ( ){ }n

knkn

bbb
bbbSS

n

,,, 21
,,

,,, 21

LL −= 。 

    3. 定義
48476
L

個n

222 ×××  n 維子集合

( ) ( ) ( ){ }nicacSaaaP iii

kn

n

ccc n ,,2,1,,,, 1

,

21

,,, 21 LLL
=≤≤∈= − ，其中

( ) ( )kn

n Sccc ,

21
,,, ∈L 。 

          4. 定義( 1222

n

−×××

48476
L

個

) n 維元件集合 ( )
( ) ( ) ( ){ }n

cccccc

ddd dddPP nn

n
,,, 21

,,,,,,

,,,
2121

21
LLL

L −= ，其

中 ( ) ( )nccc
n Pddd

LL ,,
21

21,,, ∈ 。 

〈二〉接下來我們用數學歸納法說明，( 1222 −×××

44 844 76
L

個n

kkk
) n 維殘缺集合 ( )

( )kn

bbb n
S

,

,,, 21 L ，

無 論 殘 缺 數 對 是 哪 一 個 ( )nbbb ,,,
21
L ， 都 可 用 ( 1222

n

−×××

48476
L

個

) n 維元 件 集 合

( )
( )n

n

ccc

dddP
,,,

,,,
21

21

L
L 將其覆蓋。 

1. 2=k 時，( 1222
222

−×××

44 844 76
L

個n

) n 維殘缺集合 ( )
( )2,

,,, 21

n

bbb n
S L 中，無論殘缺數對是哪一個

( )nbbb ,,,
21
L ，都可用 12 +

n 個 n 維元件集合將 ( )
( )2,

,,, 21

n

bbb n
S L 覆蓋，覆蓋策略說明如下﹕ 

(1)我 們 特別 考慮 12 +
n 個 n 維子 集合 ( )nccc

P
,,, 21 L ， 其 中 { }4,2,,,

21
∈nccc L 或

( ) ( )3,,3,3,,,
21

LL =nccc 。 

           (2)若殘缺數對 ( ) ( )3,,3,3

21
,,,

LL Pbbb n ∈ ： 

             設 ( ) )3,,3,3(
3,,3,2

LL P∈ ，可先以 ( )
( )3,,3,3

3,,3,2

L
LP 、 ( )

( )4,,4,2

3,,3,2

L
LP 覆蓋。而 ( )

( )3,,3,3

3,,3,2

L
LP 中的 12 −

n 個            

             數對恰可使前文(1)中剩餘的 12 −
n 個 n 維子集合殘缺，例如 ( )

( )3,,3,3

3,,3,2

L
LP 中的數對               
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            ( )2,3,,3 L 會使 ( )2,4,,4 L
P 殘缺，可分別再以 n 維元件集合覆蓋。 

(3)若殘缺數對 ( ) ( )
( ) ( )3,,3,31,

,,,21 21
,,,

L
LL PSbbb mn

bbbn n
−∈

+ ： 

設 ( ) ( )
( ) ( )3,,3,31,

1,4,,4,4,1,4,,4,4
L

LL PS mn
−∈

+ ，可先以 ( )
( )2,4,,4,4

1,4,,4,4

L
LP 覆蓋，而 ( )

( )2,4,,4,4

1,4,,4,4

L
LP 中的數對 

( )2,3,,3,3 L 會使 ( )3,,3,3 L
P 殘缺，故再以 ( )

( )3,3,,3,3

2,3,,3,3

L
LP 覆蓋，又 ( )

( )3,3,,3,3

2,3,,3,3

L
LP 中的 12 −

n 個數

對恰可使前文(1)中剩餘的 12 −
n 個 n 維子集合殘缺，例如 ( )

( )3,3,,3,3

2,3,,3,3

L
LP 中的數對

( )2,2,3,,3 L 會使 ( )2,2,4,,4 Lp 殘缺，可分別再以 n 維元件集合覆蓋。 

2. 假設 2≥= mk 時成立，則 1+= mk 時， 

(1) 
( )1, +mnS 為

444 8444 76
L

個n

mmm 111
222

+++
×××  n 維集合，我們可以將它分割成 n

2 個 n 維集合

如下﹕ 

第(1)組： ( ) ( )
}2,,,1,,,{ 21

1,

21

m

n

mn

n aaaSaaa ≤≤∈
+ LL ，共 1

0
=

nC 個。 

第(2)組﹕ ( ) ( )
n

mn

n aaaSaaa ,,,,,,{ 21

1,

21 LL +
∈ 121 +

m個大於等於中恰有  

                      個。，共且小於等於個大於等於，其餘且小於等於 n

1

1
C}2112

mm n −
+

 

第(3)組﹕ ( ) ( )
n

mn

n aaaSaaa ,,,,,,{ 21

1,

21 LL +
∈ 122 +

m個大於等於中恰有                       

                      個。，共且小於等於個大於等於，其餘且小於等於 n

2

1
C}2122

mm n −
+

 

  M  

  M  

第(n)組﹕ ( ) ( )
n

mn

n aaaSaaa ,,,,,,{ 21

1,

21 LL +
∈ 121 +−

mn 個大於等於中恰有   

                      個。，共且小於等於個大於等於，其餘且小於等於 n

1-n

1
C}2112

mm+
 

第(n+1)組﹕ ( ) ( )
}2,,,12,,,{

1
21

1,
21

++
≤≤+∈

m
n

mmn
n aaaSaaa LL ，共 1=

n

nC 個。 

因此
44 844 76

L

個n

mmm
222 ×××  n 維集合共 nn

n
nn CCC 210 =+++ L 個。 

(2) 若殘缺數對 ( )nbbb ,,,
21
L ( )12,,12,12 +++

∈
mmm

P
L ： 

設 ( ) ( )12,,12,2,,,
21

++=
mmm

nbbb LL ，則先用 n 維元件集合 ( )
( )12,,12,12

12,,12,2

+++

++

mmm

mmmP
L

L
覆

蓋，此時殘缺數對 ( )12,,12,2 ++
mmm L 會使前面討論(1)中第(n)組的 n 維集合

( ) ( ){ }1
321

,
21 2,,,12,21,,,

+
≤≤+≤≤∈

m
n

mmmn
n aaaaSaaa LL 殘 缺 ， 而
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( )
( )1̀2,,12,12

12,,12,2

+++

++

mmm

mmmP
L

L
中的 12 −

n 個數對恰會使剩下的 12 −
n 個 n 維集合殘缺，例如

( )
( )12,,12,12

12,,12,2

+++

++

mmm

mmmP
L

L
中 的 ( )12,,12,2,2 ++

mmmm L 會 使 第 (n-1) 組 中 的 n 維 集 合

( ) ( ){ }mm

n

mmn

n aaaaaSaaa 21,2,,,12,,, 2,1

1

43

,

21 ≤≤≤≤+∈
+LL 殘缺。由歸納

法的假設得知，這 n
2 個( 1222 −×××

44 844 76
L

個n

mmm
) n 維殘缺集合可分別用 n 維元件

集合覆蓋。 

(3) 若殘缺數對 ( )nbbb ,,,
21
L ( )12,,12,12)1,( ++++

−∈
mmm

PS
mn L ： 

設 ( ) ( )1

21
2,1,,1,,,

+
=

m

nbbb LL ， 因 ( )1
2,1,,1

+mL 屬 於 第 (2) 組 中 的 n 維 集 合

( ) ( ){ }1

121

,

21 212,2,,,1,,,
+

− ≤≤+≤≤∈
m

n

mm

n

mn

n aaaaSaaa LL ， 故 形 成 一 個

44 844 76
L

個n

mmm
222 ××× 的 n 維殘缺集合。先用元件集合 ( )

( )12,,12,12

12,2,,2

+++

+

mmm

mmmP
L

L
覆蓋，而

( )
( )12,12,,12

12,2,,2

+++

+

mmm

mmmP
L

L
中的 12 −

n
個數對恰會使剩下的 12 −

n 個
44 844 76

L

個n

mmm
222 ×××  n 維

集合殘缺，例如 ( )
( )12,12,,12

12,2,,2

+++

+

mmm

mmmP
L

L
中的 ( )mmm

2,12,12 ++ L 會使第(n)組中的 n 維集

合 ( ) ( ){ }m

n

m

n

mmn

n aaaaSaaa 21,2,,,12,,,
1

121

,

21 ≤≤≤≤+∈
+

−LL 殘缺。由歸納

法的假設知，這 n
2 個( 1222 −×××

44 844 76
L

個n

mmm
) n 維殘缺集合可分別用 n 維元件集合

覆蓋。 

陸陸陸陸、、、、討論討論討論討論 

一一一一、、、、二維( kk
22 × －1) 殘缺棋盤，殘缺方格在任一位置，由數學歸納法知，皆可用

122

122

−×

−×
kk

 

個 L 形元件將其覆蓋。 

二二二二、、、、三維( kkk
222 ×× －1)殘缺方塊，殘缺小立方塊在任一位置，由數學歸納法知，皆可

用
1222

1222

−××

−××
kkk

個元件將其覆蓋。 

三三三三、、、、四維( kkkk
2222 ××× －1)殘缺數對集合，無論殘缺數對是哪一個，由數學歸納法知

皆可用
12222

12222

−×××

−×××
kkkk

個元件集合將其覆蓋。 
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四四四四、、、、n 維( 1222

n

k
−×××

44 844 76
L

個

kk )殘缺數對集合，無論殘缺數對是哪一個，由數學歸納法知，

皆可用
1222

1222

n

n

−×××

−×××

43421 L

44 844 76
L

個

個

kkk

個元件集合將其覆蓋。 

柒柒柒柒、、、、結論結論結論結論    

二維( )122 −×
kk 殘缺棋盤的覆蓋性質，可推廣至三維( 1222 −××

kkk )殘缺方塊，再推廣至

四維( 12222 −×××
kkkk )殘缺數對集合，並可持續推廣至 n 維( 1222

n

k
−×××

44 844 76
L

個

kk )殘缺數

對集合，這樣的架構很美。 

捌捌捌捌、、、、參考資料與其他參考資料與其他參考資料與其他參考資料與其他     

  一一一一、、、、 作品名稱：「虧格」─中華民國第二十八屆國中組科展第三名。 

        作者：台北市立和平國民中學─陳綽、陳建彰、廖昱善。 

        網址：http://activity.ntsec.gov.tw/activity/race-1/28/pdf/28m/177.pdf。 

  二二二二、、、、高級中學基礎數學第一冊─數學歸納法。 

   



【評語】040410 

1、 取材自然完整，處理方法簡易，演示生動。 

2、 從 2 維出發，抽象化列 n 維殘缺數對集合，符合數學精

神。 

3、 若能再充分利用動態幾何來呈現，效果應更佳。 
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