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壹、摘要

我們先對幾個專有名詞作定義：

(1)序組列：將序組依一定規則排列。

如(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (4, 5), (3, 6), (2, 6), (1, 5)…。

(2)第 i序元列：將序組列中的第 i 序元獨自看成一數列。

如上述序組列的第一序元列為 1, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 1,…；

第二序元列為 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 5,…。

(3)原生數列：先設定生成元個數 m, 再將生成元 1, 2, …, m 不斷作順逆循環排列而得的數

列。如 1, 2, …, m, m, …, 2, 1, 1, 2, …, m, m, …,2 ,1, …。

(4)間隔 d取項：先設定間隔數 d, 再從原生數列第一項開始 , 每隔 d 項將之取出形成一新

數列的動作。如原生數列為 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 5, 4, 3, 2, 1, … 時, 間隔 3 取

項 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6, 5, 4, 3, 2, 1, …, 得到新數列為 1, 4, 6, 3, …。

現依以下規則構造一 n 維序組列：獨立設定各序元原生數列的生成元個數 mi , 再設定

間隔數 di 取項 , 得到的新數列當作各序元的序元列。本研究探討此 n 維序組列會出現多少

個相異序組？又將各序元列的起始項改成不是 1 時, 結果如何？

貳、研究動機

一個 m×n 的方格中, 光線從最左上角開始朝右下射出 , 碰到方格最邊緣時依反射定律反

射, 我們想知道光線不斷前進 , 會經過幾個格子？如圖(一), 這是一個 4×6 的方格, 光線共經

過 12 個格子, 我們將格子編號如圖(二)

圖(一) 圖(二)
此時光線經過的格子可視為一個不斷在變動的序組：(1, 1) → (2, 2) → (3, 3) → (4, 4) → (4, 5)
→ (3, 6) → (2, 6) → …

其兩個序元不斷作順逆循環：第一序元：1 2 3 4 4 3 2 1 1 2 3 4 4 3 2 1…

第二序元：1 2 3 4 5 6 6 5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 6 5 4 3 2 1…

因此探討經過的格子數可轉換為探討一個序組依此規則不斷變動所出現的相異序組數 。

參、研究目的

一、原生數列起始項 1、間隔 1 取項所成序元列之 n 維序組列的相異序組數。

二、原生數列起始項任意數 a、間隔 1 取項所成序元列之 n 維序組列的相異序組數。

三、原生數列起始項 1、間隔 d 取項所成序元列之 n 維序組列的相異序組數。

四、原生數列起始項任意數 a、間隔 d 取項所成序元列之 n 維序組列的相異序組數。

肆、研究設備及器材

紙、筆、腦、電腦軟體 (DEV C++)。

1 2 3 4 5 6

1 (1,1)(1,2)(1,3)(1,4)(1,5)(1,6)

2 (2,1)(2,2)(2,3)(2,4)(2,5)(2,6)

3 (3,1)(3,2)(3,3)(3,4)(3,5)(3,6)

4 (4,1)(4,2)(4,3)(4,4)(4,5)(4,6)
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伍、研究過程及理論

為了方便以下敘述, 我們先說明過程中會用到的一個重要引理：

(引理) n  2, 給定 2n 個整數 qi , ri , i = 1, 2,…, n

則方程組
















nnn tqrp

tqrp

tqrp
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tiZ 有解的充要條件為  (qi , qj )∣ri－rj ,  1  i < j  n

此時 p = p* + [ q1 , q2 ,…, qn ] t , tZ , 其中 p* 為 p 某一解 (證明於附錄 A)
透過 t 的調整可使 p* 落入範圍：0  p* < [ q1 , q2 ,…, qn ] , 以下使用本引理時 , p* 皆視

為調整後範圍。

四個子題的研究：

一、探討原生數列起始項 1、間隔 1取項所成序元列之 n維序組列的相異序組數
第 i 原生數列：1 2 … mi mi … 2 1 1 2 … mi mi … 2 1…  (miN)
間隔 1 取項得

第 i 序元列：1 2 … mi mi … 2 1 1 2 … mi mi … 2 1…
序組列會循環, 週期 T = [2m1, 2m2,…, 2mn ], 所以整個序組列的相異序組數等於一

週期內的相異序組數。 以下透過對相同序組出現規則的研究得到問題的解答。設相同

序組出現在第 k1 與 k2 項, 考慮其中序元出現的位置是在原生數列的順區 1 2… m 或逆

區 m… 2 1：
對第 i 序元列而言, 第 kj 項若位於順區, 則該序元= kj－2mi lij   (lijZ, 1 kj－2mi lij  mi )

若位於逆區, 則該序元= 2mi +1－(kj－2mi lij )
(lijZ, mi +1 kj－2mi lij  2mi)

當第 i 序元列的第 k1 與 k2 項位於同區, 得 k2－k1 = 2mi (li2－li1)

當第 i 序元列的第 k1 與 k2 項位於異區, 得 (k1 + k2) = 2mi (li1 + li2 +1) + 1
因此相同序組出現的狀況可能為三：

(一)所有序元列的第 k1 與 k2 項位於同區, 則 k1 與 k2 相差了 T 的某一整數倍。

       [證明]：k2－k1 = 2mi (li2－li1),  1  i  n  2mi∣k2－k1,  1  i  n

 1221 ]2,,2,2[ kkmmm n  T∣k2－k1

(二)所有序元列的第 k1 與 k2 項位於異區, 則 k1+ k2 = 1+ Tt , tZ。
       [證明]：(k1 + k2) = 2mi (li1 + li2 +1) + 1,  1  i  n

 k1 + k2 = 1 + [2m1, 2m2,…, 2mn] t = 1 + Tt , tZ

此狀況下, 考慮一週期項數 k：1   2   3 …  T－2   T－1   T

可兩兩配對成功, 所以同一序組皆出現兩次 , 計有
1

2
T 個相異序組。

(三)有些序元列的第 k1 與 k2 項位於同區, 有些位於異區, 不可能發生。

       [證明]：設第 i 序元列位於同區, 第 j 序元列位於異區

則







1)1(2

)(2

2121

1212

jjj

iii

llmkk

llmkk

 兩式相加得 2k2 = 2mi(li2－li1) + 2mj(lj1 + lj2 +1) + 1
兩邊奇偶不同, 矛盾！
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二、探討原生數列起始項任意數 a、間隔 1取項所成序元列之 n維序組列的相異序組數
原生數列起使項任意時 , 有兩種情形：

    (情形 1) 由 a 逆排到 1, 再不斷 1 2 … m m … 2 1 循環

(情形 2) 由 a 順排到 m, 再不斷 m … 2 1 1 2 … m 循環

將(情形 2)中每一項 x 改成 (m +1)－x 即可回到(情形 1), 且此動作不影響相異序組數計

算, 所以只討論(情形 1)。此時：

第 i 原生數列：ai ai－1…2 1 1 2 … mi mi … 2 1…  (miN)
間隔 1 取項得

第 i 序元列：ai ai－1…2 1 1 2 … mi mi … 2 1…
序組列會循環, 週期 T = [2m1, 2m2,…, 2mn ]。設相同序組出現在第 k1 與 k2 項：

對第 i 序元列而言, 第 kj 項若位於順區, 則該序元= kj－ai－2mi lij

(lij Z, 1 kj－ai－2mi lijmi )
若位於逆區, 則該序元= 2mi +1－(kj－ai－2mi lij )

(lijZ, mi +1 kj－ai－2mi lij  2mi)
當第 i 序元列的第 k1 與 k2 項位於同區, 得 k2－k1 = 2mi (li2－li1)

當第 i 序元列的第 k1 與 k2 項位於異區, 得 (k1 + k2) = 2mi (li1 + li2 +1) + (2ai +1)
相同序組出現的狀況可能有三：

(一)所有序元列的第 k1 與 k2 項位於同區, 則 k1 與 k2 相差了 T 的某一整數倍。

(二)所有序元列的第 k1 與 k2 項位於異區的充要條件為 (mi , mj)｜ai－aj , 1 i < j  n,
此時 k1 + k2 = k* + Tt , tZ, k*奇數。

[證明]：(k1 + k2) = 2mi (li1 + li2 +1) + (2ai +1), 1 i  n
由【引理】知有解的充要條件為 (2mi ,2mj )│(2ai +1)－(2aj +1) , 1 i < j  n
得 (mi , mj)│ai－aj , 1 i < j  n
此時 k1 + k2 = k* + [2m1,2m2,…, 2mn] t = k* + Tt, tZ。由關係式知 k1 + k2 奇數,
所以 k*奇數

此狀況下, 考慮一週期項數 k：1  2 …  k*－2 k*－1 k* k* + 1 …  T－1  T
奇 偶 奇 偶 奇 偶 奇 偶

可兩兩配對成功, 所以同一序組皆出現兩次, 計有
1

2
T 個相異序組。

(三)有些序元列的第 k1 與 k2 項位於同區, 有些位於異區, 不可能發生。

三、探討原生數列起始項 1、間隔 d取項所成序元列之 n維序組列的相異序組數
第 i 原生數列：1 2 … mi mi … 2 1 1 2 … mi mi … 2 1…  (miN)
間隔 di 取項得

第 i 序元列：1 1 + di 1 + 2di ……

序組列會循環, 週期 T = [
1
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設相同序組出現在第 k1+1 與 k2+1 項, 考慮其中序元出現的位置是在原生數列的順區或

逆區：

對第 i 序元列而言, 第 kj +1 項若位於順區, 則該序元= 1 + kjdi－2mi lij

(lij Z, 11+ kjdi－2mi lij  mi )
若位於逆區, 則該序元= 2mi +1－(1+ kjdi－2mi lij)

(lijZ, mi +11+ kjdi－2mi lij  2mi)
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當第 i 序元列的第 k1+1 與 k2 +1 項位於同區, 得
)2,(

2

ii

i

md

m
｜k2－k1

當第 i 序元列的第 k1+1 與 k2 +1 項位於異區, 得 (k1 + k2)di－2mi (li1 + li2 +1)=－1
相同序組出現的狀況可能有三：

 (一)所有序元列的第 k1+1 與 k2+1 項位於同區, 則 k1 與 k2 相差了 T 的某一整數倍。

    (二)所有序元列的第 k1+1 與 k2+1 項位於異區的充要條件為

di 為奇數, (di , 2mi ) = 1, 1 i  n 且 (2mi , 2mj)｜di－dj , 1 i < j  n
此時 k1 + k2 = k* + Tt , tZ, k*奇數。

[證明]：(k1 + k2)di－2mi (li1 + li2 +1) =－1, 1 i  n 有解的充要條件為 (di , 2mi ) = 1
得 di 奇數, 1 i  n
此時 k1 + k2 =αi + 2mi ti , tiZ , 1 i  n
由【引理】知上 n 式同時成立的充要條件為  (2mi , 2mj )│αi－αj ,

1 i < j  n
將 k1 + k2 =αi + 2mi ti 與 k1 + k2 =αj + 2mj tj 分別代回原關係的第 i 式與第 j 式

得







12

12

jjjj

iiii

Xmd

Xmd

其中 Xi = li1 + li2 + 1－ti di , Xj = lj1 + lj2 + 1－tj dj

由×dj－×di 得 (αi－αj) di dj－2miXi dj + 2mjXj di = di－dj

∵(di , 2mi) = (dj, 2mj) = 1 ∴( (2mi, 2mj), di dj) =1,
即(2mi, 2mj)│αi－αj (2mi, 2mj)│(αi－αj) di dj

又∵(2mi, 2mj)│2mi 且 (2mi, 2mj)│2mj

∴(2mi, 2mj)│(αi－αj) di dj  (2mi, 2mj)│di－dj

此時 k1 + k2 = k*+ [
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] t = k*+ Tt, tZ

因[
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m
]=[2m1, 2m2,…,2mn]偶數且由原式知 k1+

k2 奇數, 所以 k*奇數。

此狀況下, 仿子題二第(二)部分的配對方式, 可知同一序組皆出現兩次 , 計有
1

2
T 個

相異序組。

(三)有些序元列的第 k1+1 與 k2+1 項位於同區, 有些位於異區

( 設 Nn = {1, 2,…, n}, In Nn ,   In  Nn

i In , 第 i 序元列的第 k1+1 與 k2+1 項位於同區；

i Nn－In , 第 i 序元列的第 k1+1 與 k2+1 項位於異區)

充要條件為 di 偶數,
2

( , 2 )
i

i i

m

d m
奇數, i In

且 di 奇數, (di , 2mi ) = 1, i Nn－In；(2mi , 2mj)│di－dj , i, j Nn－In, i≠j

此時
nIM [

2

( , 2 )
i

i i

m

d m
]｜k2－k1； k1 + k2 = k* +

n nN IM  [
2

( , 2 )
i

i i

m

d m
] t , tZ , k*為奇數。

符號 JM [xi ]表示iJ , xi的最小公倍數；但若 J只有一個元素 j, 則表示 xj。

[證明]：
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式知
nIM [
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]｜k2－k1

由上面(二)的討論知式有解的充要條件為

di 奇數, (di , 2mi ) = 1, i Nn－In 且 (2mi , 2mj)│di－dj , i, j Nn－In, i≠j

此時 k1 + k2 = k* +
nn INM  [
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] t , tZ

其中
nn INM  [
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nn INM  [2mi]為偶數,

又由知 k1 + k2 奇數, 所以 k*奇數

k1, k2 一奇一偶  k2－k1 奇數  [有解]
nIM [
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]奇數。

得
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奇數, di 偶數, i In

此狀況下, T= [
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nn INM  [2mi] ) = e ,
nIM [
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] = ep,

nn INM  [2mi ] = e (2q),

e, p 為奇數且(p , 2q) = 1
此時 ep｜k2－k1 且 k1 + k2 = k*+ (2eq) t, tZ, 其中 k*奇數

將一週期 T= ep(2q) 內的項數依下面方式排成方陣：

第一行依序排入 1+ ep, 2 + ep,…, ep + ep,
第二行依序排入 1+ 2ep, 2+2ep,…, ep + 2ep,…………………………………………

如圖 一週期

項數

可看出同一列的項數奇偶相間 , 且因除以 ep 的餘數皆相同, 所以任兩項數 k1, k2 滿

足 ep｜k2－k1。

以下證無論 k*是哪一奇數 (1, 3,…, 2eq－1), 第 1 列至第 e 列中恰有一列的項數可

兩兩配對成 k*+ (2eq) t
且從此列開始每隔 e 列皆可達成：

(1)第 i 列中任一奇數項 i + (2j1 + 1)ep 與偶數項 i + (2j2)ep 配對除以 2eq 的餘數和第

一項 i + ep 與偶數項 i + 2 ( j1 + j2)ep [若 j1 + j2 > q, 則修正為 i + 2 ( j1 + j2－q)ep]
配對除以 2eq 的餘數相同。且若第 i 列中第一項 i + ep 與某偶數項 i + (2j)ep 可

配對成功, 則該列所有項皆可由以下方法兩兩配對成功。

項數 k：i + ep i + 2ep … i + (2j－1)ep i + (2j)ep i + (2j +1)ep … i + (2q)ep
         (2)連續 e 列的每列中第一項 i + ep 與同列所有偶數項 i + (2j)ep 配對後除以 2eq 的

餘數皆是不同奇數。

證明如下：首先 i + ep 與 i + (2j)ep 的奇偶性不同, 所以 i + ep + i + (2j)ep 除以

2eq 的餘數為奇數。



k = 1     1 + ep   1 + 2ep …  1 + (2q)ep
2     2 + ep   2 + 2ep …  2 + (2q)ep
… … … … …

e e + ep e + 2ep … e + (2q)ep
… … … … …

ep ep + ep ep +2ep … ep + (2q)ep
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其次假設 i1+ ep + i1+ (2 j1)ep 與 i2+ ep + i2+ (2 j2)ep 除以 2eq 的餘數相同,
｜i1－i2｜< e , 1  2 j1, 2 j2  2q
則 2eq｜[ i1+ ep + i1+ (2 j1)ep ]－[ i2+ ep + i2+ (2 j2)ep ]
 2eq｜(2i1－2i2) + (2 j1－2 j2) ep
即 2e｜(2i1－2i2) + (2 j1－2 j2) ep
因 2e｜(2 j1－2 j2) ep , 所以 2e｜2i1－2i2, 又｜2i1－2i2｜< 2e,
所以 2i1 = 2i2 , i1 = i2 代回

得 2eq｜(2 j1－2 j2) ep  2q｜(2 j1－2 j2) p
因 (p , 2q) = 1, 所以 2q｜2 j1－2 j2, 又｜2 j1－2 j2｜< 2q, 所以 2 j1 = 2 j2 ,
即 i1+ (2 j1)ep = i2+ (2 j2)ep

(3)每列有 q 個偶數項, 同列中第一項與所有偶數項配對後除以 2eq 的餘數會得 q
個不同奇數, 連續 e 列做同樣的動作共得到 eq 個不同奇數, 而除以 2eq 的奇餘

數也只可能是 1, 3,…, 2eq－1 等 eq 個, 所以連續 e 列每列第一項與同列所有偶

數項配對後除以 2eq 的餘數正好與 1,3,…, 2eq－1 一一相對。

 (4)由(3)知第 i ~ (i + e－1)列每列第一項與同列所有偶數項配對後除以 2eq 的餘數

正好與 1, 3,…, 2eq－1 一一相對。又知第(i + 1) ~ (i + e)列情況亦相同, 兩者去掉

重疊的第(i + 1) ~ (i + e－1)列, 剩下的第 i 列與第 i + e 列配對出來的餘數種類

必相同。這說明了從配對成功的那一列開始 , 間隔 e 列也都會成功。

所以一週期內, pq 個序組會出現兩次, 其餘皆一次,

計有 pq (2e－1) =
2 1

2

e

e


T 個相異序組。

四、探討原生數列起始項任意數 a、間隔 d取項所成序元列之 n維序組列的相異序組數

不失一般性, 原生數列只考慮由 a 逆排到 1, 再不斷 1 2 … m m … 2 1 循環的情形

第 i 原生數列：ai ai－1… 1 1 2 … mi mi … 2 1 … (miN)
間隔 di 取項得

第 i 序元列：ai ai－di ai－2di ……

序組列會循環, 週期 T =[
)2,(

2

11

1

md

m
,

)2,(

2

22

2

md

m
,…,

)2,(

2

nn

n

md

m
]。

設相同序組出現在第 k1+1 與 k2+1 項：

對第 i 序元列而言, 第 kj + 1 項若位於順區, 則該序元 = 1+ kjdi－ai－2mi lij

(lij Z, 11+ kjdi－ai－2mi lij  mi )
若位於逆區, 則該序元 = 2mi +1－(1+ kjdi－ai－2mi lij)

(lijZ, mi +11+ kjdi－ai－2mi lij  2mi )

當第 i 序元列的第 k1+ 1 與 k2+ 1 項位於同區, 得
)2,(

2

ii

i

md

m
｜k2－k1

當第 i 序元列的第 k1+ 1 與 k2+ 1 項位於異區, 得 (k1 + k2)di －2mi (li1 + li2 +1) =2ai－1
相同序組出現的狀況可能有三：

 (一)所有序元列的第 k1+1 與 k2+1 項位於同區, 則 k1 與 k2 相差了 T 的某一整數倍。

 (二)所有序元列的第 k1+1 與 k2+1 項位於異區的充要條件只要將子題三第(二)部分

(di , 2mi ) = 1 改成 (di , 2mi )｜2ai－1；

(2mi , 2mj)│di－dj 改成(di , 2mi )(dj , 2mj )(
2

( , 2 )
i

i i

m

d m
,

2

( , 2 )
j

j j

m

d m
)│(2ai－1)dj－(2aj－1)di

即可。

[證明]：(k1 + k2)di －2mi (li1 + li2 +1) =2ai－1, 1 i  n
有解的充要條件為 (di , 2mi )｜2ai－1
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 得(di , 2mi )奇數、di 奇數
)2,(

2

ii

i

md

m
偶數, 1 i  n

此時 k1 + k2 =αi +
)2,(

2

ii

i

md

m
ti , tiZ

由【引理】知上 n 式同時成立的充要條件為

 (
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│αi－αj , 1 i < j  n

將 k1 + k2 =αi +
)2,(

2

ii

i

md

m
ti 與 k1 + k2 =αj +

)2,(

2

jj

j

md

m
tj 分別代回原關係的第 i

式與第 j 式, 得







122

122

jjjjj

iiiii

aXmd

aXmd

其中 Xi = li1 + li2 + 1－
)2,( ii

i
i md

d
t   , Xj = lj1 + lj2 + 1－

)2,( jj

j
j md

d
t 

由×dj－×di 得 (αi－αj) di dj－2miXi dj + 2mjXj di = (2ai－1)dj－(2aj－1)di

同除以(di , 2mi)(dj, 2mj)得 (αi－αj) 
)2,( ii

i

md

d

)2,( jj

j

md

d
－


)2,(

2

ii

i

md

m

)2,( jj

j

md

d
Xi + 

)2,(

2

jj

j

md

m

)2,( ii

i

md

d
Xj =

)2,)(2,(

)12()12(

jjii

ijji

mdmd

dada 

∵(
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,( ii

i

md

d
)=(

)2,(

2

jj

j

md

m
,

)2,( jj

j

md

d
) =1

∴( (
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
), 

)2,( ii

i

md

d

)2,( jj

j

md

d
)=1

即 (
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│αi－αj

 (
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│(αi－αj) 

)2,( ii

i

md

d

)2,( jj

j

md

d

又∵(
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│

)2,(

2

ii

i

md

m
且 (

)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│

)2,(

2

jj

j

md

m

∴(
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│(αi－αj) 

)2,( ii

i

md

d

)2,( jj

j

md

d

 (
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│

)2,)(2,(

)12()12(

jjii

ijji

mdmd

dada 

 (di , 2mi) (dj , 2mj) (
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│(2ai－1)dj－(2aj－1)di

(三)有些序元列的第 k1 + 1 與 k2 + 1 項位於同區, 有些位於異區, 充要條件只要將子題

三第(三)部分

(di , 2mi ) = 1 改成 (di , 2mi )｜2ai－1；

(2mi , 2mj)│di－dj 改成(di , 2mi )(dj , 2mj )(
2

( , 2 )
i

i i

m

d m
,

2

( , 2 )
i

i i

m

d m
)│(2ai－1)dj－(2aj－1)di

即可。
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陸、結論

一、原生數列起始項 1、間隔 1 取項所成序元列 (1 2 … mi mi … 2 1…) 之 n 維序組列

(週期 T = [ 2m1,2m2,…, 2mn ] ) , 有
2

1
T 個相異序組。

二、原生數列起始項任意數 a、間隔 1 取項所成序元列 (ai ai－1 ai－2 …1 1 2 … mi mi … 2
1…)之 n 維序組列

(週期 T = [ 2m1,2m2,…, 2mn ] )

(一)若(mi , mj)｜ai－aj , 1 i < j  n, 則有
2

1
T 個相異序組。

    (二)不滿足(一)的條件, 則有 T 個相異序組。

三、原生數列起始項 1、間隔 d 取項所成序元列 (1 1 + di 1 + 2di … ) 之 n 維序組列

(週期 T = [
)2,(

2

11

1

md

m
,

)2,(

2

22

2

md

m
,…,

)2,(

2

nn

n

md

m
] )。 令 Nn = {1, 2,…, n}, In Nn ,

i In , di 偶數,
),2(

2

ii

i

dm

m
奇數；i Nn－In , di 奇數, (di , 2mi ) = 1；i, j Nn－In, i < j, (2mi ,

2mj)│di－dj。

(一) In =  , 則有
2

1
T 個相異序組。

(二)   In  Nn , 則有
e

e

2

12 
T 個相異序組。其中 e = (

nIM [
)2,(

2

ii

i

md

m
],

nn INM  [
)2,(

2

ii

i

md

m
] )

(三)其餘情形有 T 個相異序組。

四、原生數列起始項任意數 a、間隔 d 取項所成序元列 (ai ai－di ai－2di …)之 n 維序組列

(週期 T = [
)2,(

2

11

1

md

m
,

)2,(

2

22

2

md

m
,…,

)2,(

2

nn

n

md

m
] )。令 Nn = {1, 2,…, n}, In Nn ,

i In , di 偶數,
),2(

2

ii

i

dm

m
奇數；i Nn－In , di 奇數, (di , 2mi )｜2ai－1；

i, j Nn－In, i < j, (di , 2mi )(dj , 2mj )(
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│(2ai－1)dj－(2aj－1)di。

(一) In =  , 則有
2

1
T 個相異序組。

(二)   In  Nn , 則有
e

e

2

12 
T 個相異序組。其中 e = (

nIM [
)2,(

2

ii

i

md

m
],

nn INM  [
)2,(

2

ii

i

md

m
] )

(三)其餘情形有 T 個相異序組。
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柒、展望

一、將原生數列的 1 與 m 改成不重複出現：1 2 … m－1 m m－1 … 2 1 2 … m－1 m
m－1 … 2 1 …

在一週期內不同序組出現次數有一次、二次及四次, 明顯複雜。

二、將原生數列的順逆循環擴大成順順逆逆循環 , 如下：

1 2 … m 1 2 … m m … 2 1 m … 2 1 1 2 … m 1 2 … m m … 2 1 m … 2 1……,

結果又如何？若擴大成 n 個(n3)不同的順逆組合, 結果又如何？

捌、參考資料

一、高中數學課本第一冊。

二、趙文敏：數論淺談, 協進圖書有限公司(民 74)。

順 順 逆 逆 順 順 逆 逆
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附錄 A：引理的證明

(引理) n  2, 給定 2n 個整數 qi , ri , i = 1, 2,…, n

則方程組
















nnn tqrp

tqrp

tqrp



222

111

tiZ 有解的充要條件為  (qi , qj )∣ri－rj ,  1  i < j  n

此時 p = p* + [ q1 , q2 ,…, qn ] t , tZ , 其中 p* 為 p 某一解

[證明]：1.先證方程組有解時 , p = p* + [ q1 , q2 ,…, qn ] t , tZ , 其中 p*為 p 某一解

設 p* = ri + qi ti
* ,   i = 1, 2,…, n

又設 p為 p 其他解且 p = ri + qi it  ,   i = 1, 2,…, n

由 p－p* = (ri + qi it )－(ri + qi ti
* ) = qi ( it－ti

* ), 知 qi∣ p－p*, 1 i  n

所以 [ q1 , q2 ,…, qn ]∣ p－p*

令 p－p*= [ q1 , q2 ,…, qn ] t, tZ, 得 p = p* + [ q1 , q2 ,…, qn ] t, tZ
2.再證方程組有解的充要條件 , 對 n 作數學歸納

  (1)當 n = 2 時

方程組







222

111

tqrp

tqrp
有解

 存在 t1, t2Z, 使 r1 + q1t1 = r2 + q2 t2

 存在 t1, t2Z, 使 q2 t2－q1 t1 = r1－r2

 不定方程式 q2x－q1 y = r1－r2 有整數解

 (q1 , q2 )｜r1－r2

∴充要條件成立

         (2)設 n  k 時充要條件成立

當 n = k + 1 時

方程組




















 111

222

111

kkk

kkk

tqrp

tqrp

tqrp

tqrp

 有解


















kkk tqrp

tqrp

tqrp



222

111

有解, 此時 p = pr + [ q1 , q2 ,…, qk ] tr, trZ

且







 111

21 ],,[

kkk

rkr

tqrp

tqqqpp 
亦有解

 [由歸納假設知] (qi , qj )∣ri－rj , 1  i < j  k
且( [ q1 , q2 ,…, qk ] , qk + 1 )∣pr－rk + 1

 (qi , qj )∣ri－rj , 1  i < j  k
且[ ( q1, qk +1) , (q2 , qk +1) ,…, (qk , qk + 1) ]∣pr－rk + 1

其中 pr = ri + qi tri , i =1, 2,…, k



11

 (qi , qj )∣ri－rj , 1  i < j  k
且( qi , qk +1)∣pr－rk + 1 , 1  i  k

 (qi , qj )∣ri－rj , 1  i < j  k
且( qi , qk +1)∣(ri + qi tri)－rk + 1 , 1 i  k

 (qi , qj )∣ri－rj , 1  i < j  k
且( qi , qk +1)∣(ri－rk + 1) + qi tri , 1 i  k

 (qi , qj )∣ri－rj , 1  i < j  k
且( qi , qk +1)∣ri－rk + 1, 1 i  k [∵( qi , qk +1)∣qi tri ]

 (qi , qj )∣ri－rj ,  1  i < j  k +1
∴充要條件成立
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項數
相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數

1 40 11 30 21 20 31 10

2 39 12 29 22 19 32 9

3 38 13 28 23 18 33 8

4 37 14 27 24 17 34 7

5 36 15 26 25 16 35 6

6 35 16 25 26 15 36 5

7 34 17 24 27 14 37 4

8 33 18 23 28 13 38 3

9 32 19 22 29 12 39 2

10 31 20 21 30 11 40 1

附錄 B：實例驗證

以下我們利用電腦軟體寫出程式 , 依結論的次序實際驗證之：

一、n = 2, m1 = 4, a1 = 1, d1 = 1；m2 = 5, a2 = 1, d2 = 1

週期 T=[2m1, 2m2] = 40

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
=======================================================================
1   2   3   4   4   3   2   1   1   2    3 4   4   3   2   1   1   2   3   4
1   2   3   4   5   5   4   3   2   1   1   2   3   4   5   5   4   3   2   1

21  22  23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  33  34  35  36  37  38  39  40
=============================================== ========================

4   3   2   1   1   2   3   4   4   3   2   1   1   2   3   4   4   3   2   1
1   2   3   4   5   5   4   3   2   1   1   2   3   4   5   5   4   3   2   1

由上表知, 一週期內有 20 個相異序組與結論
2

1
T 符合。
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項數
相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數

1 28 11 18 21 8 31 34

2 27 12 17 22 7 32 33

3 26 13 16 23 6 33 32

4 25 14 15 24 5 34 31

5 24 15 14 25 4 35 30

6 23 16 13 26 3 36 29

7 22 17 12 27 2

8 21 18 11 28 1

9 20 19 10 29 36

10 19 20 9 30 35

二、(一)滿足 (m1,m2)│a1－a2

n = 2, m1 = 6, a1 = 2, d1 = 1； m2 = 9, a2 = 5, d2 = 1

週期 T= [2m1, 2m2] = 36

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
========================================= ==============================
2 1  1 2   3 4 5 6 6 5   4   3   2   1   1   2   3   4   5   6
5 4 3 2 1 1 2 3 4 5 6   7   8   9   9   8   7   6   5 4

21  22  23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  33  34  35  36
=========================================================

6 5   4   3   2   1   1   2   3   4   5   6   6   5   4   3
3 2 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 9   8 7 6

由上表知, 一週期內有 18 個相異序組與結論
2

1
T 符合。

(二)不滿足 (m1,m2)│a1－a2

n = 2, m1 = 6, a1 = 2, d1 = 1； m2 = 9, a2 = 3, d2 = 1

週期 T= [2m1, 2m2] = 36

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
====================================================== =================
2 1  1 2   3 4 5 6 6 5   4   3   2   1   1   2   3   4   5   6
3 2 1 1 2 3 4   5 6 7 8 9 9 8 7 6 5 4 3 2

21  22  23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  33  34  35  36
=========================================================

6 5   4   3   2   1   1   2   3   4   5   6   6   5   4   3
1 1 2   3   4 5 6 7 8 9 9 8 7 6   5   4

由上表知, 一週期內有 36 個相異序組與結論 T 符合。
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項數
相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數

1 6 11 20 21 10

2 5 12 19 22 9

3 4 13 18 23 8

4 3 14 17 24 7

5 2 15 16

6 1 16 15

7 24 17 14

8 23 18 13

9 22 19 12

10 21 20 11

三、(一)滿足 di 奇數, (di , 2mi ) = 1, 1  i  3；(2mi , 2mj)│di－dj , 1  i < j  3

n = 3, m1 = 3, a1 = 1, d1 = 1；m2 = 4, a2 = 1, d2 = 3；m3 = 6, a3 = 1, d3 = 7

週期 T= [
)2,(

2
,

)2,(

2
,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
] = 24

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
=======================================================================
1 2 3 3 2 1 1 2 3 3 2  1 1 2 3 3 2 1 1 2
1 4 2 2 4 1 3 3 1 4 2 2 4 1 3 3 1 4 2 2
1   5   3   3   5   1   6   2   4 4   2   6   1   5   3   3   5   1   6   2

21  22  23  24
==============

3   3   2   1
4 1 3 3
4   4   2   6

由上表知, 一週期內有 12 個相異序組與結論
2

1
T 符合。

(二)滿足 d1 偶數,
),2(

2

11

1

dm

m
奇數

且 d2, d3 奇數, (d2 , 2m2 ) = (d3 , 2m3) = 1；(2m2 , 2m3)│d2－d3

n = 3, m1 = 3, a1 = 1, d1 = 2；m2 = 4, a2 = 1, d2 = 3；m3 = 6, a3 = 1, d3 = 7

週期 T= [
)2,(

2
,

)2,(

2
,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
] = 24

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17 18  19  20
=======================================================================
1 3 2 1 3 2 1 3 2  1 3 2 1 3 2 1 3 2   1   3
1 4 2 2 4 1 3 3 1 4 2 2 4 1 3 3 1 4 2 2
1   5   3   3   5   1   6   2   4   4   2   6   1   5   3   3   5   1   6   2

21  22  23  24
==============

2 1 3 2
4 1 3 3
4   4   2   6
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項數
相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數

1 無 11 20 21 無

2 5 12 無 22 無

3 無 13 無 23 8

4 無 14 17 24 無

5 2 15 無

6 無 16 無

7 無 17 14

8 23 18 無

9 無 19 無

10 無 20 11

由上表知, 一週期內有 20 個相異序組與結論(
e

e

2

12 
)T 符合。

其中 e = ( ]
)2,(

2
,

)2,(

2
[,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
) = (3 , [8 , 12 ] ) =3

(三)與(二)比較不滿足 (2m2 , 2m3)│d2－d3

n = 3, m1 = 3, a1 = 1, d1 = 2；m2 = 4, a2 = 1, d2 = 3；m3 = 6, a3 = 1, d3 = 5

週期 T= [
)2,(

2
,

)2,(

2
,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
] = 24

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
=======================================================================
1 3 2 1 3 2 1 3 2  1 3 2 1 3 2 1 3 2   1   3
1 4 2 2 4 1 3 3 1 4 2 2 4 1 3 3 1 4 2 2
1 6   2   4   4   2   6   1   5   3   3   5   1   6   2   4   4   2   6   1

21  22  23  24
==============

2 1 3 2
4 1 3 3
5   3   3   5

由上表知, 一週期內有 24 個相異序組與結論 T 符合。
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項數
相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數

1 16 11 6 21 20

2 15 12 5 22 19

3 14 13 4 23 18

4 13 14 3 24 17

5 12 15 2

6 11 16 1

7 10 17 24

8 9 18 23

9 8 19 22

10 7 20 21

四、(一)滿足 di 奇數, (di , 2mi )∣2ai－1, 1  i  3；

(di , 2mi )(dj , 2mj )(
)2,(

2

ii

i

md

m
,

)2,(

2

jj

j

md

m
)│(2ai－1)dj－(2aj－1)di ,1  i <j  3

n = 3, m1 = 3, a1 = 2, d1 = 3；m2 = 4, a2 = 3, d2 = 3；m3 = 6, a3 = 2, d3 = 5

週期 T= [
)2,(

2
,

)2,(

2
,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
] = 24

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
=======================================================================

            2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2   2
            3   1   4   2    2   4   1   3   3   1   4   2   2   4   1   3   3   1   4   2

2   4   4   2   6   1   5   3   3   5   1   6   2   4   4   2   6   1   5   3

21  22  23  24
==============

                2   2   2   2
                2   4   1   3

3   5   1   6

由上表知, 一週期內有 12 個相異序組結論
2

1
T 符合。

(二)滿足 d1 偶數,
),2(

2

11

1

dm

m
奇數

且 d2, d3 奇數, (d2 , 2m2 )∣2a1－1, (d3 , 2m3)∣2a2－1；

(d2 , 2m2 )(d3 , 2m3 )(
)2,(

2

22

2

md

m
,

)2,(

2

33

3

md

m
)│(2a2－1)d3－(2a3－1)d2

n = 3, m1 = 3, a1 = 2, d1 = 2；m2 = 4, a2 = 3, d2 = 3；m3 = 6, a3 = 2, d3 = 5

週期 T= [
)2,(

2
,

)2,(

2
,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
] = 24
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項數
相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數
項數

相同序組

出現項數

1 16 11 無 21 無

2 無 12 無 22 19

3 無 13 4 23 無

4 13 14 無 24 無

5 無 15 無

6 無 16 1

7 10 17 無

8 無 18 無

9 無 19 22

10 7 20 無

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
=======================================================================

            2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1
            3   1   4   2   2   4   1   3   3   1   4   2   2   4   1   3   3   1   4   2

2   4   4   2   6   1    5   3   3   5   1   6   2   4   4   2   6   1   5   3

21  22  23  24
==============

3   2   1   3
2   4   1   3
3   5   1   6

由上表知, 一週期內有 20 個相異序組與結論(
e

e

2

12 
)T 符合。

其中 e = ( ]
)2,(

2
,

)2,(

2
[,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
) = (3 , [ 8,12 ]) = 3

(三)與(二)比較不滿足

(d2 , 2m2 )(d3 , 2m3 )(
)2,(

2

22

2

md

m
,

)2,(

2

33

3

md

m
)│(2a2－1)d3－(2a3－1)d2

n = 3, m1 = 3, a1 = 2, d1 = 2

m2 = 4, a2 = 3, d2 = 3

m3 = 6, a3 = 2, d3 = 3

週期 T= [
)2,(

2
,

)2,(

2
,

)2,(

2

33

3

22

2

11

1

md

m

md

m

md

m
] = 24

項數 1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20
=======================================================================

            2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1   3   2   1
            3   1   4   2    2   4   1   3   3   1   4   2   2   4   1   3   3   1   4   2

2   2   5   5   2   2   5   5   2   2   5   5   2   2   5   5   2   2   5   5

21  22  23  24
==============

3   2   1   3
2   4   1   3
2   2   5   5

由上表知, 一週期內有 24 個相異序組與結論 T 符合。



【評語】040408 

1、 構造 n 維序組列，探討相異序組個數的問題，取材尚稱

自然合適。 

2、 獲致結果以電腦軟體驗證符合科展精神。 

3、 尚有進一步的發展空間。 
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