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摘要 

 
小丑手裡拿著各式各樣的球以五花八門的手法自在的拋接，在這樣拋接球的過程中，隱

藏著奧妙的數學問題。若將拋接球的動作以數列的方式表示，則稱該數列稱為《Juggling 
Sequences》，此數列不僅可以簡單的方法，辨別出小丑拋接球時所持的球數以及所丟的高度，

更可表達各種拋接球的方式。 
 
由於小丑拋接球時，球不能在同一時間落地，因此 Juggling Sequences 所代表的必須為連

續動作。固定週期與球數後，透過數列構成條件的探討，得到如下結果： 

1. 當 n b< 時，數列數之下界估計： ( )min , !J b n n= , n b∀ <  

2. 當 n b≥ 時，數列數之下界估計： !n b( ) ( )min , 1J b n b b−= + ×  , n b∀ ≥  

3. 數列數之上界估計： 

( ) ( ){ }-2 -2 -2 -2
max -1 -3 -5, ... 1 1,  - 2n n n n n

bn bn bn bnJ b n H H H H H n nα α⎡ ⎤= − + + + + − ÷ +⎣ ⎦ ≦ ＜n  

4. 兩 Juggling Sequences AT 與 BT 可連接成一個新的 Juggling Sequences 的充要條件為

A Bσ σ= 。 

     
此外，由圖形可討論出三種多維丟球的丟法： 

 (1) 將 Juggling Sequences 由二維推廣成三維，在有b 顆球的情形下，可將之推廣為 p ( )p N∈

個人同時丟球。 
 (2) p 個人各以b 個球依循不同的 Juggling Sequences（週期不一定相同）丟球，在丟球方向

及球數固定的條件下，則 p 為任意正整數。 
 (3) 若有 p 個人及 p 個球，每一個球都依循各自的 Juggling Sequences 運動，則此 p 個人可無

限循環拋接此 p 個球。 
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壹、 研究動機 
我們一直覺得小丑丟球是具有規律性的，那些球在空中停留的時間以及落下的時刻是具

有某種數學模式，藉著這次科展的機會，我們得以對我們好奇也困惑已久的問題展開深入的

研究與探討，於是找來了很多資料，發現這個動作的背後隱藏著十分有趣的數學問題。 
 
 

貳、 研究目的 
小丑丟球可以有各式各樣千奇百怪、五花八門的丟法以吸引觀眾的目光，在這麼多種丟

法中，我們可以從中找到規律性，進一步將之歸納成數列。這些數列，我們稱之為 Juggling 
Sequences。 

 
又，若已知每拋一次球，球在空中停留的時間，即一個 Juggling Sequences，小丑到底丟

了幾個球便會成為一個有趣的問題，這也是我們想要去挖掘的答案。而在一切條件（如：球

數、週期）固定的情況下，小丑能變出幾種花樣更是一個值得探討的問題。 
 
 

参、 研究問題 
一、名詞定義 

（一）時間 ( ：球在空中停留的時間，即球自離開手至再次落回手中所經過的時間，又 i 為

拋出時間點。如下圖， , , 

)it

1 3t = 2 5t = 3 3t = , 4 1t = 。 

（二）球數 ：小丑拋球時所用到球的數量，我們以 表示之。 ( )b b

（三）週期 ：球在空中停留時間所形成的數列( )n 1 2 3, , , , nT t t t t= L L ，循環一次所丟出球的

次數，以 表示。 n
 

3 5 3 1 3 5 3 1
 

圖一：三顆球、週期為四的 Juggling Sequences（即 3,5,3,1 , 3, 4T b n= = = ） 
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二、基於上述研究目的及名詞定義，我們的研究問題如下： 
 
（一）怎樣的數列才可稱之為 Juggling Sequences？ 
（二）如何由一已知的 Juggling Sequences 求出它的球數？ 
（三）如何求出一指定球數和指定週期的 Juggling Sequences 數量？ 
（四）不同的 Juggling Sequences 是否可用何種方式組合？ 
（五）多隻手的丟球是否也有類似的表現方式？ 
 
 

肆、 研究過程 
一、Juggling Sequences 的定義 
 
  Juggling Sequences 是一串有特定循環規律的數列。命名的由來則是小丑拋球，也因此若

將這種數列繪製成圖將可形成一連續跳躍的形式。我們可以用以下一些圖片做更清楚的解釋。 
 

  如上述例子，取一數列 3,5,3,1T = ，其中定義 4n = 、 3b = ，則可知這是一個使用三顆

球、週期為四的 Juggling Sequence。 

3 115 33333 5 5 1
 

圖 1-1：三顆球、週期四的 Juggling Sequences 範例一（即 3,5,3,1 , 3, 4T b n= = = ） 

 
  上圖 1-1 中，紅、藍、綠分別代表三顆球，拋物線表示該球離開小丑的手後在空中停留

的時間和高度的示意。當然，我們是以物理運動學中的 x t− 圖的方式呈現這些拋物線（實際

上小丑拋球所做的運動是鉛直上拋而非斜向拋射）。 

225 14141 5 5 2
 

圖 1-2：三顆球、週期四的 Juggling Sequences 範例二（即 4,5,1, 2 , 3, 4T b n= = = ） 
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  從圖1 及圖 中，我們可以發現每顆球的軌跡都是連續不斷的，也就是： 1− 1 2−
 

（性質 1）Juggling Sequences 的首要條件是它必須要連續「跳躍」不間斷。 
 

  因故，像是 3, 4,1, 2T = 便不構成一個 Juggling Sequence。 

 

 
圖 1-3：不構成 Juggling Sequences 的例子 

 
  如上圖1 中的紅色方框標示的地方（放大如下圖13− 4− ），數字 代表的是第二次循環的

第一個時間點，但因為沒有任何一顆在第一次循環中拋出的球落在該時間點，所以此數列並

沒有「跳躍」的動作，因此不構成 Juggling Sequences。 

3

 

 
圖 1-4： x t− 圖不連續（沒有球落在 5 3t = 的時間點） 

 
  另外，因為我們所研究的 Juggling Sequences 是建立在小丑只用一隻手拋球的情況，因故

我們可以得知 Juggling Sequences 的另一項特點： 
 

（性質 ）同一個時間點不能有兩顆球落地。 2
 

  所以由圖 1-3 的例子 3, 4,1, 2T = 可知，黃色方框標示處（放大如下圖1 ）出現問題了。

在第一個時間點出發的紫色球（ ）和在第三個時間點出發的綠色球（ ）同樣落在第

四個時間點（ ）上。兩顆球相撞，小丑就沒辦法再繼續拋球了。 

5−

3 1t =1 3t =

4 2t =
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2 31
 

圖1 ：兩顆球同時落在5− 4 2t = 的時間點 
 

二、Juggling Sequences 的檢驗方法 
 
  由性質二，我們也可以找到一個檢驗該數列是否為 Juggling Sequences 的方法。 
 
  設拋球的時間間隔是1，初始時間是 ，我們可以從性質二發現：因為兩球不能在同一時

間點落地，所以第一顆球停留在空中的時間 加上一個時間間隔1不能等於第二顆球在空中停

留的時間 加上兩個時間間隔 ，同理類推。 

0

1t

2t 2
 
  因此上述說明便可以下式表示之： 
 

i mt i t m+ ≠ +   其中 皆為不等於零的正整數。 ,i m

 
  歸納上述，我們已經得知 Juggling Sequences 的定義，以及如何檢驗一數列是否為 Juggling 
Sequences 的方法。 
 
 
三、由一已知的 Juggling Sequences 求出球數 
 
    若將 Juggling Sequences 以 x t−

b

圖來表示，且在兩週期之間對時間軸畫一條鉛直線，則此

一鉛直線會與 條弧線相交：因為 Juggling Sequences 為一具規律性且不斷循環的數列，所以

某一週期結束時，必有且恰好有 顆球進入下一週期，以重複循環。 

b

     

    如圖3 ，1− 3,5,3,1T = ，在兩週期間的鉛直線與三條弧線相交，可得知此 Juggling 

Sequences 有三顆球。 
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圖 ︰3 1− 3,5,3,1T = ，在 與 間的鉛直線與三條弧線相交 4t 5t

 
    又因為 Juggling Sequences 為一無限循環之數列，所以對某 Juggling Sequences 而言，從

任一時間點切入來看，皆可視為同一型態。因此事實上，對於任意兩相臨時間點，其間的一

條鉛直線皆會與 條弧線相交。 b
 

    如圖 ，在3 2− 1, 3,5 , 5,3 , 3,1 , 1,3i it t + = 間之鉛直線各與三條弧線相交。 

 

 
圖3 ：從任一時間點切入來看，皆為2− 4n = 的 Juggling Sequences 

 
    且已知在空中停留時間為 的球，在it x t− 圖之時間軸上，會形成 個時間間隔，即與 條

鉛直線各相交於一點，共 i 個交點。則可推得：總交點數 i

it it

t
1

n

i
t

=
∑ 對於鉛直線個數 n 之平均值即

為球數b 。我們將之表示成 1

n

i
i

t
b

n
==
∑

 。例如 3,5,3,1 ，由上式可知T =
3 5

4
+ + 3 1b +

= = 3  

 
 
    另外，也能以此種求出球數的方法來驗證某一數列是否為 Juggling Sequences：已知

，所以當b N∈ 1

n

i
i

t
b

n
== ∉
∑

N 時，我們得知此種球數不存在，即此數列非 Juggling Sequences。 
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    例如 3, 4,1, 2T = ，由公式可得 3 4 1 2 5
4 2

b + + +
= = ，則此數列非 Juggling Sequences。又如

圖 3-3，可看出在某一時間點有兩顆球同時落下，此 Juggling Sequences 確實不存在。 

 

     3 4 1 2 3 4 1 2  
圖3 3− ：b N∉ 的例子 

 
    歸納上述，我們已知一可行的求算球數方法。 
 
四、Juggling Sequences 的σ  
    為方便接下來的討論，我們定義每一數列可對應另一由 0 和 1 所構成的數列σ ，代表任

一 Juggling Sequence 在拋出所有球之後的下一個週期各時間點球落下的情況，如下圖。其中

在某時間點若有球落下便以 1 表示，沒有則以 0 表示，寫至空中之球完全落下為止，並且 T
的σ 以 Tσ 表示。 
 

4 1 5 2 1 01 1

 

圖 ： 4 1− 4,1,5, 2T = ， T 1,1,0,1σ =  

3 5 3 1 3 5 3 1
111

 

圖 ：4 2− 3,5,3,1T = ， T 1,1,1σ =  

 
 8



五、一指定球數和指定週期的 Juggling Sequences 估計數量 
 
    欲探討在固定球數與週期固定之情況下符合條件之 juggling sequences 數量，我們定義週

期為 ，球數為b 的 Juggling Sequences 個數為n ( ),J b n ，上界估計數量為 ，下界估計

數量為 。 

( ,MaxJ b n)

(min ,J b )n

（一）下界估計 
  分兩種情況討論： 

1o
當 時 n b<

令 1 2 31, 2, 3, , nT t t t t n′ = + + + +L L  

由問題一得知： 

i mt i t m+ ≠ + ，先算σ 中沒有 0 的情況，條件如右式： 1 ib t i b n+ ≤ + ≤ +  

⇒ [ ]1,T b b n′∈ + +  

 

      圖 5-1：  [ ]1,T b b n′∈ + +

⇒  數列 的組合方式存在 種可能 T ′ n
nP

又因 1 2 3, , , , nT t t t t= L L  

數列 的組合亦存在 ，  T n
nP !n

nP n=

2o
當 時 n b≥

令 1 2 31, 2, 3,......, nT t t t t n′ = + + + +  

由問題一得知： 

i mt i t m+ ≠ + ，又 （一樣先取σ中不含 0 的數列） 1 ib t i b+ ≤ + ≤ + n
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⇒ [ ]1,T b b n′∈ + +  

又 1 2 3, , ,......, nT t ，其中 皆為非負整數 t t t=

i

1 2 3, , , , nt t t tL L

it i⇒ ＋ ≧  

綜合上述條件可得： 

[ ]1 1 1,t b b n+ ∈ + + ⇒ n 個選擇 

[ ]2 2 1,t b b n+ ∈ + + ⇒ n 個選擇 
共 項 b

•
•
•

 

[ ]1,bt b b b n n+ ∈ + + ⇒ 個選擇 

( ) [ ]1 1 1,bt b b b n+ + + ∈ + + ⇒ n

)1

個選擇 
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( ) [ ] (2 2 2,bt b b b n n+ + + ∈ + + ⇒ − 個選擇 
•
•
•

 
共 項 ( )n b−

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,b n bt b n b b n b b n b+ − − ⎡ ⎤+ + − − ∈ + − − + ⇒ +⎣ ⎦ 2 個選擇 

( ) ( ) ( ) ( ), 1b n bt b n b b n b b n b+ − ⎡ ⎤+ + − ∈ + − + ⇒ +⎣ ⎦ 個選擇

1 2 31, 2, 3,......, nT t t t t n′⇒ = + + + + 的組合個數為： 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 0 2 1 3 2 1 1 n bb
bb b b n n b p b −+ − × + − × + − × × − − − × = + ×⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦L L !b   

由1 , ： o 2o

   , ( )min , !J b n n= n b∀ <  

  , ( ) ( )min , 1 n bJ b n b b−= + × ! n b∀ ≥  

 
 
 
 
 
 
（二）上界估計 

已知 , ,( )i mt i t m a+ ≠ + L 1 2 ...... ( )nt t t bn b+ + + = L { }N 0 (cit ∈ ∪ L )  



若先不討論 的狀況，則( )a ( )
( )

( ) ( )
-1

,
-1

n
bn

bn n
J b n H

n bn

⎡ ⎤+⎣ ⎦= =
！

！ ！ ，為使上界估計準確度增加，我

們加入了 的條件，故原先的估計需再扣掉1t + ≠ 21 t + 2 21 21t t+ +＝

nα≦ ＜

的情況，可得   

， 又( ) ( )-2 -2 -2
max -3 -5, ... ,  - 2n n n

bn bnJ b H H H nα+ + +-2
-1-n n

bnn H= +bnH 4,5,1, 2 , 5,1, 2, 4 , 

1,2, 4,5 , 2, 4,5,1 在小丑丟球的實際情況下是一樣的，故上界估計值為： 

 

( ) ( ){ }-2 -2 -2 -2
max -1 -3 -5, ... 1 1,  - 2n n n n n

bn bn bn bnJ b n H H H H H n nα α⎡ ⎤= − + + + + − ÷ +⎣ ⎦ ≦ ＜n  

      
  

六、Juggling Sequences 的相連接 
  設兩相異數列 , ， , 之球數相同，討論 接於 後之情況： AT BT AT BT BT AT
（一） 若數列 AT , BT 之σ 相同，顯然兩數列可直接相接，球的數量也不因此而改變，週期

則為 AT , BT 之週期相加，如下圖。 
 
 

 

圖 ： 6 1− 3, 4, 2AT = ， 1,1,1Aσ =  

4 5 1 2
1 1 1

 

圖 ：6 2− 4,5,1, 2BT = ， 1,1,1Bσ =  
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3 4 2 4 5 1 2
 

圖 ：將數列 和數列 相連接，6 3− AT BT 3, 4, 2, 4,5,1, 2 仍為 Juggling Sequence 

 
（二） 若數列 AT , BT 之σ 不同，因數列 AT 的落地點與 BT 的拋球點不相同， AT , BT 不能相連

接，範例如下： 3,1,6, 2AT = ， 1,1,0,0,1Aσ = ，若要使 BT 可接在 AT 之後， BT 之第

四項及第五項必為 0 ，但當 BT 之第四、五項為 0 時， A Bσ σ= ，與原假設矛盾，故若

欲使兩數列可以相接，兩數列之σ 不可不同。 
 
 （三） 上述結論可推廣至任意數量的 Jugglings Sequences 相連接，即只要是σ 相同的數列，

皆可不限次數連接在一起。 

 

七、多隻手 Juggling Sequences 的表示法 
（一）將先前所述之 Juggling Sequences 由二維衍生成三維 

我們規定一個時間點僅有一隻手動作，且依照 等1 2 3, , ...... pa a a a p 隻手之順序循環，並使

在任一時間點僅有一球落下。則任一符合先前所述定義之 Juggling Sequences 皆可改為由 p 隻

手所丟出的 Juggling Sequences，循環而不間斷。 
     

以 3,5,2,2T = 為例，它為 ，符合我們所定的條件之 Juggling Sequences 4, 3n b= =

 

 

圖 7 1− ： 3,5,2,2T =  

 

若想由三隻手丟出 3,5,2,2T = 之 Juggling Sequences，則可將 分為 3 組： ，it ( )1 mod 3i ≡

 12



 13

)( )2 mod 3i ≡ ， ，並將 排在第一列、(0 mod 3i ≡ 1it ≡ 2it ≡ 排在第二列、 0it ≡ 排在第三列，即將原

Juggling Sequences 的 x t− 圖垂直拉開， 所代表的意義仍然不變。如圖 7-2 1 2 3, , ,t t t L L , nt
 

3 3

3

3 5

5

5

5 22

22

22 2
 

圖 7-2： 3,5,2,2 , 3T p= =  

 
（二）每人持 顆球，分別以不同的數列丟球 b

限制：球數 相同。 b

假設有 等1 2 3, , ...... pa a a a p 個人，為方便討論，我們設定 只能將球丟給 、 只能將球

丟給 ……諸如此類。 

1a 2a 2a

3a

3b =

 

以 的情況為例，假設 需丟週期為1a
1

(3,5,3,1)aT = 的數列、 需丟週期為2a
2

(3, 4,2)aT =

的數列、 需丟週期為 的數列。則在球數相等的情況下，我們發現，無論哪個

週期，在球全部丟出後( 丟給 、 丟給 、 丟給 )每個人會接到前一個人丟來的球，

並以接到的球再繼續丟自己的數列，如下圖示。 

3a
3

(4 , 2)aT =

1a 2a

,5,1

2a 3 3a 1aa

 

3 5 3 1 3 5 3 1
 

圖 ： 的週期，7 3− 1a
1

(3,5,3,1)aT = 。 

 



 

圖 ： 的週期，7 4− 2a
2

(3, 4,2)aT = 。 

 

4 5 1 2 4 5 1 2
 

圖 ： 的週期，7 5− 3a
3

(4,5,1,2)aT = 。 

3 5 3 1

3 4 2

4 5 1 2

3 5 3 1

3 4 2

4 5 1 2

 
圖 ：將三者的圖形對齊畫在一起，紅線表 丟出的球所走的路線、綠線表 丟出的球所

走的路線、藍線表 丟出的求所走的路線。 
7 6− 1a 2a

3a
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（三）每個球有各自的 1 2 3, , , , nT t t t t= L L ，可互不相同 

有 等1 2 3, , ...... pa a a a p 個人於第一個時間點，各丟出一顆球，共 p 顆球，且規定 只能將

球丟給 ， 只能將球丟給 ……，

1a

2a 2a 3a 1pa − 只能將球丟給 ， 只能將球丟給 ，如此形成一

循環。此表示法雖容許在同一時間點可有至多

pa pa 1a

p 顆球落下，但不能大或等於兩顆球同時落在

同一隻手。 
 

以下圖
1 2 3

3,5,2,2 , 2,4,5,1 , 3,4,2,3b b bT T T= = = 為例： 

1b 的路徑為 ， 
3 5 2 2

1 2 3 1 2a a a a a→→→ →→→ →→→ →→→ L L
個單位時間 個單位時間 個單位時間 個單位時間

2b 的路徑為 ， 2 3 1 2 3a a a a a→→→ →→→ →→→ →→→ L L
2個單位時間 4個單位時間 5個單位時間 1個單位時間

3b 的路徑為 ， 
3 2

3 1 2 3 1a a a a a→→→ →→→ →→→ →→→ L L
個單位時間 4個單位時間 個單位時間 3個單位時間

如此 得以在 間循環不中斷，根據我們先前所述之 Juggling Sequences 的性

質一：Juggling Sequences 的首要條件是它必須要連續「跳躍」不間斷，可以得知此亦為一

Juggling Sequences。 

1 2 3, ,b b b 1 2 3, ,a a a

 

(3,5,2,2)

(2,4,5,1)

(3,4,2,3)

 
圖 7 7− ： 

第一列為 ，第二列為 ，第三列為  1a 2a 3a
紅線表 的軌跡，藍線表 的軌跡，綠線表 的軌跡 1b 2b 3b

橫軸表時間，如在第四個時間點時， 落在 手上且 落在 手上 3b 1a 1b 2a
 
 

伍、 結論 
在經過簡單的統整之後，我們現在知道 Juggling Sequences 的定義，即它必須要能呈現出

有１.連續跳動曲線的 x t− 圖以及２.不能有兩顆球同時落下；另外我們也找出了檢驗數列的方
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法，即利用兩顆球不能同時落下的性質求出關係式，也就是 i mt i t m+ ≠ + ，其中 屬於正整

數。 
,i m

 
  另外，如何由一已知的 Juggling Sequence 反推出小丑所用的球數，我們在這裡也得到了

解決辦法。將 Juggling Sequence 繪成 x t− 圖之後，利用每個週期都會用到相同的球數b 這點

可以知道，在圖上所畫出的每一條鉛直線與圖形的交點即可視為其球數，於是我們便可以用

1

n

i
i

t
b

n
==
∑

這樣的等式來表示球數 ；同時亦利用這點發展出另外一種檢驗 Juggling Sequences 的

方法，也就是如果某數列依此法求出來的球數不屬於整數的話，那麼該數列就不會是一個

Juggling Sequence。 

b

 

  並且，在知道球數及週期的情況下，我們運用排列組合的觀念求出了下界估計──當

時， ，當 時，n b< ( )min , !J b n n= n b≥ ( ) ( )min , n bJ b n b −1 !b= +

( )
× ，上界估計──

( ) { }-2
-1

n n
bn bnn H H= − -2

-3
n
bn bnH+ + -2

-5, nH -2... 1 1nH nα
⎡ ⎤+ + − ÷⎣ ⎦maxJ b ,  - 2n nα+ ≦ ＜ 。 

   

    在結合兩數列的部份，我們發現若數列的σ 相同，則兩數列可相連接，反之則不可能相

連接，即 A, BA Bσ σ= ⇔ 可連接為一新數列 。 
   

此外，由圖形可討論出三種多維丟球的丟法： 

p (1) 將 Juggling Sequences 由二維推廣成三維，在有b 顆球的情形下，可將之推廣為 ( )p N∈

個人同時丟球。 
 (2) p 個人各以b 個球依循不同的 Juggling Sequences（週期不一定相同）丟球，在丟球方向

及球數固定的條件下，則 p 為任意正整數。 
 (3) 若有 p 個人及 p 個球，每一個球都依循各自的 Juggling Sequences 運動，則此 p 個人可無

限循環拋接此 p 個球。 
 

 

陸、 未來展望 
    我們已可求出給定球數及週期的 Juggling Sequences 個數之上下限，相信未來以電腦程式

能逐漸縮小此估計範圍，至得到確切數目。另外，我們也發現一些不同 Juggling Sequences 間

的交互關係，如數列相連接，並且我們相信此類特性不在少數，期望未來能發掘更多。目前

我們著重於「原始」的 Juggling Sequences，即最簡單、只用一隻手接拋球的方式，然小丑真

正表演時，用雙手變化出的花樣是那麼的豐富又難以猜測，因此我們粗略找出幾種可以用來

表示之的方法，並試著從兩隻手再推論到多隻手皆適用的表示法，得知其中一些值得更深的

討論，期盼能研究討論出多人多隻手所拋出的 Juggling Sequences 又有何數學關係。 
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【評語】040406 

1、 本研究探討的問題十分新穎，為數學科展帶來興奮與喜

悅。 

2、 本研究具有深遠的排對理論上的含義，對於電腦工作程

序、網路效率最佳化等方面有具體的應用。 

3、 參賽者臨場反應迅速靈敏，對於作品的確作過深入的思

想。 
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