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摘要 

由我們所學三角形的『邊長關係』、『全等性質』、『面積公式』，進而討論到四邊形、

n 邊形。並利用逐步推理的方式，由特殊四邊形推到一般四邊形的面積公式，而從一般四

邊形公式可知圓內接四邊形為最大，越退化成三角形或一直線時面積越小。最後依我們的

研究方式推測 n 邊形給定邊長之最大面積範圍及面積極小值。 
 

壹、 研究動機 

自從二年級下學期我們開始接觸到幾何，學到了三角形的全等性質，激發了我們對

幾何的興趣。有一次數學課，老師簡單的提到了 Heron 公式，勾起了我們強烈的好奇心：

「是不是任意四邊形也有屬於它的面積公式？全等性質？那五邊形、六邊形、n 邊形呢？

固定了它們的邊長後，它們的最大、極小面積又是多少呢？……」於是下課後，我們深入

的去請教老師，從此開啟了我們對幾何世界更深入研究的另一扇門。 
 

貳、 研究目的 

1. 由我們所學三角形的『邊長關係』、『全等性質』、『面積公式』，進而推至四邊形、n
邊形。 

2. 試導出四邊形給定邊長的一般面積公式及探討面積最大與極小值。 
3. 推測 n 邊形給定邊長之最大面積公式，並利用 GSP 協助模擬相關性質。 
 

參、 器材 

GSP(動態幾何繪圖軟體)、電腦、紙、筆、人腦 
 

肆、 研究過程 

為了區分內容性質，我們將以下的內容分為三類， 
「探討」表示：參考已有的資料，而對其做進一步的分析和討論； 
「研究」表示：經由我們的想法再加以證實； 
「推測」表示：在研究過程中，我們尚未或無法證明的想法。 
 
在國中階段，我們對於多邊形性質的探討大多侷限於三角形及四邊形，甚至對於四邊

形的性質探討的也不多，這次的研究我們想要從對三角形的了解進而推到四邊形、n 邊形。 
我們將針對『邊長關係』、『全等性質』、『面積公式』來討論： 
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一. 三角形： 
若我們已知 ABCΔ 的邊長分別為 cba 、、 ，如圖一。 

（一） 邊長關係：a＋b＞c＞｜a－b｜ 
任兩邊之和大於第三邊；兩邊之差小於第三邊。 

（二） 全等性質： 
若以 S 代表邊、A 代表角，我們知道當符合 SSS、SSA、SAS、AAS、ASA (R 代表

直角、H 代表斜邊、S 代表一股)這些性質之一時，兩三角形會全等，或者可說為『確定唯

一三角形』。 
在上課時，老師有提到三角形的全等至少需要三個要素(邊或角)，這讓我們想：不知

道四邊形、n 邊形的全等最少需要幾個要素？我們將在之後討論。 
 

（三） 面積公式： 

1. 若已知 ABCΔ 的底邊 BC 上的高為 h，如圖二，則我們知道 ABCΔ 的

面積可表示為 ah
2
1 (底×高÷2)，或若我們知道 AB 及 BC 的夾角為θ

時，利用三角函數我們也可以知道 ABCΔ 的面積也可以表示為

θsin
2
1 ac 。 

而我們又從課堂上老師的補充中知道，若已知 ABCΔ 的邊長分別為 cba 、、 ，則

ABCΔ 的面積可表示如下： 

2. Heron 公式：三角形面積= ))()(( csbsass −−− ，其中
2

cbas ++
= 。 

Heron 公式的證明在高中的數學課本裡利用三角函數已有詳細的證明，但我們想要

試著不用三角函數而得到證明。 
 

探討 1：假設 ABCΔ 的邊長分別為 cba 、、 ，利用畢氏定理證明 Heron 公式。 

證明：如圖三， ABCΔ 的邊長分別為 cba 、、 ， hBD = 為 AC 上的高， 

設 xCD = ，則 xbAD −= ，由畢氏定理知： 

222 xah −=   ，  222 )( xbch −−=    

bxcba
bbxxcxa

xbcxa

2
2
)(

222

22222

2222

=−+

−+−=−

−−=−

 

b
cbax

2

222 −+
=    

所以我們得到 

c
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b

A

B
C
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∵ ABCΔ 面積 bh
2
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則三角形面積

設

 

 
證明完畢後我們發現這樣的證明比利用三角函數的證明複雜許多，因此我們往後的

證明會多利用三角函數。 
而從以上三角形性質的探討，我們想了解四邊形是否也有類似的性質，因此我們繼

續底下的探討。 
 

二. 四邊形性質的探討： 
若我們知道四邊形 ABCD 的邊長分別為 a、b、c、d，如圖四。 

（一） 邊長關係： 
1. a＋b＋c＞d 

如同探討三角形時的想法一樣，四邊形任三邊長之和應大於第四邊，若三邊和小於

或等於第四邊，此四邊形將退化為一直線，或甚至無法將其四邊相連。 
在研究的過程中，我們發現四邊形的邊長還有底下關係。 

2. 圓內接四邊形如果兩鄰邊 a、b 的夾角小於 90°，則 a 2＋b 2＞c 2＋d 2。 
 

d

c
a

b

A D

C

B

圖四 
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研究 1：圓內接四邊形如果兩鄰邊 a、b 的夾角小於 90°，則 a 2＋b 2＞c 2＋d 2。 
證明：如圖五，設 °< 90θ 利用餘弦定理，得： 

故得証

綜合上式，得：

圓內接四邊形對角互補
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（二） 全等性質： 

我們知道三角形的全等性質最少要有三個要素，而且只要確定三邊長就可以確定唯

一的三角形，但在四邊形中，四邊確定卻依然無法決定唯一的四邊形。這在上課時老師就

舉過例子：正方形可經由角度改變而邊長不變下，變成和原正方形不全等的菱形。同理，

長方形變平行四邊形或任意四邊形改變角度成為另一四邊形。 
因此，四邊形的全等性質似乎無法只由四個要素來決定唯一的四邊形，我們試著去

利用邊、角甚至對角線來決定四邊形的全等性質，我們研究的結果如下： 
 
研究 2：四邊形中，若以 S 代表邊、A 代表角、L 代表對角線、R 代表直角，若符合 

SSSSA、SASAS、ASSSA、ASASA、SLSLS、RSLSS、SASSL、RSLSR、LSLSR、

RSLAS 
以上性質時，兩四邊形全等，或者可說是確定唯一的四邊形。 

證明：如附註一 
 

由以上研究我們發現，要證明四邊形全等至少需要 5 個要素，其中，四邊加一角的

全等性質對我們繼續探討四邊形之面積公式很有幫助。 
 

（三） 四邊形的面積： 
由四邊形全等性質的討論我們可以知道，若只確定「四邊長的長度」而無固定的角

度，則無法確定唯一的四邊形，其面積也將無法確定，因此對於四邊形的面積我們從已知

的特殊四邊形面積公式，再進一步的去探討四邊長確定時，任意四邊形面積的最大值與極

小值。 
在研究進行時我們曾去請教過老師，得知四邊形的面積公式其實早就已經有了，但

老師建議我們可以先用自己的想法去做研究，等遇到瓶頸或得到結論後再去參考別人的作

a

d

c

b

e

θ

圖五 
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法，這樣子或許可以得到不同的作法、想法。因此，我們先開始了我們自己的研究。 
 

1. 四邊形面積公式 
從國小到國中我們知道許多特殊的四邊形，如正方形、長方形、平行四邊形、梯形、

菱形、鳶形的面積公式如下： 
a.正方形： 2aaa =×            b.長方形： ba×  

a

a

C

BA

D                

a

b

B

D C

A

 
 
c.平行四邊形： ha×             d.梯形： 2)( ÷×+ hba  

a

h

C

A B

D

        b

a

h

D C

A B

 

e.菱形、鳶形及任意對角線互相垂直的四邊形： 2÷× BDAC  

A

D B

C      

D B

A

C
 

 
以上我們所學過的特殊四邊形，彼此之間都有一些關係，就我們所學的，我們想推

廣到一般四邊形面積，是否有共同的面積公式？我們從給定四邊長去進行討論： 
 

(1) 四邊等長(a、a、a、a)： 
我們知道四邊等長即為菱形，若我們只想用邊長來表示面積公式而不從對角線來表

示，那我們還必須知道一個角度才能確定唯一的四邊形。 
 

探討 2：假設四邊形 ABCD 四邊等長皆為 a，且其中一角為θ如圖十二，則四邊形 ABCD
的面積為 θsin2a 。 

證明：我們可將四邊形 ABCD 切割長兩全等三角形 ADCΔ 及 ABCΔ ， 
∴四邊形 ABCD 面積= ADCΔ + ABCΔ  

=2 ADCΔ  

圖六 圖七 

圖八 圖九 

圖十 圖十一 

a

a

θ

A

BD

C
圖十二 
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= θsin
2
12 2a×  

= θsin2a         
 

由以上可知四邊形若四邊等長，則當 °= 90θ 時，也就是為正方形時 1sin =θ ，此時

面積最大為 2a ，而當 0→θ 時四邊形面積也會趨近於 0。 
 

(2) 兩組邊等長(a、a、b、b)(a≠b) 
兩組邊等長的四邊形必可以組合成兩種特殊的四邊形—平行四邊

形、鳶形。我們依舊只想用邊長及其中一角來表示面積公式而不從對角線

來表示，所以我們的研究如下： 

 

探討 3：假設四邊形 ABCD 四邊長依序為 a、b、a、b，且其中一角為θ

如圖十三，則四邊形 ABCD 的面積為 θsinab  
 

探討 4：假設四邊形 ABCD 四邊長依序為 a、a、b、b，且其中一角為θ

如圖十四，則四邊形 ABCD 的面積為 θsinab  
 

由於以上兩探討的證明與探討 2 的證明相同，因此不在此贅述。而從

以上的研究我們也發現，其邊長的順序不一樣但面積卻相同，其實可從圖

形上知道這只是兩個全等三角形的不同組合而已。而當其夾角為 90°時面積

最大為 ab ，而當 0→θ 時，四邊形的面積也會趨近於 0。 
研究至此我們做了大膽的推測： 

 
推測 1：a. 四邊形面積最大時，其中一夾角為 90°。 

b. 邊長的順序並不會影響最大面積的大小。 

c. 當四邊形面積極小時，為其中一夾角趨近於 0°的時候。 
 

但當我們針對四邊形中：三邊等長另一邊不等長去做研究時，很快的我們發現我們

的推測並不成熟。 
 

(3) 三邊等長，另一邊不等長(a、a、a、b)(a≠b) 
在一開始研究時，我們發現若只用邊長及其中一角來表示面積公式有一點困難，因

此我們先用 GSP(動態幾何軟體)去模擬，我們取 a=2，則 b<6，為了方便匯整成表格，b
只取整數，而 a、b 的夾角取 20 的倍數。如表一： 

 
 
 

a

b

θ

CD

BA

a

b

b

a

θ

C

D

BA

圖十三 

圖十四 
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b=1 b=3 b=4 b=5 

20°     
40°  3.63172 4.57012 4.62257 
60° 2.42727 4.58239 5.19615  
80° 2.75875 4.81681   
90° 2.85405 4.56125   
100° 2.89996 3.88381   
120° 2.85034    
140° 2.64272    
160° 2.33300    

面積最大時的角度 104.47751° 75.52249° 60° 41.40962° 

(表一) 
  

我們發現並不是當其中一夾角為 90°時面積最大，且角度也無法趨近於 0，甚至當 b
改變時，面積最大時的夾角θ也不一樣。從我們模擬的結果來看，我們把推測 1 改為：當

改變一夾角使得此四邊形越對稱，或越「圓滿」，則此四邊形面積越大，而當四邊形退化

成趨近於三角形時面積越小。而甚麼叫做「圓滿」，我們一開始也無法解釋，四邊形退化

趨近於三角形的狀況也不只一種，因此我們進一步去推出其公式。 

在推導公式時，我們依 SSSSA 的全等性質，想要只用一夾角導出，但導出的公式過

於複雜，因此老師建議我們利用兩個夾角及餘弦定理重新推導，得到的結果如下： 

 

探討 5：假設四邊形 ABCD 四邊長依序為 a、a、a、b，且其中一角為α，其對角為β如

圖十五，則四邊形 ABCD 的面積為 )
2

(cos16)3()(
4
1 233 βα +

−−+ bababa  

證明：若另四邊形 ABCD 面積為 S，由三角函數的面積公式得知 

βα sin
2
1sin

2
1 2aabS +=  

βα sin2sin24 2aabS +=  
βαβα sinsin8sin4sin416 3242222 baabaS ++=  －○1  

由餘弦定理得知 
αcos2222 abbac −+=  

βcos22 222 aac −=  
βα cos22cos2 2222 aaabba −=−+  

βα cos2cos2 222 aabba −=+−  
βαβα coscos8cos4cos4)( 324222222 baababa −+=+− －○2  

○1 +○2  

第 
四 

邊 

面 

積
角 度 

b

a

a

a
c

β

α

C

A D

B

圖十五 
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[ ])cos(18)22(                                
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[ ]

)
2
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)
2
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)
2
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3222

3222222

3222222
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+
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+
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+
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babababa
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)
2

cos(16)3()(4 33 βα +
−−+= bababaS  

)
2

cos(16)3()(
4
1 33 βα +

−−+= bababaS  

 
由上面研究我們發現當 °=+ 180βα 時面積最大，也就是當四邊形 ABCD 為圓內接四

邊形時面積最大。 
這樣的結論讓我們覺得很興奮，因此接下來我們繼續研究兩邊等長，但另兩邊不等

長，且與兩等長邊也不等長。 
 

(4) 兩邊等長，但另兩邊不等長 (a、a、b、c)(a≠b≠c) 
在做此研究時我們考慮了兩種狀況： 

1. 兩等邊為鄰邊(a、a、b、c)(a≠b≠c) 
2. 兩等邊為對邊(a、b、a、c)(a≠b≠c) 

無論是哪一種狀況，我們研究出來的面積公式皆相同，如下： 
 

探討 6：假設四邊形 ABCD 四邊長為 a、a、b、c，且其中一角為α，其對角為β，如圖

十六，則四邊形 ABCD 的面積為

)
2

(cos16)()22(
4
1 222222 βα +

−−−+ bcacbabac …(1)或

)
2

(cos16)2)(2()(
4
1 222 βα +

−+−−++ bcacbacbacb …(2) 

 
此探討的證明因與探討 5 證明方法相同，因此不再此贅述。 

 
兩邊等長的四邊形我們寫出兩個公式，其實兩公式皆相等，公式(1)是推出公式(2)過

程中的式子，感覺上比較簡單，但公式(2)的寫法與我們接下來的探討較類似。 
無論是公式(1)或公式(2)我們都可以看出： 

c

a

a

b

α

β

DA

B
C

圖十六 
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β

α

b

c

d

a

e

圖十七 

 
推測 2： a. 當 °=+ 180βα 時面積最大，也就是當四邊形 ABCD 為圓內接四邊形時面積

最大。 
b. 邊長的順序會影響一般面積大小，卻不會影響最大面積之大小。 
 

接下來，我們用相同的方法去推導，當四邊形的四邊皆不相等時的公式，也就是任

意四邊形的面積公式。 
 

(5) 任意四邊形其四邊不一定等長(a、b、c、d) 
 

任意四邊形的面積公式，我們利用探討 5 的推導方式去推導出其一般式如探討 7， 
 

探討 7：假設四邊形 ABCD 四邊長為 a、b、c、d，且其中一角為α，其對角為β如圖十

七，則四邊形 ABCD 的面積為 )
2

(cos))()()(( 2 βα +
−−−−− abcddscsbsas  

其中
2

dcbas +++
=  

 
接下來老師要我們去查資料，我們發現原來老師引導我們思考證明四

邊形面積公式的方向與蔡聰明教授所著作—數學的發現趣談裡的證明相同

(因此證明不再附上)。一開始我們有些沮喪，因為探討 7 的結果竟然和蔡教

授所著一樣，且蔡教授書裡已寫得相當完整，但老師鼓勵我們，因為我們

有自行思考研究過，在做進一步研究時才會更有幫助，所以我們重拾信心，

繼續往我們一開始設定的方向研究，並且也開始蒐集更多跟我們主題相關的資料來幫助我

們研究。 
探討 7 的公式也就是 Bretschneider 公式(西元 1842 年)。而當 °=+ 180βα 時面積最

大，也就是當四邊形 ABCD 為圓內接四邊形時面積最大為 ))()()(( dscsbsas −−−− ，這

是 Brahmagupta 公式(西元 628 年)，這被列為最美的數學定理之一。 

而我們的推測 2 也獲得了證明。  

 
2. 任意四邊形固定其四邊長度之最大面積 

我們在之前的探討 7 發現四邊形在給定邊長的情況下，最大的面積為圓內接四邊形

))()()(( dscsbsas −−−− 。但我們似乎忘記一件事情：我們忘記證明任意四邊形在給定

邊長的情況下必存在一圓內接四邊形。因此，我們做了底下的證明： 
 

研究 3：任意四邊形在給定四邊邊長的情況下，必存在一外接圓，使得此四邊形為此圓

之圓內接四邊形。 
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b

c
a

d

θ

圖十八 

證明：若四邊形邊長分別為 a、b、c、d，且 a、b 夾角為θ，

如圖十八，我們在一直線 L 上取 bAB = 、 dBC = ，並過

B 點任意作一直線 M，在 M 上取 P、Q 兩點使得 aBP = 、

cBQ = ，且 P、Q 在 L 的同一側，如圖十九 

baAPba +≤≤−⇒  ， dcCQdc +≤≤−  

1.當 P 點在 L 上(M 與 L 重疊)，且當 baAP −= 時 dcCQ +=  

⇒ 0>−−+=− badcAPCQ    (∵四邊形三邊和大於第四邊) 

APCQ >∴  

2.當 P 點在 L 上(M 與 L 重疊)，當 baAP += 時 dcCQ −=  

0>−−+=−⇒ dcbaCQAP    (∵四邊形三邊和大於第四邊) 

CQAP >∴  

又因為此圖形具有連續性，所以存在一 a、b 夾角θ使得 CQAP = ，也就是 a、b

夾角θ使得四邊形對角互補，故必存在一圓使得此四邊形為此圓之圓內接四邊

形。 
 

爲了想要利用已知四邊形之四邊長就畫出圓內接四邊形，我們利用圓內接四邊形對

角互補的特性，即可求出任意兩邊的夾角，這對我們往後利用 GSP 畫圓內接四邊形及此

研究有很大的幫助。 
 

研究 4：當圓內接四邊形的邊長分別為 a、b、c、d，且 a、b 夾角為θ， °<<° 1800 θ ，

則
)22(

arccos
2222

cdab
dcba

+
−−+

=θ  

證明：如圖二十，利用餘弦定理，得： 
θcos2222 abbae −+= －○1  

θθ cos2)180cos(2 22222 cddccddce ++=−°−+= －○2  
合併○1 、○2  

θ

Q

P

CBA
L 

M 

圖十九 

a

d

c

b

e

θ

圖二十 
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θ

θ

θθ

θθ

cos
)22(

cos)22(
cos2cos2
cos2cos2

2222

2222

2222

2222

=
+

−−+

+=−−+

+=−−+

++=−+

cdab
dcba

cdabdcba
cdabdcba
cddcabba

 

∴
)22(

arccos
2222

cdab
dcba

+
−−+

=θ  

 
3. 任意四邊形固定其四邊長度之面積極小值 

討論完最大面積後，我們接著討論面積的極小值。在研究過程中，我們發現面積極

小值有以下特性： 

(1) 邊長順序的改變，會影響其面積極小值。像邊長為 1、2、3、4 的情況和 1、2、4、

3 的情況完全不一樣，邊長為 1、2、3、4 的四邊形可壓扁成趨近一直線，但 1、2、

4、3 的四邊形則只能壓成趨近於三角形。 

(2) 當兩邊和等於另兩邊和時，此四邊形面積極小值會趨近於 0。當兩鄰邊不等於另

兩邊和時，會退化成四種三角形： 

Δ1：a+b、c、d ；Δ2：a、b+c、d ；Δ3：a、b、c+d  ；Δ4：b、c、d+a 。 
其中必有第三邊(兩鄰邊之和)大於兩邊之和，此時便無法退化為三角形。排除此

情況，若第三邊越接近另兩邊時，或越接近
2
1

周長時，此四邊形面積越小。 

根據以上各點，我們做了底下的研究： 
 
研究 5：若一四邊形 ABCD 的邊長依序為 a、b、c、d，若一組鄰邊 c、d 為所有符合相

鄰兩邊和小於等於 s 中最大者，則以 c、d 兩鄰邊夾角越接近 180°時面積越小，

如圖二十一，面積應趨近於 ))()()(( dcsbsass +−−− 。 

證明：我們從四邊形的面積公式來看 

)
2

(cos))()()(( 2 βα +
−−−−−= abcddscsbsasS  

當一對角 βα + 越接近 0°或 360°時面積越小。 
當 °=180α ，令 skbadc ≤−+=+ ，且 0≥k  
由餘弦定理得知 

ab
dcba

2
)(cos

222 +−+
=β  

ab
kbaba

2
)( 222 −+−+

=  

ab
abkbkak

2
2222 −++−

=  

d

a bβ

α
cA

C

B

D

圖二十一 
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1
2

)22(1 −≤
++−

+−=
ab

bakk
 

∴當 0=k 或 bak 22 += (不合) 
1cos −=β ， °=180β  

∴當 k 越接近 0，也就是 dc + 越接近 ba + ，或者說越接近 s ，面積越小。 
因此若 c、d 為所有符合相鄰兩邊和小於等於 s 中最大者，則以 c、d 兩鄰邊接近

直線時面積越小 
此時面積趨近於以 a、b、c+d 為三邊長的三角形， 

故面積趨近於 ))()()(( dcsbsass +−−−  。 

 
三. n 邊形性質的探討： 

 
（一） 邊長關係： 
我們先從五邊形著手，如同前面的探討，五邊形的邊長關係也是任四邊長之和應大

於第五邊，若四邊和小於或等於第五邊，此五邊形將退化為一直線，或甚至無法將其五邊

相連。所以，若五邊形邊長分別為 a、b、c、d、e，又 e 為最大邊，則必符合此條件： 
edcba >+++  

同樣地，在任意 n 邊形中，任意(n-1)邊長之和應大於第 n 邊，若(n-1)邊和小於或等

於第 n 邊，此 n 邊形將退化為一直線，甚至無法將其 n 邊相連。所以，若 n 邊形邊長分別

為 1a 、 2a 、…、 1−na 、 na ，又 na 為最大邊，則必符合此條件： 

nn aaaa >+++ −121 L  

探討三角形丶四邊形與 n 邊形邊長性質，是為了協助求出多邊形的面積公式。 
 

（二） 全等性質： 
因為我們主要是想探討利用已知邊長來求出面積，因此五邊形的全等我們只討論邊

和角，我們得到底下的結論： 
    

研究 6：五邊形若以 S 代表邊、A 代表角，若符合 
SSSSASA、SSSASSA、SSAAASA、ASASASA、SSAASAA 
以上性質時，兩五邊形全等，或者可說確定唯一五邊形。 

證明：與四邊形全等類似，不在此贅述。 
 

我們依已知的三角形、四邊形、五邊形全等性質觀察到：三角形全等至少需要 3 個

要素；四邊形全等至少需要 5 個要素；五邊形全等至少需要 7 個要素。由上我們得到底下

推測： 
 

推測 3：任意兩 n 邊形需要 )32( −n 個要素，以證明兩 n 邊形全等。 
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雖然我們沒寫推測 3 的證明，但直覺上那是對的，因為每增加一邊形，必須增加一

邊及一角證明其全等。若我們所有 n 邊形的邊長皆要用上時，則必須要再加上 )3( −n 個角

才能證明其全等。 
 

（三） 面積公式： 
同樣地，我們從五邊形探討起。 
在探討五邊形的面積公式時，我們遇到非常大的困擾，因為一般在四邊形可以成立

的性質在五邊形似乎不一定成立。例如：四邊形的各邊中點連線所圍成的四邊形必為平行

四邊形，且為原四邊形面積的一半，但五邊形各邊中點連線並沒有特別的五邊形，且所圍

成的面積與原五邊形的面積比值也並非一個固定的值；四邊形若為圓內接四邊形則對角互

補，而圓內接五邊形的角度並無特殊規則。 
我們嘗試了許多的推論五邊形面積的方法，例如：利用五邊形=一個三角形+一個四

邊形；五邊形可分割成三個三角形…等等，但我們始終無法得到一較簡單表示方式。 
相同的我們在討論六邊形時也無法用較簡單的方式表示，因此 n 邊形在給定 n 個邊

長及 )3( −n 個角情況下的面積公式目前我們無法推出，我們將聚焦於最大及極小面積。 
 

1. n 邊形固定邊長之最大面積 
首先我們需先確定 n 邊形固定邊長時，是否有一固定的形態來確定此 n 邊形面積最

大？ 
因三角形只要給定三邊長其面積就固定，四邊形在給定四邊長的狀況下當此四邊形

為圓內接四邊形時面積最大，因此我們做了底下的推測。 
 

推測 4：若 n 邊形固定其 n 邊的邊長時，當此 n 邊形為圓內接 n 邊形時面積最大。 
 

在證明此推測是正確之前，我們需先證明任意 n 邊形固定其 n 邊的邊長時，皆存在

一外接圓使得此 n 邊形為圓內接 n 邊形，且不論 n 邊形邊長的順序如何改變，此外接圓皆

為同一個圓。 
 
 

研究 7：任意 n 邊形若固定其 n 邊的邊長時，必存在

一外接圓使得此 n 邊形為圓內接 n 邊形。 
證明：若一 n 邊形其邊長分別為 1a 、 2a 、…、 na ，如

圖二十二： 
當一個圓夠大時，必可在其圓上依序取得相連

的弦 1a 、 2a 、…、 na ，再縮小其半徑使得 na 與

1a 相連，如圖二十三，則此圓為此 n 邊形的外

接圓。 
 
 
 

圖二十二 圖二十三 

a1

a2

.

.

..

an

r1

r2
an

.

.
.

.

a2

a1
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研究 8：任意 n 邊形若固定其 n 邊的邊長時，不論 n 邊形的邊長順序如何改變，其外接

圓皆為半徑相同的圓。 
證明： 

1. 外接圓圓心在圖形內： 
我們先做一 n 邊形的外接圓，再將其分割成 n 個扇形，如

圖二十四，若我們將這些扇形重新排列，不依序組合，因

所有的扇形半徑皆相等，且 °=+++ 36021 nθθθ L ，因此

必可組合成一個圓，且與原來的圓有相同半徑。 
2. 外接圓圓心在圖形外： 

我們先做一 n 邊形的外接圓，再將其分割成 n 個扇形，如圖，

此為環狀排列，所以將最長邊固定，若將其他扇形重新排

列，不依序組合，因這些扇形半徑皆相等，且所有的弧度和

為 360°，因此必可組合成一個圓，且與原來的圓有相同半徑。 
 

接著我們可證明之前的推測 4，在討論證明時，我們用了很多的代

數方法，都無法順利證出，後來在找資料時，我們查到了「等周定理」， 
 

「等周定理」：在周界固定的平面封閉曲線中，以圓的面積為最大。 
(維基百科 2008.03.20) 

 
因此我們利用「等周定理」證明如下： 

 
探討 8：若任意 n 邊形固定其 n 邊的邊長時，當此 n 邊形為圓內接 n 邊形時面積最大。 
證明：我們做一 n 邊形的外接圓，黃色部份為外接圓與 n 邊形相差之弓形，如圖二十三 

當我們改變 n 邊形各邊的角度但弓形部分不變，則圖形可改變為圖二十四， 
從圖二十三我們知道，其弓形所圍成封閉曲線

周長與圖二十四相等，而由「等周定理」我

們知道圓面積最大，因此 n 邊形面積為圓面積

減掉黃色公型面積為最大。 
故當 n 邊形為圓內接 n 邊形時面積最大。 

 
 
 

既然 n 邊形固定其 n 邊的邊長時，圓內接 n 邊形面積為最大，我們試著從五邊形開

始去討論其圓內接五邊形面積公式。 
我們試著由三角形、圓內接四邊形去推測圓內接五邊形的面積，為了要保持面積與

邊長關係為 2 次式，且邊長順序不影響面積的最大值，因此我們的推測如下： 
 

推測 5：若圓內接五邊形的邊長分別為 a、b、c、d、e，且令
2

edcbas ++++
= ，則五

圖二十六 圖二十七 

圖二十五 

θ1

.... θnθ2

.
.
..

θn

θ2
θ1

圖二十四
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邊形面積
s

esdscsbsasS ))()()()(( −−−−−
=  

 
在我們還沒證明之前，我們利用 GSP 去試著模擬(如底下第 19 頁附表二)，結果令人

有點沮喪，因為我們的公式並不符合真正的面積，甚至連正五邊形的面積

也不相等，因此我們朝另一方向去思考。 
在之前我們推論五邊形面積時，有考慮到五邊形 ABCDE 面積=ΔABE

面積+四邊形 BCDE 面積(如圖二十八)，當 ΔABE 與四邊形 BCDE 的連接邊

BE 改變時 ΔABE 面積隨之改變，而此時四邊形 BCDE 仍可改變，所以我們

可否藉由 BE 的改變找出 ΔABE 的最大面積及四邊形 BCDE 的最大面積，進

而使得五邊形 ABCDE 面積最大？我們提出了問題： 
 

a. 三角形 ABC 若已知兩邊長 a、b，則第三邊的長度為何時三角形 ABC 面積最大？ 
b. 四邊形 ABCD 若已知三邊長 a、b、c，則第四邊的長度為何時四邊形 ABCD 面

積最大？ 

 

研究 9：若ΔABC 已知兩邊長 a、b，則第三邊 22 baR += 時ΔABC 面積最大。 

證明：假設ΔABC 中 a、b 的夾角為θ，則ΔABC 面積= θsin
2
1 ab  

∴當θ=90°時，ΔABC 面積= ab
2
1

最大 

此時第三邊 R 利用畢氏定理可得 22 baR +=  

故得證。 
 
研究 10：若四邊形 ABCD 已知三邊長 a、b、c，則第四邊 R 為 02)( 2223 =−++− abcRcbaR

的根時的圓內接四邊形 ABCD 面積最大。 
證明：我們知道四邊形當其為圓內接四邊形時面積最大，我們令四邊形 ABCD 面積 

))()()(()( RscsbsasRS −−−−=     ，其中
2

Rcbas +++
=  

∵ 0)( ≥RS ，求 R 使得 )(RS 最大，與求 R 使得 )(2 RS 最大是相同的。 
))()()(()(2 RscsbsasRS −−−−=  

))()()((
16
1 RcbaRcbaRcbaRcba −+++−+++−+++−=  

))(28)(2(
16
1 44422222222224 cbaaccbbaabcRRcbaR −−−+++++++−=  

我們將 )(2 RS 對 R 微分 

e

d

c

a

b

R

A

E

D
C

B

圖二十八 
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L A B 

令 0)8)(44(
16
1)( 22232 =++++−= abcRcbaRRS

dR
d  

⇒ 02)( 2223 =−++− abcRcbaR  

而二次微分 0))(412(
16
1 2222 <+++− cbaR  

所以，當 R 為 02)( 2223 =−++− abcRcbaR 的根時四邊形 ABCD 面積最大。 
 

對於三次方程式，以我們目前所學並無法去解，因此我們去搜尋資料，知道有 Cardano
公式可以解三次方程式，但得到此結果，原本我們不知其意義為何？當我們去尋找資料

時，我們恰好發現在蔡聰明教授所著—數學的發現趣談裡提到：「西元 1992 年大學聯考自

然組有一考題如下：在右圖中， AD 為圓之直徑，B、C 為圓周上兩點。 ABa = ， BCb = ，

CDc = ， ADd = ，試證 d 為方程式 02)( 2223 =−++− abcxcbax 之一根。」，也就是我們

的研究中，當 R 使得四邊形面積最大時，R 為其外接圓的直徑。 

接著，我們再來觀察研究 9 中的ΔABC 中 a、b 確定則第三邊 22 baR += 時ΔABC

面積最大，此時ΔABC 為直角三角形，R 為斜邊，也就是外接圓的直徑。因此我們做了底

下的推測： 
 

推測 6：是否 n 邊形當確定 n-1 邊的長度時，第 n 邊的長度為此 n 邊形外接圓的直徑時

面積會最大？ 
 

在證明之前，我們利用 GSP 去模擬，發現模擬的結果與我們的推論是相同的，因此

我們做了底下的研究： 
 

研究 11：任意 n 邊形當確定 n-1 邊的長度時，第 n 邊的長度為此 n 邊形外接圓的直徑時

面積為最大。 
證明：令 n 邊形面積為 nS  

當 n 邊形確定 n-1 邊的長度時，令第 n 邊在直線 L 上之 AB，

如圖二十九 

我們以 L 為對稱軸，作其 n-1 邊的對稱圖形，如圖三十 
此時圍成一個 2n-2 邊形， 
令此 2n-2 邊形面積為 22 −nS   

∴ 222
1

−= nn SS ， 

 
 

圖二十九 

A B L 

圖三十 
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∵ 22 −nS 面積最大時為圓內接 2n-2 邊形，且此 2n-2 邊

形又是對稱圖形，如圖三十一 
∴ nS 面積最大時，為圓內接 n 邊形，並第 n 邊的長度

為此 n 邊形外接圓的直徑。 
 

我們回到討論圓內接五邊形的面積，五邊形 ABCDE 面積

=ΔABE 面積+四邊形 BCDE 面積(如圖三十二)，令 RBE = ，我們發現因為 R

牽涉了 ΔABE 及四邊形 BCDE，因此 R 已無法單純為其個別的外接圓的直徑。

若 R 固定時四邊形 BCDE 面積最大為圓內接四邊形

))()()(( dscsbsRs −−−− ，其中
2

dcbRs +++
= ，所以當 R 固定時五邊形

ABCDE 面積最大為 ))()()(())()(( 22221111 dscsbsRsesasRss −−−−+−−− ，其中

21
aeRs ++

= 、
22

dcbRs +++
= ，因為曾經接觸過微積分，本嘗試著利用微分求出 R 為何

值時五邊形 ABCDE 面積最大，但因所學有限，微分之後的式子對我們來說太複雜而作罷。

若往後對微積分能再熟悉一些，希望能對此再做進一步的研究，因為我們發現圓內接六邊

形也可以看成兩個圓內接四邊形的和，似乎可以用相同的想法解決，若可利用微積分來解

的話，或許就可得我們想要的結果。 
雖然我們仍無法推得圓內接五邊形的面積公式，我們試著縮小範圍再研究。 
由研究 11 時我們知道任意 n 邊形當確定 n-1 邊的長度時，第 n 邊的長度為此 n 邊形

外接圓的直徑時面積為最大。因此我們試著針對五邊形若一邊為圓內接五邊形的直徑時的

面積大小再去研究，終於讓我們得到一個一般式的公式。 
 

研究 12：若圓內接五邊形 ABCDE 的邊長分別為 a、b、c、d、R，其中 R 為外接圓之直

徑，如圖三十三，則五邊形 ABCDE 面積為

)(22)]([
4
1 44444222222 dcbaRdcbaR +++−++++−  

證明：令圓內接五邊形面積為 S，且設外接圓半徑為
2
Rr = ，則 

)sinsinsin(sin
2
1

4321
2 θθθθ +++= rS  

)1()sinsin2sinsin2sinsin2sinsin2        

sinsin2sinsin2sinsinsin(sin
4
1

43423241

31214
2

3
2

2
2

1
242

LLθθθθθθθθ

θθθθθθθθ

+++

++++++= rS

由餘弦定理知 

1
22

1
2222 cos22cos2 θθ rrrrra −=−+=  

同理， 2
222 cos22 θrrb −= 、 3

222 cos22 θrrc −= 、 4
222 cos22 θrrd −=  

e

d

c

a

b

R

A

E

D
C

B

A B L 

圖三十一 

圖三十二 

r

a

b c

d

θ1

θ2 θ3
θ4

R

A

O
E

B

C

D

圖三十三 
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將此四項相加並整理後得 

)coscoscos(cos2)(8 4321
222222 θθθθ +++=+++− rdcbar  

)2()coscos2coscos2coscos2coscos2   
coscos2 coscos2coscoscos(cos4

))(8(

43423241

31214
2

3
2

2
2

1
24

222222

LLθθθθθθθθ
θθθθθθθθ

+++
++++++=

+++−

r
dcbar

 

(1)×16－(2) 並利用三角函數積化和差化簡得 
2222222 ))(8(16 dcbarS +++−−  

))cos(2)cos(2)cos(2)cos(2)cos(2   
)cos(2cossincossincossincos(sin4

4342324131

214
2

4
2

3
2

3
2

2
2

2
2

1
2

1
24

θθθθθθθθθθ
θθθθθθθθθθ

+−+−+−+−+
−+−−+−+−+−= r

∵ 1sin2cossin 222 −=− θθθ 、 0
4321 180=+++ θθθθ 且 )180cos(cos 0 θθ −−=  

)4)sinsinsin(sin2(4))(8(16 4
2

3
2

2
2

1
24222222 −+++=+++−−⇒ θθθθrdcbarS   

又 422
1

24

4
1sin arar −=θ   (爲不使本證明過於繁雜，詳見附註二) 

44444222222222222 16)(2)(8))(8(16 rdcbadcbardcbarS −+++−+++=+++−−∴
44444222222222222 16)(2)(8))(8(16 rdcbadcbardcbarS −+++−+++++++−=

)(2)(8)(48         444422222222224 dcbadcbardcbar +++−+++−++++=  
)(2)(2)(3 444422222222224 dcbadcbaRdcbaR +++−+++−++++=  

)(22)]([ 44444222222 dcbaRdcbaR +++−++++−=  

)(22)]([
4
1 44444222222 dcbaRdcbaRS +++−++++−=∴  

 
當我們試著去推廣至六邊形時，我們遇到了麻煩，或許是我們三角函數還不夠熟練，

我們無法將其化簡至一簡單的式子，因此我們不在此附上。 
對於圓內接 n 邊形面積公式，我們一直期待能推導出一個一般式，但以我們目前所

學似乎是有難度的。 
 

在之前推測 5，我們推測圓內接五邊形面積為
s

esdscsbsasS ))()()()(( −−−−−
= ，

雖然後來利用 GSP 模擬時發現是錯誤的，但或許可以用來當作是圓內接五邊形面積的近

似值。因此，若我們用相同的想法，為了要保持面積與邊長關係為 2 次式，且邊長順序不

影響面積的最大值，去推測圓內接六邊形的面積公式，我們推測圓內接六邊形若邊長為 a、

b、c、d、e、f 的面積為 2

))()()()()((
s

fsesdscsbsas −−−−−−
，這裡

2
fedcbas +++++

= ，

接著我們對圓內接 n 邊形的面積一樣做近似值的推測。 
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推測 7：當 n 邊形的邊長分別為 1a 、 2a 、…、 na ，且
2

21 naaa
s

+++
=

L
，則圓內接 n

邊形面積的近似值為 4
21

1
)())(()( −

−−−
= n

n

s
asasasnS L  

 
此近似值 1S 與正確圓內接 n 邊形面積的比值將在底下的表格二中呈現， 

邊數 )(1 nS 與正 N 邊形的比值 )(1 nS 與圓內接 N 邊形的比值範圍 

3 1 1 
4 1 1 
5 1.01300 1~1.01300 
6 1.02640 1~1.02640 

7 1.03828 1~1.03828 

… … … 
20 1.10450 1~1.10450 
… … … 

(表二) 
 

從表格中我們發現，當 n=3、4 時 )3(1S 、 )4(1S 等於 Heron 公式及 Brahmagupta 公

式，因此公式完全正確，而當 5≥n 時，公式開始有誤差，我們所算出來的面積都比正確

的面積來的大，n 越大時誤差越大，而且當為正 n 邊形時誤差最大。 
既然與正 n 邊形的誤差最大，因此我們試著推導出正 n 邊形的面積公式，並希望能

對公式有所修正。 
 

探討 9：若正 n 邊形的邊長為 a，其內角為θ，則正 n 邊形面積為
2

tan
4

2 θna
。 

證明：設正 n 邊形外接圓的半徑為 r，如圖三十四 

由正弦定理可得  
θθ sin

2
sin

ar
=      ( θθ sin)180sin( 0 =− ) 

利用倍角性質得  

2
cos

2
sin2

2
sin θθθ

ar
=  

2
cos2 θ

ar =⇒  

正 n 邊形面積： θsin
2
1 2rn×  

a

a

a

a a

a

a

1800 -θ

θ

2

圖三十四 
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2
cos

2
sin2)

2
cos2

(
2

2 θθ
θ

×=
an  

2
cos

2
sin

4
2

θ

θ

an
=  

2
tan

4
2 θan

=  

 
與正 n 邊形的面積的公式比較後，我們對近似值公式稍作修正，我們取一修正常數 K

使得近似值公式修正為 

4
21

2
)())(()( −

−−−
= n

n

s
asasasKnS L  

 
研究 13：若正 n 邊形的邊長為 a，其內角為θ，圓內接 n 邊形面積近似值的公式修正常

數
2

tan
)2(

2 θ
n

n

n
nK
−

=
−

 

推導過程：正 n 邊形的邊長為 a，則
2

nas = ，且 

42
)())(()( −

−−−
= ns

asasasKnS L  

44

)2(
16
1

−−

−
= nn

nn

an
anK  

4

2 )2(
4 −

−
= n

n

n
nKa  

令
2

tan
4

)2(
4

2

4

2 θna
n

nKa
n

n

=
−
−  

2
tan

)2(

2 θ
n

n

n
nK
−

=⇒
−

 

 
 

所以我們得到修正的圓內接 n 邊形面積的近似值公式為 

4
21

2

2
)())((

2
tan

)2(
)( −

− −−−
−

= n
n

n

n

s
asasas

n
nnS Lθ

，其中θ為正 n 邊形之ㄧ內角角度。 
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若正確圓內接 n 邊形面積為 )(nS ，比較 )(1 nS 、 )(2 nS 及 )(nS 的公式，我們發現

)3()3()3( 21 SSS == ，且 )4()4()4( 21 SSS == 。 
同樣地，我們做了 )(2 nS 與正確圓內接 n 邊形面積的比，首先我們先固定(n-1)邊等長，

第 n 邊邊長改變長度，如下表格三、四。 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

以上因為我們固定了(n-1)邊等長，只改變第 n 邊邊長，因此 )(2 nS 非常接近實際面積。

我們持續做了很多的模擬，不斷的改變邊長，因表格過多不便完全呈現，因此我們整理其

比值範圍如下表五： 
 
 
 
 

        邊數 
邊長比 

5 6 7 8 

10：1 0.99077 0.99027 0.99131 0.99248 

10：2 0.99350 0.99295 0.99360 0.99438 

10：3 0.99554 0.99503 0.99541 0.99591 

10：4 0.99074 0.99662 0.99683 0.99713 

10：5 0.99813 0.99781 0.99791 0.99809 

10：6 0.99889 0.99868 0.99873 0.99881 

10：7 0.99940 0.99928 0.99930 0.99933 

10：8 0.99972 0.99967 0.99967 0.99967 

10：9 0.99989 0.99988 0.99988 0.99986 

          邊數 
邊長比 

9 10 20 

10：1 0.99359 0.99449 0.99826 
10：2 0.99518 0.99582 0.99865 
10：3 0.99647 0.99692 0.99898 
10：4 0.99751 0.99782 0.99925 
10：5 0.99834 0.99853 0.99948 
10：6 0.99896 0.99908 0.99966 
10：7 0.99942 0.99948 0.99979 
10：8 0.99972 0.99975 0.99989 
10：9 0.99989 0.99990 0.99994 

表三 

表四 
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邊數 )(2 nS 與正 N 邊形的比值 )(2 nS 與圓內接 N 邊形的比值範圍 
3 1 1 
4 1 1 
5 1 0.98717~1 
6 1 0.97428~1 
7 1 0.96313~1 

…… …… …… 
20 1 0.90542~1 

…… …… …… 
 
修正後的公式 )(2 nS 因為是利用正 n 邊形去修正的，因此與正 n 邊形皆無誤差，而從

表格中發現 )(2 nS 皆小於或等於正確值，當 n 邊形的形狀近似於退化成( kn − )邊形

)31( −≤≤ nk ，且 k 越接近 3−n 時誤差越大，也就是越退化成三角形時誤差越大。 
其實修正後的公式 )(2 nS ，若 k 不要接近 3−n ，就算 n 很大，其誤差都在 0.01~0.02

以內，我們覺得這是個蠻精確近似值。 
而由上面兩表，我們發現 )(1 nS 比正確圓內接 n 邊形面積大，而 )(2 nS 比正確圓內接 n

邊形面積小，因此 )(2 nS ≦ )(nS ≦ )(1 nS 。 
 

3. n 邊形固定邊長之極小面積 
在討論極小面積時，藉由實際操作我們知道邊長的順序對我們的極小面積是有影響

的，並且我們做了以下的推論： 
由等周定理知道，當周長固定時，以圍成正 n 邊形面積最大，且 n 越大時面積越大。

反過來說，當 n 越接近 3，或越趨近於一直線時，面積越小，且由我們的研究 5 知 n 邊形

退化成三角形其一邊長越接近
2
1

周長時面積越小，但因 n 邊形當我們確定將某些邊退化成

一直線為三角形的一邊時，三角形的另兩邊並未被同時確定，因此，我們知道另一邊的邊

長亦越接近
2
1

周長，而剩下的一邊越小，則面積越小。 

直觀上，我們以上的推論是正確的，但以我們目前所學無法給較好的證明，但在實

際操作的過程中我們得到了較好的尋找極小面積的方法(目前並無證明)，步驟如下： 
1. 找出 n 邊形的最大邊，並以最大邊為基準向兩邊相鄰邊依序累加 k 個邊，使得此 k

個邊和小於或等於
2
1

周長，但加上第 k+1 邊時大於
2
1

周長。令此 k 個邊和為 ka ，

若 ka 等於
2
1

周長則此 n 邊形面積極小值趨近於 0。 

2. 若 ka 小於
2
1

周長，找出上述 k 個邊的兩側相鄰邊之最小邊，令其為 b。 

3. 令剩餘之 1−− kn 邊和為 1−−knc 。 

4. 則 n 邊形面積極小值會趨近於 ))()(( 1−−−−− knk csbsass  

表五 
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例：邊長為 2、3、5、4、3、3、2 的七邊形，令 21 =a 、 32 =a 、 53 =a 、 44 =a 、 35 =a 、

36 =a 、 27 =a 、 11
2

7654321 =
++++++

=
aaaaaaa

s ，以 3a 為基準邊，又

1110321 <=++ aaa 、 1112432 >=++ aaa ，所以取 321 aaa ++ 作為最長

邊，再找 7a 當作最短邊，其餘當作第三邊，則此七邊形面積極小值為邊長是

10( 321 aaa ++ )、2( 7a )、10( 654 aaa ++ )的三角形，面積為：

))()())((( 6547321 aaasasaaass ++−−++− 。 

以上的尋找面積極小值的方法，礙於目前所學尚少，且研究面積的極小值時間太短，

因此無法給予有利的論證來支持此方法是正確的，甚為可惜。 
 

伍、 結論 

一、 假設四邊形 ABCD 四邊長為 a、b、c、d，且其中一角為α，其對角為β，則四邊

形 ABCD 的面積為 )
2

(cos))()()(( 2 βα +
−−−−− abcddscsbsas   ， 

其中
2

dcbas +++
=  。(Bretschneider 公式) 

二、 四邊形 ABCD 為圓內接四邊形時面積最大為 ))()()(( dscsbsas −−−− 。

(Brahmagupta 公式) 
三、 任意四邊形在給定四邊邊長的情況下，必存在一外接圓，使得此四邊形為此圓之圓

內接四邊形。 
四、 當圓內接四邊形的邊長分別為 a、b、c、d，且 a、b 夾角為θ， °<<° 1800 θ ，則

)22(
arccos

2222

cdab
dcba

+
−−+

=θ  

五、 推測任意兩 n 邊形需要 )32( −n 個要素，以證明兩 n 邊形全等。 
六、 任意 n 邊形若固定其 n 邊的邊長時，必存在一外接圓使得此 n 邊形為圓內接 n 邊

形。 
七、 任意 n 邊形若固定其 n 邊的邊長時，不論 n 邊形邊長的順序如何改變，其外接圓

皆為半徑相同的圓。 
八、 若 n 邊形固定其 n 邊的邊長時，當此 n 邊形為圓內接 n 邊形時面積最大。 

九、 若ΔABC 已知兩邊長 a、b，則第三邊 22 baR += 時ΔABC 面積最大。 

十、 若四邊形 ABCD 已知三邊長 a、b、c，則第四邊 R 為 02)( 2223 =−++− abcRcbaR 的

根時的圓內接四邊形 ABCD 面積最大。 
十一、 任意 n 邊形當確定 n-1 邊的長度時，第 n 邊的長度為此 n 邊形外接圓的直徑時

面積為最大。 
十二、 若圓內接五邊形 ABCDE 的邊長分別為 a、b、c、d、R，其中 R 為外接圓之直
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徑，則五邊形 ABCDE 面積為

)(22)]([
4
1 44444222222 dcbaRdcbaR +++−++++−  

十三、 推測當 n 邊形的邊長分別為 1a 、 2a 、…、 na ，且
2

21 naaa
s

+++
=

L
，則圓內

接 n 邊形面積的近似值為 

4
21

1
)())(()( −

−−−
= n

n

s
asasasnS L

、 4
21

2

2
)())((

2
tan

)2(
)( −

− −−−
−

= n
n

n

n

s
asasas

n
nnS Lθ  

其中θ為正 n 邊形之一內角角度。 
十四、 若正確圓內接 n 邊形面積為 )(nS ，則 )(2 nS ≦ )(nS ≦ )(1 nS 。 
十五、 若 n 邊形固定其 n 邊的邊長時，當此 n 邊形退化趨近於三角形時面積越小。 
十六、 透過實際操作得到了較好的尋找面積極小值的方法。 
 

陸、 未來展望 

五邊形以上的多邊形，要單純以邊長及夾角來導出一般公式實在過於複雜，就算能

導出來，實用價值也不高。但，n 邊形之最大面積—圓內接 n 邊形應有個較漂亮的公式。

當往後對幾何的性質能更進一度了解時，希望能有機會推導出圓內接 n 邊形之正確公式。 
另外，對於 n 邊形的面積極小值，礙於研究時間太短，所討論太少，甚為可惜，希

望以後能有機會最更進一步的探討。 
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七、陳敏皓。三次方程式的歷史溯源，蘭陽女中。 
八、維基百科。 
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捌、 附註 

一、 四邊形若以 S 代表邊、A 代表角、L 代表對角線、R 代表

直角，若符合 
SSSSA、SASAS、ASSSA、ASASA、SLSLS、RSLSS、

SASSL、RSLSR、LSLSR、RSLAS 
以上性質時，兩四邊形全等，或者可說確定唯一四邊形。 
我們只針對 SSSSA、SASAS、SLSLS、RSLSS 證明，其餘

因證明方法類似，在此便不再贅述。(底下證明之圖形皆如

圖三十五) 

1. SSSSA 全等：若 EFAB = 、 EHAD = 、 FGBC = 、 GHCD = 且 EA ∠=∠  ，則

四邊形 ABCD≅ 四邊形 EFGH。 
證明：在 ABDΔ 與 EFHΔ 中， 

∵ EFAB = 、 EHAD = 、 EA ∠=∠ ，則 EFHABD Δ≅Δ (SAS)，∴ FHBD = 。 

又在 FGHBCD ΔΔ 與 中， 

∵ FGBC = 、 GHCD = 、 FHBD = ，則 FGHBCD Δ≅Δ (SSS) 

∴ EFGHABCD ≅   故得證。 

2. SASAS 全等：若 EFAB = 、 EA ∠=∠ 、 EHAD = 、 GHCD = 、 HD ∠=∠ ，則

四邊形 ABCD≅ 四邊形 EFGH。 
證明：在 EFHABD ΔΔ 與 中， 

∵ EFAB = 、 EA ∠=∠ 、 EHAD = ，則 EFHABD Δ≅Δ (SAS) 

又在 EGHACD ΔΔ 與 中， 

∵ EHAD = 、 GHCD = 、 HD ∠=∠ ，則 EGHACD Δ≅Δ (SAS) 

FGBC = ，所以 EFGHABCD ≅ (SSSSA)  故得證。 

3. SLSLS 全等：若 EFAB = 、 FHBD = 、 EHAD = 、 GHCD = 、 EGAC = ，則

四邊形 ABCD≅ 四邊形 EFGH。 
證明：在 EFHABD ΔΔ 與 中， 

∵ EFAB = 、 FHBD = 、 EHAD = ，則 EFHABD Δ≅Δ (SSS) 

又在 EGHACD ΔΔ 與 中， 

∵ EHAD = 、 GHCD = 、 EGAC = ，則 EGHACD Δ≅Δ (SSS) 

JI

B

A

C

D H

G

E

F

圖三十五 
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FGBC = ，所以 EFGHABCD ≅ (SSSSA)  故得證。 

4. RSLSS 全等：若 °=∠=∠ 90EA 、 EHAD = 、 FHBD = 、 FGBC = 、 GHCD = ，

則四邊形 ABCD≅ 四邊形 EFGH。 
證明：在 EFHABD ΔΔ 與 中， 

∵ °=∠=∠ 90EA 、 EHAD = 、 FHBD = ，則 EFHABD Δ≅Δ (RHS) 

又在 FGHBCD ΔΔ 與 中， 

∵ FGBC = 、 GHCD = 、 FHBD = ，則 FGHBCD Δ≅Δ (SSS) 

∴ EFGHABCD ≅   故得證。 
二、 若圓內接五邊形 ABCDE 的邊長分別為 a、b、c、d、R，其中 r 為外接圓之半徑，

如圖三十六，則 422
1

24

4
1sin arar −=θ 、 422

2
24

4
1sin brbr −=θ 、

422
3

24

4
1sin crcr −=θ 、 422

4
24

4
1sin drdr −=θ 。 

證明：由正弦定理得知 

)
2
190sin(sin

1
01 θθ −

=
ra

2
cossin 1

1
θθ ar =⇒  

又 ∵

2
cos

2
cos

2
sin2 111 θθθ

ra
=  

∴
22

sin 1 ar =
θ  

∴ 2
1

2
1

24 )sin(sin θθ rrr =  

 212 )
2

cos( θar=  

 
2

cos 1222 θar=  

)
2

sin1( 1222 θ
−= ar  

2
sin 122222 θrara −=  

2222 )
2

(aara −=  

422

4
1 ara −=  

故得證。 

圖三十六 



【評語】030424 

本作品討論給定任一多邊形邊長所能圓成最大、最小面積的

凸多邊形的方法。推演具最大面積為圓內接多邊形，但最小

面積之凸多邊形，可尋找求面積最大下限之求法。 
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