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 	� ' ¡ �' � � �¢ Vä £ %
�= � �| ~�+� � 
 ¤ ¡ c�� j ¤

��'�c� '�ò0  ' ¤Q� ' c��B��' � ' Qc"Q ' �� ' Q¤"��%)  ' ¤���'��' � ' Qc"���'��  ' ¤ ¡ �' � ' Qc"�

û ä �

�

� � �2)m A-1�25k  A�25k+1�4q�100 

  25k�99  �  k�
25
99

  q�
4

125 +k
�k+

4
1+k ∈N  

� k�3 , q�19 , A�76 � �  

 

� "� �Q��� ��� � ��� �����$�������

� � � � ���"""� � � ��
125
999

�	3"…�

���
8

1125 +k
�����

8
15 +k ∈��

� ��#�B���!	�B���#	& � � �
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Ô 	��%� ' ¤" � Q� ' ¤"���' ¤c�¥ �' � ' Qc"¦ � Q� ' � ' Qc"���' � ' Qc"��' Q¤"��  ' ¤ ¡ �' � ' Qc"±�� s
�
§s��� � ���'�

�?H ±� s
�
�s ��� ���%  ' ¤�� ' � ' Qc"���' ���ò � ' � ' Qc"�+

� �Æ%)?�̈ 
Ç��  ' ¤

�+

� &�ò0  ' ¤ ¡ �' � ' Qc"�
t�� +

á © �O �÷ 

á 2 Ï±� "��¢£ª 
� Ô

« ¬ G *­ "�%¾ *(j k l��q W��

� J
Ï� � Ï�

*
� ��&� �� ( ���
�
�  ��	&� ��

�
���

,
� & ��#	&� ��
�
���

Q
� �& ��"#	&� ��
�
���

´
� "�& ���"#	&� �� ) ���
�� �� ��

	
� …"�& �x…�"#	&� ��' ���
� � �

ZW�� �� s
�
�s �*+ 	 

������'x�v�"®) s

�
�s �*+ 	 

��

B C����� s
�
�s �*+ 	 

���

�
§k��� � ���'  Zj k

�
v�§0(�� � ���' "�

� � � � � � £9 ���'x�v�"
�
v���'x�v�"§��v�"

�
v��v�"§k

�
v�§0(�� � ���' "�

� � � � � � ���'x�v�"
�
§��� 'x�v�" (�� � ��� ' "� � �����'x�v�"®) s

�
�s �*+ 	 

��

@6 > l¬ GH 4 B C)� �
�
�¯^�B�^ )J
 ���� ��l*
��

B Cu��)J
) �� 	 

B0 �) s
�
�s �*+ 	 

��z�� s

�
§s��� � ���'

� �
�
)� 	Q�"
By� 	"
� �	 ) ��

"�

m �
�
�¯^��°Ot ¯)�	Q "y�	Q�"

�^�)�	��"

±�

�^�"
�
��^×��' ��" ���^×�� ' " � � ×^×�� ' ×���� ��A � ¯^�"�
�^
�
×��
� ' � ×^×��' ×��¯^��

���+
) �� ���  ×^×��' ×� � J�	��"
$ ) ��

� ^�) s
�
�s �*+�	x�"

��ú
 �½ _ ^�� ��B� �  �

�
�& ��& � 
 �l*+ ^��

@7 ÷ Y J
 & ��� ��; < ú*² � ¾ 8 ð B C��

��) 	 
� � 
� � m ¤���Q^�

�
�
�� ¯^��¯×��' GH( ���^×�� ' ���
�¤�"

�
��¤×��' ���"� �
�¤
�
×��

� ' � ×¤×��' ×����
�¤
�
×��
� ' � ���Q^"�� ' ×���� �

�¤
�
×��
� ' � ×��' GH( ×�Q ×^×��' ×����

�¤
�
×��
� ' � ×��' GH( ×�Q ×^×��' × � ¥ ��Q&"�&¦ �¯×��' GH( �^×��' ���

�¤
�
×��
� ' � ×��' GH( ×�Q ×^×��' × ��Q&"Q� ×^×��' ��¯Q�"×��' GH( �����^"×��' ���

�¤
�
×��
� ' � ×��' GH( ×�Q ×^×��' × � ��Q&"Q^×��' GH( ��¯Q�"×��' GH( Q ^×��' �����^"×��' ��� �

�¤
�
×��
� ' � ×��' GH( ×�Q ×^×��' × � ��Q&"Q^×��' GH( ��¯Q�"×��' GH( ����Q^"×��' ��� �

�¯���Q^"��¯¤��

� B u���*+ 	 
� � 
�0) s
�
�s �*+ 	 

��z�� s

�
§s��� � ���' �

� � � � � � m �
�
�¯³�§³×��' ������ � ���' GH( "B�³��́ " �� 
�

�
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�mµ�)*�	��"
� � 
�0) s
�
�s �*+�	x�"

��Otµ��́ " �� 
�

� � � �µ�"
�
��µ×��' ���"��µ� ×��

� ' � ×µ×��' ×����� �
§ µ×��' ×��³×��' ������ � ���' GH( "�

���+

| ) � y �y &�Ot+
) � ø�O�z)~� �QQQQQQQ������������"�

���"� ��+

) ���µ§³� � ��� � ���"� � � � � �µ�³�

� � � "� ��+

) &��µ§ µ�³� � ��� � ���"�

� � � �§µ�³� � ��� � ���"� � � �µ�³����

� � � �%¾ -GH 5HJ
 ���� �.�&���O< 8 N' ³ a �
�n *
�
 �GH H��

�l*
#ò5HJ
 & ��� �.B&���O< 8 N' ³ a �
�n *
J �� z · �{ = +


�
 �GH H���l*
�� 2 �- 	→ ∞.��M�� �¶ ~�+�zQQQQ$ � $"�& ��

QQQQ�	$	��"#	&�~�È · s
�
�s �� ��ö ¸ �GH E J! ÷ �¹ º �UVM8 Nn *

³Z�

� ��l*

µ"�**» ¼ �½ \ �� I H�?8 9 : ��� ���

�

Æ,Ç~1 �
�
�� ��� �2 6 7 ��

5 î GH î È�+

&��
�-: %)© 5�; +

�' (< 8 N' j �
ú4 = +
�G

H * ¨ © +

 A Å N � ~ �B!B�B&B" &�G H 4 � ' ( � > ¾ £ 9 �

�* ¨ ©

��B��B !B �B	�B	&B!"B"" &�GH �' ( ~¿ Ô� I l· ¸ À ¸ ��% ¾ GH I JÁ ð £ : >÷  �

Â � �Z[ O*» �Ã Ä �

B Cu���*+ 	 
� � 
�0) s
�
�s �*+ 	 

��z�� s

�
§s��� � ���' � �

� � � � � � m �
�
�¯³�§³×��' ������ � ���' GH( "B�³��́ " �� 
�

�mµ�)*�	��"
� � 
�0) s
�
�s �*+�	x�"

��z�� s

�
§s��� � ���'JI!(��

Otµ��́ " �� 
�

(µA)3�(µÅ10n+A)3 

�µ3Å103n+3µ2Å102nA+3µÅ10nÅA2+A3 
§3µA2Å10n+³Å10n+A(mod 10n+1)�

�

�J
�B"� � �
�
�+

á )��

(µÅ10n+A)3 

§3µA2Å10n+³Å10n+A  (mod 10n+1) 
§3µÅ10n+³Å10n+A    (mod 10n+1) 
§(3µ+³) Å10n+A     (mod 10n+1) 
§µÅ10n+A           (mod 10n+1) 

 
�   ( 3µ+³)§µ  (mod 10)   

 
 
 
 
 
 
 

#µ��≡µ��� � ���"�µ��B��

#µ��≡µ��� � ���"�µ�×�
#µ� ≡µ��� � ���"�µ�!B"�

#µ�#≡µ��� � ���"�µ�×�
#µ�!≡µ��� � ���"�µ�#B$�

#µ��≡µ��� � ���"�µ�×�
#µ�&≡µ��� � ���"�µ� B	�

#µ�	≡µ��� � ���"�µ�×�
#µ�$≡µ��� � ���"�µ��B&�

#µ�"≡µ��� � ���"�µ�× 
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AJ
4,6  A2�+

á )6 
(µÅ10n+A)3 

§3µA2Å10n+³Å10n+A  (mod 10n+1) 
§8µÅ10n+³Å10n+A    (mod 10n+1) 
§(8µ+³) Å10n+A     (mod 10n+1) 
§µÅ10n+A           (mod 10n+1) 

 
�   ( 8µ+³)§µ� �   (mod 10) 

 
�

 
 
 
AJ
5  A2�+

á )5 
(µÅ10n+A)3 

§3µA2Å10n+³Å10n+A  (mod 10n+1) 
§5µÅ10n+³Å10n+A    (mod 10n+1) 
§(5µ+³) Å10n+A     (mod 10n+1) 
§µÅ10n+A           (mod 10n+1) 
�   ( 5µ+³)§µ  (mod 10) 
�

�

�

�

¢ � (D�ZW�GH j k (l�q _ u�

   (1)-	→ ∞.��
�
����� �¶ ~�+�OtÆ Çs

�
�s� ��+�� ��z�

� � � �   ÈÈ786760045215487480163574218751   ÈÈÈ106619977392256259918212890624 
ÈÈ106619977392256259918212890625   ÈÈÈ893380022607743740081787109375 
ÈÈ893380022607743740081787109376   ÈÈÈ213239954784512519836425781249 
ÈÈ999999999999999999999999999999  

� "��
�
����� �¶ ~�+�A D�¶ É+�Ot��Ê ³ �OÏ$ )��'�Ëm ½ l�� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���"�

 K,L 51+ K,L 49 K,L 24+ K,L 76 K,L 25+ K,L 75 1+ K,L 99 M.N  
O2P  1+9 4+6 5+5 1+9 101 

Q P  51+49 24+76 25+75 1+99 102 

R P  751+249 624+376 625+375 1+999 103 

S P  8751+1249 0624+9376 0625+9375 1+9999 104 T P  18751+81249 90624+09376 90625+09375 1+99999 105 U P  218751+781249 890624+109376 890625+109375 1+999999 106 V P  4218751+5781249 2890624+7109376 2890625+7109375 1+9999999 107 

$µ��≡µ��� � ���"�µ���

$µ��≡µ��� � ���"�µ�	�

$µ� ≡µ��� � ���"�µ�!�

$µ�#≡µ��� � ���"�µ���

$µ�!≡µ��� � ���"�µ�$�

$µ��≡µ��� � ���"�µ���

$µ�&≡µ��� � ���"�µ� �

$µ�	≡µ��� � ���"�µ�"�

$µ�$≡µ��� � ���"�µ�&�

$µ�"≡µ��� � ���"�µ�#�

�µ��≡µ��� � ���"�µ��B��

�µ��≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ� ≡µ��� � ��"�µ� B	� �

�µ�#≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ�!≡µ��� � ���"�µ�!B"�

�µ��≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ�&≡µ��� � ���"�µ��B&�

�µ�	≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ�$≡µ��� � ���"�µ�#B$�

�µ�"≡µ��� � ���"�µ�×�
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W P  74218751+25781249 12890624+87109376 12890625+87109375 1+99999999 108 

: : : : : : 

mP  X.X 8751+ X.X 1249 X.X 0624+ X.X 9376 X.X 0625+ X.X 9375 1+ X.X 99999 10m 

�

ÆQÇ~1 �
�
�� ��� �2 6 7 ��

² � n Ì �ZW����*+ 	
� � 
�0)s
�
�s�*+ 	

��z��s

�
§s��� � ���'�

m A4�Y³A§³×10n+A (mod 10n+1)�³�0~9 �� 
��mµA )*(n+1)
� � 
�0) s
�
�s

�*+�	x�"

��z�� s
�
§s��� � ���'JI!(�Otµ�0~9 �� 
 

� (µA)4�(µ×10n +A)4 
�µ4×104n+4µ3×103n×A+6µ2×102n×A2+4µ×10n×A3 +A4 
§4µ×10n×A3+³×10n+A  (mod 10n+1) 

��� s
�
§s��� � ���' �
O+

| ) 1�5 y 6 

�(1)� A �+

) 5��µ§³(mod 10)�  µ�³ 
  (2)� A �+

) 6��µ§4µ+³(mod 10)�0§3µ+³(mod 10) 
  (3)� A �+

) 1��µ§4µ+³(mod 10)�0§3µ+³(mod 10) 
�³�0 �  µ�0 
³�1 �  µ�3 
³�2 �  µ�6 
³�3 �  µ�9 
³�4 �  µ�2 

 
GH I JMathematica � Í d e �û + FÎ Ï ¨ © O~�+�� ��Ð ºOq _ m �½ lu 
J
 5u 


           � Å 
                       � 
 

1.                         54 Y 625 

2.                          254 Y 390625 

3.                         6254 Y 152587890625 

4.                        06254 Y 152587890625 

5.                       906254 Y 67451572418212890625 

6.                      8906254 Y 629186689853668212890625 

7.                     28906254 Y 69817937910556793212890625 

8.                    128906254 Y 27611874975264072418212890625 

9.                   2128906254 Y 2054121592664159834384918212890625 

10.                 82128906254 Y 4549714621689417981542646884918212890625 

11.                182128906254 Y 110031116042819121503271162509918212890625 

12.               9182128906254 Y 710842755696607042636969708837568759918212890625 

J
 6u 


           � Å 
                       � 
 
1.                           64 Y 1296 

2.                          764 Y 33362176 

3.                         3764 Y 19987173376 

³�5 �  µ�5 
³�6 �  µ�8 
³�7 �  µ�1 
³�8 �  µ�4 
³�9 �  µ�7 
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4.                        93764 Y 7728058388709376 

5.                       093764 Y 7728058388709376 

6.                      1093764 Y 143115985942139109376 

7.                     71093764 Y 2554617806629961004667109376 

8.                    871093764 Y 57578402444654331436004987109376 

9.                   7871093764 Y 383831261061179887495342257787109376 

10.                 17871093764 Y 10200102438013602998643779761787109376 

q _ uGH *(¨ © �O�� �Ïs
�
�s��� � ! ÷ �Ô�GH ä Ñ � �*+ � �u� 8 9 : s

�
�s� �-�){ 
.����}~�+�� �z…$"�& �Ï…��"#	&���

B Cu5 î GH ºK L +

K L M8 N�O+
�Ã Ä �m ½ l:(�,) 

 

 * � , Q ´ É � É Ò � �* �� È 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X  

2 2 4 8 6 2 4 8 6 2 4 8 6 X  

3 3 9 7 1 3 9 7 1 3 9 7 1 X  

4 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 X  

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 X  

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 X  

7 7 9 3 1 7 9 3 1 7 9 3 1 X  

8 8 4 2 6 8 4 2 6 8 4 2 6 X  

9 9 1 9 1 9 1 9 1 9 1 9 1 X  

�A)*n
� � 
�0)s
�
�s�*+	

��z��s

�
§s��� � ���'                

m Am�Y³A§³×10n+A (mod 10n+1)� � ³�0~9 �� 
��mµA )*(n+1)
� � 
�0) s
�

�s �*+�	x�"

��z�� s
�
§s��� � ���'JI!(�Otµ�0~9 �� 
 

� (µA)m�(µ×10n +A)m  

�µm×10mn+m×µm-1×10n(m-1)×A+……+ m×µ×10n ×Am-1+Am 

§m×µ×10n ×Am-1+³×10n+A   (mod 10n+1) 
§(mµ×Am-1+³)×10n+A        (mod 10n+1) 

� m ) 4k-2 y 4k(z m ){ 
)��V(�*)ẗ © A �J
| ) 1 y 5 y &�0 Am-1J
| ) 1
y 5 y &Æ¢£�,tÓ | p q �OtJ
� 1 Zk VNO�| )……0001ÇZj µÏ³�1Ô ~

½ lM Õ Ã Ä u 
(1) J 5:µ§³     (mod 10)  �µ�³ 
(2) J 6:µ§³     (mod 10)  �µ�³  

       µ§2µ+³ (mod 10)  �0§ µ+³ (mod 10) 
       µ§4µ+³ (mod 10)  �0§3µ+³ (mod 10) 
       µ§6µ+³ (mod 10)  �0§5µ+³ (mod 10) 
       µ§8µ+³ (mod 10)  �0§7µ+³ (mod 10) 
² � s

�
�s� �H�R 9 �ö R GH q Öx × �Î Ï ¨ © �-J
� & .�}µ§2µ+³ (mod 10) 

�0§µ+³ (mod 10) �1��µ+³~���VN��O' ( ��� �| X � ~…$"�& ��

Ï…��"#	& �Ö�Ø %OÙ � T U �5¾ GH 
 û F Ú � ��

Z�[�\
 ]�^

 

Z�[  
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Æ´Ç~1 � 5�� ��� �2 6 7 ��

¢ � n Ì �ZW����*+	
� � 
�0)s )�s�*+	

��z��s )§s��� � ��� ' � �
m� )�¯³�§³×��' ������ � ���' GH( "�³��́ "�� 
��mµ�)*�	��"
� � 
�0)s )�s� �*

+�	x�"

��Otµ��́ "�� 
��

� (µA)5�(µ×10n+A)5 
§5×10n×µ×A4+A5         (mod 10n+1) 
§5×10n×µ ×A4+³ ×10n+A  (mod 10n+1) 

�V(�,)tGH ¨ © A�J
*)1�2�3�4�5�6�7�8�9(*¢£�tÓ | p q ) 

 
(1).�AJ
)1�9�3�7��A4�+

á )1 

 
 (µ×10n+A)5§5µ×10n+³×10n+A   (mod 10n+1) 

 §(5µ+³)×10n+A     (mod 10n+1) 
 �   (5µ+³)§µ (mod 10) 

 
(2).�AJ
)4�6�2�8��A4�+

á )6 
 (µ×10n+A)5§30µ×10n+³×10n+A (mod 10n+1) 

 §³×10n+A         (mod 10n+1) 
 �   µ§³ (mod 10)   
(3).�AJ
5��A4�+

á )5 
 (µ×10n+A)5§5µ×10n+³×10n+A  (mod 10n+1) 

 §(5µ+³)×10n+A    (mod 10n+1)   �   (5µ+³)§µ (mod 10) 
GH I JMathematica � Í d e �û + F Î Ï ¨ © O~�,+�� �(Ot Æ Çs

�
�s��+��

�)�Ð ºOq _ m �½ lu 
ÈÈ60045215487480163574218751      ÈÈ07839804103263499879186432 
ÈÈ72182803640476581907922943      ÈÈ12137588152996418333704193 
ÈÈ19977392256259918212890624      ÈÈ19977392256259918212890625 
ÈÈ80022607743740081787109375      ÈÈ80022607743740081787109376 
ÈÈ87862411847003581666295807      ÈÈ27817196359523418092077057 
ÈÈ92160195896736500120813568      ÈÈ39954784512519836425781249 
ÈÈ99999999999999999999999999 

1 2 q _ u 
ºs )�s ��#+�� �>1���Ê ³ �OÏ)10m                          (�Q) 

 K,L 51+ K,L 49 K,L 24+ K,L 76 K,L 25+ K,L 75 1+ K,L 99 M.N  
O2P  1+9 4+6 5+5 1+9 101 

Q P  51+49 24+76 25+75 1+99 102 

R P  751+249 624+376 625+375 1+999 103 

S P  8751+1249 0624+9376 0625+9375 1+9999 104 T P  18751+81249 90624+09376 90625+09375 1+99999 105 U P  218751+781249 890624+109376 890625+109375 1+999999 106 V P  4218751+5781249 2890624+7109376 2890625+7109375 1+9999999 107 

�µ��≡µ��� � ���"�µ��B��

�µ��≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ� ≡µ��� � ���"�µ� B	�

�µ�#≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ�!≡µ��� � ���"�µ�!B"�

�µ��≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ�&≡µ��� � ���"�µ��B&�

�µ�	≡µ��� � ���"�µ�×�
�µ�$≡µ��� � ���"�µ�#B$�

�µ�"≡µ��� � ���"�µ�×�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

W P  74218751+25781249 12890624+87109376 12890625+87109375 1+99999999 108 

: : : : : : 

mP  X.X 8751+ X.X 1249 X.X 0624+ X.X 9376 X.X 0625+ X.X 9375 1+ X.X 99999 10m 

 K,L 32+ K,L 68 K,L 43+ K,L 57 K,L 93+ K,L 07 M.N  
O2P  2+8 3+7 3+7 101 

Q P  32+68 43+57 93+07 102 

R P  432+568 943+057 193+807 103 

S P  6432+3568 2943+7057 4193+5807 104 T P  86432+13568 22943+77057 04193+95807 105 U P  186432+813568 922943+077057 704193+295807 106 V P  9186432+0813568 7922943+2077057   3704193+6295807 107 W P  79186432+20813568 07922943+92077057 33704193+66295807 108 

: : : : : 

mP  X.X 6432+ X.X 3568 X.X 2943+ X.X 7057 X.X 4193+ X.X 5807 10m 

�

ÆÉÇ~1 �
�
�� ��� �2 6 7 ��

m Am�Y³A§³×10n+A (mod 10n+1)�³�0~9 �� 
��mµA )*(n+1)
� � 
�0) s
�

�s �*+ 	x� 

��z s
�
§s��� � ���'JI!(�Otµ�0~9 �� 
 

� (µA)m�(µ×10n +A)m §m×µ×10n ×Am-1+³×10n+A   (mod 10n+1) 

§(mµ×Am-1+³)×10n+A         (mod 10n+1) 
1.� m�4k-1�k∈���V(�,)ẗ © A �J
| ) 1 y 4 y 5 y 6 y 9Æ¢£�tÓ | p q Ç�

� ¾ �Û � GH �ö ¸ :J
) 1 y 5 y 9�?c ¨ L q Ü �Ã Ä �?~�Ö��Ç ����"�F A

D-J
) 4%& .�?~*Ö��%¾ | }~�+�� ����VNÌ �7 W� "�ËÝ Þ �$"

GH � ] � s
�
�s� ��+��| ) s

�
�s �Ot�+��Ot m )K L � ¨ 
�%¾ GH ä

Ñ ß à u� m�4k-1�k∈��� s
�
�s� ��� �| ) s

�
�s ��+���

(l�GH �q á � 
(1)��J
)�y"��� �4k-2�+

á )��

  (µÅ10n+A)m§mµAm-1Å10n+³Å10n+A       (mod 10n+1) 
§(4k-1)ÅµA4k-2Å10n+³Å10n+A (mod 10n+1) 
§°(4k-1)µA4k-2+³±Å10n+A   (mod 10n+1)  
§µÅ10n+A                   (mod 10n+1)�   (4k-2)µ+³§0  (mod 10) 

 Otµ%³�³ a Ã â v ã s
�
�s� ��� � 

(2)��J
)!y&���4k-2�+

á )&�

  (µÅ10n+A)m§mµAm-1Å10n+³Å10n+A           (mod 10n+1) 
§(4k-1) ÅµA4k-2Å10n+³Å10n+A    (mod 10n+1) 
§°6(4k-1)µ+³± Å10n+A          (mod 10n+1) 
§µÅ10n+A    (mod 10n+1)  �   (4k-6)µ+³§µ  (mod 10) 

  Otµ%³�³ a Ã â v ã s
�
�s� ��� ��

(3)� �J
) ���� �4k-2 �+

á ) � 
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(µÅ10n+A)m §mµAm-1Å10n+³Å10n+A         (mod 10n+1) 
§(4k-1) ÅµA4k-2Å10n+³Å10n+A  (mod 10n+1) 
§(5µ+³) Å10n+A               (mod 10n+1) 
§µÅ10n+A                     (mod 10n+1)  �   5µ+³§µ  (mod 10) 

  Otµ%³�³ a Ã â v ã s
�
�s ��� � 

2.� m�4k+1�k∈���V(�,)ẗ © A �J
| ) 1%2%3%4%5%6%7%8%9Æ¢£�t

Ó | p q Ç�� ¾ �Û � GH �ö ¸ :J
) 1 y 3 y 5 y 7 y 9�?c ¨ L q Ü �Ã Ä �?~

�Ö��Ç ����"�F A D-J
)  %4%&%$ .�?~*Ö��%¾ | }~�,+�� ��

��VNÌ �7 W�#"��ËÝ Þ �$"GH � ] � s )�s� ��,+�� ��| ) s
�
�s �Ot�,+

��Ot m�4k+1�k∈��%¾ GH ä Ñ ß à u� m�4k+1�k∈��� s
�
�s ��� �| )

s )�s ��,+���

(l�GH �q á � 
(1)�� �J
)�y#y	y"� ��� �4k�+

á )��

  (µÅ10n+A)m§mµAm-1Å10n+³Å10n+A      (mod 10n+1) 
            §(4k+1)ÅµA4kÅ10n+³Å10n+A(mod 10n+1) 
            §°(4k+1)µA4k+³±Å10n+A   (mod 10n+1)  
            §µÅ10n+A    (mod 10n+1)   �   4kÅµ+³§0  (mod 10) 
  Otµ%³�³ a Ã â v ã s )�s� ��� � 

(2)�� �J
) y!y&y$� �� ��4k�+

á )&�

  (µÅ10n+A)m§mµAm-1Å10n+³Å10n+A           (mod 10n+1) 
            §(4k+1) ÅµA4kÅ10n+³Å10n+A    (mod 10n+1) 
            §°6(4k+1)µ+³± Å10n+A         (mod 10n+1) 
            §µÅ10n+A    (mod 10n+1)  �   (4k+6)µ+³§µ  (mod 10) 
  Otµ%³�³ a Ã â v ã s )�s ��� ��

(3)�� �J
)�� ��� �4k�+

á )��

  (µÅ10n+A)m §mµAm-1Å10n+³Å10n+A        (mod 10n+1) 
            §(4k+1) ÅµA4kÅ10n+³Å10n+A  (mod 10n+1) 
            §(5µ+³) Å10n+A               (mod 10n+1) 
            §µÅ10n+A      (mod 10n+1)  �   5µ+³§µ  (mod 10) 
  Otµ%³�³ a Ã â v ã s )�s� ��� ��ö R GH ä ( å æ û + F ¸ B �gÔ h � û i

j Â  n GH ¨ © (lmn o p �q _ u 
@1 . �m)4k-2y4k(zm){ 
)�k∈N��O| }~�+�� ��0O�Ïs

�
�s� ��! ÷ �Ë

m ½ luÆËÝ P.12 B CÇ 
ÈÈ106619977392256259918212890625         ÈÈ893380022607743740081787109376 

@2 . �m)4k-1�k∈N�VD�̈ © ���O+
��}~1�4�5�6�9��ö R GH I Jmathematica 
} ~ û + FÎ Ï ¨ © :-J
)1%5%9.�?c ¨ L q Ü �Ã Ä �?~�Ö��Ç����"�F A

D-J
)4%&.�?~*Ö��%¾ | }~�+�� ��¢£���������������� �,M8 �� �1Ô ç "�

0O�Ïs
�
�s� ��! ÷ �Ëm ½ lu(OZ[ 8 : Ïs

�
�s�H�R 9 ! ÷ ) 

ÈÈ786760045215487480163574218751   ÈÈÈ106619977392256259918212890624 
ÈÈ106619977392256259918212890625   ÈÈÈ893380022607743740081787109375 
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ÈÈ893380022607743740081787109376   ÈÈÈ213239954784512519836425781249 
ÈÈ999999999999999999999999999999 

@3 .�m)4k+1�k∈N�VD�̈ © ���O+
��}~1�2�3�4�5�6�7�8�9��ö R G

H I Jmathematica} ~ û + FÎ Ï ¨ © : -J
)�%#%�%	%".�?c ¨ L q Ü �Ã Ä �?

~�Ö��Ç����"�F A D-J
) %4%&%$.�?~*Ö��%¾ O| }~�,+�� ��¢

£���������������� �´M8 �� �1Ô ç "�0O�Ïs )�s� ��! ÷ �Ëm ½ lu(OZ[ 8 : Ïs )�s� �

H�R 9 ! ÷ ) 
ÈÈ60045215487480163574218751      ÈÈ07839804103263499879186432 
ÈÈ72182803640476581907922943      ÈÈ12137588152996418333704193 
ÈÈ19977392256259918212890624      ÈÈ19977392256259918212890625 
ÈÈ80022607743740081787109375      ÈÈ80022607743740081787109376 
ÈÈ87862411847003581666295807      ÈÈ27817196359523418092077057 
ÈÈ92160195896736500120813568      ÈÈ39954784512519836425781249 
ÈÈ99999999999999999999999999 

�

Æ�Ç~1 �
�
��
�
��� �2 6 7 �Ot �ÊwÊ�"��

� � � �35 î GH Õ �
�
��
�
��� �6 7 7 W8 ��

� � � � ����*+ 	 
� � 
�0) s
�
�s

�
�*+ 	 

��z�� s

�
§s

�
§p��� � ���'�Ot w

®�*+ 	 
� � 
�m A3�Yap§a×10n+p (mod 10n+1)�a�0~9 �� 
%A2�Zbp§b×10n+p (mod 
10n+1"��mµA )*(n+1)
� � 
�0) s

�
�s

�
�*+�	x�"

��z�� s

�
§s

�
��� � ���'JI!(�

Otµ�0~9 �� 
 
� (µA)3�(µ×10n+A)3 

�µ3×103nx#µ2×102n�x#µ×10n�
�
+A3        

§#µ×10n�
�
+A3                                  (mod 10n+1) 

§#µ×10n�
�
+ a×10n+p                             (mod 10n+1) 

� � (µA)2�(µ×10n+A)2 
�µ2×102nx µ×10n�x�

�
                    

§ µ×10n�x�
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (mod 10n+1) 

§2µ×10n�+ b×10n+p                             (mod 10n+1) 
� (µA)3§(µA)2§#µ×10n�

�
+ a×10n+p§2µ×10n�+ b×10n+p   (mod 10n+1)�

�

@_ J
 ��� � � � � � #µxa§2µxb� ¤v^§µ (mod 10)�
� ¤v^���µ�0 � %� � � � � � ¤v^�� yv"�µ�1%� ¤v^� yv$�µ�2�
� � ¤v^�# yv	�µ�3 � %� ¤v^�! yv&�µ�4%� ¤v^��yv��µ�5�
� � ¤v^�& yv!�µ�6 � %� ¤v^�	yv#�µ�7%� ¤v^�$ yv �µ�8�
� � ¤v^�" yv��µ�9�
@̀J
 ��� � � � � � �µxa§b� ¤v^§5µ (mod 10)�
� ¤v^���µ��% %!%&%$�

� � ¤v^��yv��µ�1%#%�%	%"�

@a J
 &�� � � � � � $µxa§2µxb� ¤v^§6µ (mod 10)�
� ¤v^���µ�0 y 5%� � � � � � ¤v^� yv$�µ�2 y 7%� ¤v^�! yv&�µ�4 y 9�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

¤v^�& yv!�µ�1 y 6%� ¤v^�$ yv �µ�3 y 8�
� I J(D[ ��^%¤%µ,ø2 1Ô �GH I Jmathematica} ~ û + FÎ Ï ¨ © ��

�
��
�
�}~

�+�� ��0O�Ïs
�
�s� ��! ÷ �z 

ÈÈÈÈÈ106619977392256259918212890625 
ÈÈÈÈÈ893380022607743740081787109376 

�  3��
�
��
�
��� �2 6 7 ��

� ����*+ 	 
� � 
�0) s
�
�s

�
�*+ 	 

��z�� s

�
§s

�
§p��� � ���'�Ot w®

�*+ 	 
� � 
�m A4�Yap§a×10n+p (mod 10n+1)�a�0~9 �� 
%A2�Zbp§b×10n+p (mod 
10n+1"��mµA )*(n+1)
� � 
�0) s

�
�s

�
�*+�	x�"

���� s

�
§s

�
��� � ��� 'JI!(�

Otµ�0~9 �� 
 
� (µA)4�(µ×10n+A)4 

�µ4×104nx!µ3×103n�x&µ2×102n�
�
+!µ×10n�

�
xA4        

§4µ×10n�
�
+A4                                  (mod 10n+1) 

§4µ×10n�
�
+ a×10n+p                             (mod 10n+1) 

� � (µA)2�(µ×10n+A)2 
�µ2×102nx µ×10n�x�

�
                    

§ µ×10n�x�
�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (mod 10n+1) 

§2µ×10n�+ b×10n+p                             (mod 10n+1) 
� (µA)4§(µA)2§4µ×10n�

�
+ a×10n+p§2µ×10n�+ b×10n+p   (mod 10n+1)�

�

@_ J
 � y &��� � � � � � !µxa§2µxb� ¤v^§2µ (mod 10)�
� ¤v^���µ�0 y 5� � �%� � � � � � ¤v^� yv$�µ�1 y 6 �%� � ¤v^�! yv&�µ� y 	%� � � � � �

� � ¤v^�& yv!�µ�3 y 8 � %� ¤v^�$ yv �µ�4 y 9�
� @̀J
 ! y "��� � � � � � &µxa§8µxb � ¤v^§v2µ (mod 10)�
� � ¤v^���µ�0 y 5� � %� � � � ¤v^� yv$�µ�4 y 9 � %� � ¤v^�! yv&�µ�3 y $%� � � � � �

� � � ¤v^�& yv!�µ�2 y 7 � %� ¤v^�$ yv �µ�1 y 6�
@a J
 ��� � � � � a§b (mod 10)�
� ¤v^���µ�0~9�
I J(D[ �� ^%¤%µ,ø2 1Ô �GH I J mathematica } ~ û + FÎ Ï ¨ © ��

�
��
�
�}

~�+�� ��0O�Ï s
�
�s� ��! ÷ �z 

ÈÈ786760045215487480163574218751   ÈÈÈ106619977392256259918212890624 
ÈÈ106619977392256259918212890625   ÈÈÈ893380022607743740081787109375 
ÈÈ893380022607743740081787109376   ÈÈÈ213239954784512519836425781249 
ÈÈ999999999999999999999999999999 

#3 > l¬ GH è 4 Zé k *» �Ã Ä �V(�,)tÓ | p q û \ ¨ © Oê 5¾ �Õ ; < = �zM

8 N�+

 � � � � � �	� � � � � �	� � � � � �	� � � � � �	 �ò05È· �
�
��
�
>�
�
��
�
��� �� R 9 t�GH ¨ © O*



�(z� £9 O+

"�q ë Ï�
�
��>�

�
���*

�! ÷ �ì � N í �

�%,

�%%%

~, î �© ï ��û + Fð ¸ l· �VgO�� �ñ q ë Ï�
�
��>�

�
����� �! ÷ �% ¾ �

GH ä Ñ � �u�8 9 : s
�
�s

�
� ��ÊwÊ�����O�� �Ï8 9 : s

�$b�� I!(�s��! ÷ ��®z�

��"- �vwx��!�v y !�.�s
�
�s

�
~�+�� �� � 
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ÈÈÈÈÈ106619977392256259918212890625 
ÈÈÈÈÈ893380022607743740081787109376 

� "- �vwx��!�v� .�s
�
�s

�
~�+�� �� �� �

ÈÈ786760045215487480163574218751   ÈÈÈ106619977392256259918212890624 
ÈÈ106619977392256259918212890625   ÈÈÈ893380022607743740081787109375 
ÈÈ893380022607743740081787109376   ÈÈÈ213239954784512519836425781249 
ÈÈ999999999999999999999999999999 

� �#"- �vwx��!�x� .�s
�
�s

�
~�,+�� �� �� �

ÈÈ60045215487480163574218751      ÈÈ07839804103263499879186432 
ÈÈ72182803640476581907922943      ÈÈ12137588152996418333704193 
ÈÈ19977392256259918212890624      ÈÈ19977392256259918212890625 
ÈÈ80022607743740081787109375      ÈÈ80022607743740081787109376 
ÈÈ87862411847003581666295807      ÈÈ27817196359523418092077057 
ÈÈ92160195896736500120813568      ÈÈ39954784512519836425781249 
ÈÈ99999999999999999999999999 

!3B C��

�A)*+n
� � 
���xm-p+1≡x(mod 10n) 

�   Am-p+1≡A (mod 10 n) 
�   Ap-1( Am-p+1)≡ Ap- ( òA(mod 10 n) 

�   Am≡Ap (mod 10 n) 
��"-�vwx��!�v y!�.��

�
��
�
× ó ~�+�� ���%)��' ( �+

)�%�%

&��

� � Û � î n �ö ¸ ��8 9 : ~�+�� ���

� "-�vwx��!�v�.��
�
��
�
× ó ~�+�� ���%)��' ( �+

)�%!%�%&%

"��

� � Û � î n �ö ¸ ��8 9 : ~�+�� ���

�#"-�vwx��!�x�.��
�
��
�
× ó ~�,+�� ���%)��' ( �+

)�% %#%

!%�

�%&%	%$%"�Û � î n �ö ¸ ��8 9 : ~�,+�� �� 

��������� �� �� �� � ��������

��"  s
�
�s� ��+�� ��| )s

�
�s�Ot�+�� �(m)K L � � 
)� 

B Cu�

�A)*+n
� � 
���x2≡x(mod 10n) 

�   A2≡A (mod 10 n) �   A3≡A2 (mod 10 n) 
z  A3≡A2≡A (mod 10 n) Zé j Am≡A (mod 10 n) 
%¾ ��A)s

�
�s (x2≡x mod 10n)�*+�� � 

    �A®)s
�
�s�xm≡x mod 10n)�*+�� ��Otm)K L � � 
��

� "� � s
�
�s��+��| )s

�
�s�Ot�+��Otm)K L � ¨ 
� 

    B C:�A)*+n
� � 
���8 9 : x3≡x(mod 10n) 

�   A3≡A (mod 10 n) �   A5≡A3 (mod 10 n) 
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�#"�s )�s��,+��| )s
�
�s�Ot�,+��Otm)4k+1�k∈N� 

   B C:�A)*+n
� � 
���8 9 : x5≡x(mod 10n) 

�   A5≡A (mod 10 n) �   A9≡A5 (mod 10 n) 
z  A9≡A5≡A (mod 10 n) Zé j Am≡A (mod 10 n)�Otm)4k+1�k∈N� 
%¾ ��A)s )�s�x5≡x mod 10n)�*+�� � 

    �A®)s
�
�s�xm≡x mod 10n)�*+�� ��Otm)4k+1�k∈N�����

����

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��������� �� �� �� � ���� 

1. s
�
�s ~�+�� ��0��³ a �� n 

! A j Ï) 10n+1u 

   ÈÈ19977392256259918212890625       ÈÈ80022607743740081787109376 
2. s

�
�s ~��+�� �tá J� 5 ��n *
�Hð �uô �< 8 �= ³ a 
�n *
z

)O' H���l*
#á J� 6 ��n *
Hð �uô �< 8 �= ³ a 
�n *
�J

10 z · N= +
z)O' H���l*
� 
3. s

�
�s ~�+�� ��Ëm ½ lu 

� �ÈÈ786760045215487480163574218751   ÈÈÈ106619977392256259918212890624 
ÈÈ106619977392256259918212890625   ÈÈÈ893380022607743740081787109375 
ÈÈ893380022607743740081787109376   ÈÈÈ213239954784512519836425781249 
ÈÈ999999999999999999999999999999 

4. º s
�
�s ��+�� �Ï 1���Ê ³ �OÏ) 10m(ËÝ P10��) 

5. s
�
�s~�+�� ��O�¡s

�
�s��! ÷ � 

6 .s )�s~�,+�� ��O�Ëm ½ lu 
 ÈÈ60045215487480163574218751      ÈÈ07839804103263499879186432 
ÈÈ72182803640476581907922943      ÈÈ12137588152996418333704193 
ÈÈ19977392256259918212890624      ÈÈ19977392256259918212890625 
ÈÈ80022607743740081787109375      ÈÈ80022607743740081787109376 
ÈÈ87862411847003581666295807      ÈÈ27817196359523418092077057 
ÈÈ92160195896736500120813568      ÈÈ39954784512519836425781249 
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【評語】030416 

1. 主題為生動有趣的數字遊戲。 

2. 邏輯推理清楚，計算與結論正確。 

3. 與國中教材有良好銜接。 

4. 團隊合作良好，解說清楚。 

5. 惟學術上、應用上，價值較低。 
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