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作作作作品品品品名名名名稱稱稱稱：：：：變變變變「「「「形形形形」」」」金金金金剛剛剛剛，，，，好好好好「「「「正正正正」」」」！！！！    

摘要摘要摘要摘要：：：：    

在作三角形的三個外角平分線時在作三角形的三個外角平分線時在作三角形的三個外角平分線時在作三角形的三個外角平分線時，，，，發現會形成新的三角形發現會形成新的三角形發現會形成新的三角形發現會形成新的三角形，，，，而且若持續地一直作下去而且若持續地一直作下去而且若持續地一直作下去而且若持續地一直作下去，，，，

新的三角形會逐漸趨近於正三角形新的三角形會逐漸趨近於正三角形新的三角形會逐漸趨近於正三角形新的三角形會逐漸趨近於正三角形。。。。我們在想我們在想我們在想我們在想：：：：對於四邊形或任意的多邊形對於四邊形或任意的多邊形對於四邊形或任意的多邊形對於四邊形或任意的多邊形，，，，這個現象是否這個現象是否這個現象是否這個現象是否

也是如此呢也是如此呢也是如此呢也是如此呢？？？？    

本研究本研究本研究本研究包含以下包含以下包含以下包含以下的的的的內容內容內容內容：：：：    

一一一一、、、、    證證證證出出出出：：：：持續持續持續持續地地地地做做做做「「「「任意三角形任意三角形任意三角形任意三角形」」」」的三個外角平分線所形成的新三角形的三個外角平分線所形成的新三角形的三個外角平分線所形成的新三角形的三個外角平分線所形成的新三角形，，，，最後一定最後一定最後一定最後一定

極接近於極接近於極接近於極接近於「「「「正三角形正三角形正三角形正三角形」。」。」。」。    

二二二二、、、、    證證證證出出出出：：：：持續持續持續持續地地地地做做做做「「「「特殊四邊形特殊四邊形特殊四邊形特殊四邊形」（」（」（」（如如如如：：：：矩形矩形矩形矩形、、、、菱形菱形菱形菱形、、、、平行四邊形平行四邊形平行四邊形平行四邊形、、、、等腰梯形等腰梯形等腰梯形等腰梯形、、、、箏箏箏箏

形形形形、、、、一般梯形一般梯形一般梯形一般梯形））））的四個外角平分線所形成的新四邊形的四個外角平分線所形成的新四邊形的四個外角平分線所形成的新四邊形的四個外角平分線所形成的新四邊形，，，，最後一定變成最後一定變成最後一定變成最後一定變成「「「「正正正正方形方形方形方形」」」」

或極接近於或極接近於或極接近於或極接近於「「「「正方形正方形正方形正方形」」」」。。。。    

三三三三、、、、    證出證出證出證出：：：：持續持續持續持續地地地地做做做做「「「「一般四邊形一般四邊形一般四邊形一般四邊形」」」」的四個外角平分線所形成的新四邊形的四個外角平分線所形成的新四邊形的四個外角平分線所形成的新四邊形的四個外角平分線所形成的新四邊形，，，，最後一定最後一定最後一定最後一定

極接近於極接近於極接近於極接近於「「「「正方形正方形正方形正方形」。」。」。」。    

四四四四、、、、    推廣到推廣到推廣到推廣到：：：：持續持續持續持續地地地地做做做做「「「「一般一般一般一般凸凸凸凸 mmmm 邊形邊形邊形邊形」」」」的的的的所有所有所有所有外角平分線所形成的新外角平分線所形成的新外角平分線所形成的新外角平分線所形成的新 mmmm 邊形邊形邊形邊形，，，，到到到到

最後最後最後最後新新新新 mmmm 邊邊邊邊形的形狀如何形的形狀如何形的形狀如何形的形狀如何，，，，將提出將提出將提出將提出我們的觀點和圖表我們的觀點和圖表我們的觀點和圖表我們的觀點和圖表來來來來「「「「說明說明說明說明」。」。」。」。    

文獻探討文獻探討文獻探討文獻探討：：：：    

                一、網路上有查到：任意三角形的三個外角平分線所形成的新三角形必為銳角三角形。 

     二、在翻閱科教館出版的中華民國第一屆至第三十五屆中小學科學展覽會作品目錄時，

查到在第三十四屆高中組有一件佳作的作品「任意凸多邊形外角平分線所成多邊形之極限圖

形」，但因時隔十五年，科教館在網路上也沒有作品說明書；連學校圖書室中的科展優良作品

專輯中也只有前三名的作品，所以我們在研究時也無從得知其研究方法及研究結果。    

壹壹壹壹、、、、    研究動機研究動機研究動機研究動機::::    

    在學習到「尺規作圖」時，我們知道：「任意三角形三個內角的角平分線必定交於一點（內

心）」及「任意三角形兩角的外角平分線及第三內角的平分線亦必交於一點（旁心）」，我們覺

得好奇的是：不知道任意三角形的三個外角的角平分線又會如何？畫完後我們發現：任意三

角形的三個外角平分線不會交於一點，而是兩兩相交形成一個新的三角形，若再畫新三角形

的三個外角的角平分線又會形成一個新的三角形，但是不知道如果一直地畫下去圖形會怎

樣？趁著科展的機會，我們何不來研究一番呢？ 

貳貳貳貳、、、、    研究目的研究目的研究目的研究目的::::    

一一一一、、、、    若持續地作若持續地作若持續地作若持續地作任意任意任意任意三角形的三個外角平分線三角形的三個外角平分線三角形的三個外角平分線三角形的三個外角平分線所形成所形成所形成所形成的的的的新三角形新三角形新三角形新三角形，，，，結果會如何結果會如何結果會如何結果會如何????    

二二二二、、、、    若持續地作若持續地作若持續地作若持續地作任意凸四邊形的四任意凸四邊形的四任意凸四邊形的四任意凸四邊形的四個個個個外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成的的的的新新新新四邊形四邊形四邊形四邊形，，，，結果會如何結果會如何結果會如何結果會如何????    

三三三三、、、、    若持續地作若持續地作若持續地作若持續地作任意凸任意凸任意凸任意凸 mmmm 邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成的的的的新新新新 mmmm 邊形邊形邊形邊形，，，，結果會如何結果會如何結果會如何結果會如何????    

參參參參、、、、    研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材::::    

一一一一、、、、    文具：筆、計算紙、計算機，直尺、圓規、量角器；及一顆勇於挑戰的心。 
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二二二二、、、、    電腦及電腦電腦及電腦電腦及電腦電腦及電腦軟體軟體軟體軟體：：：：ExcelExcelExcelExcel 試算表試算表試算表試算表軟體軟體軟體軟體、、、、GSPGSPGSPGSP 動態幾何動態幾何動態幾何動態幾何繪圖軟體繪圖軟體繪圖軟體繪圖軟體、、、、matlabmatlabmatlabmatlab 軟體軟體軟體軟體。 

肆肆肆肆、、、、    研究過程研究過程研究過程研究過程或或或或方法方法方法方法::::    

    為了方便研究及說明，原來三角形以 ABC∆ 表示，作第一次外角平分線所形成的新三角

形以三角形 111 CBA∆ 表示，作第二次外角平分線所形成的新三角形以 222 CBA∆ 表示，……以

此類推，如下圖所示。另假設 ABC∆ 中， °=∠ aA ， °=∠ bB ， °=∠ cC  

               
一一一一、、、、    探討探討探討探討：：：：持續地作持續地作持續地作持續地作任意三角形任意三角形任意三角形任意三角形的的的的外角平外角平外角平外角平分分分分線所形成線所形成線所形成線所形成的的的的新三角形新三角形新三角形新三角形形狀形狀形狀形狀變化變化變化變化︰︰︰︰ 

（（（（一一一一））））    先先先先利用代數運算找出利用代數運算找出利用代數運算找出利用代數運算找出 111 CBA∆ 的的的的三內角三內角三內角三內角::::   由上圖可得    

          °−−°−−°=∠ )
2

1
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90(1801 cbA °−=°−=°+= )
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aacb ，       

           同理可得 °−=°+=∠ )
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1
90()(
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1
1 bcaB ， °−=°+=∠ )

2

1
90()(

2

1
1 cbaC  

                            [[[[說明說明說明說明]:]:]:]:這個這個這個這個公式公式公式公式對往後的研究非對往後的研究非對往後的研究非對往後的研究非常常常常的有用的有用的有用的有用，，，，因為它告訴我們因為它告訴我們因為它告訴我們因為它告訴我們：：：：如何利用前一個如何利用前一個如何利用前一個如何利用前一個圖圖圖圖    

                                                    形的內角求形的內角求形的內角求形的內角求出下一個出下一個出下一個出下一個圖圖圖圖形形形形的的的的內角內角內角內角，，，，有了這個公式有了這個公式有了這個公式有了這個公式，，，，就可以很容易由就可以很容易由就可以很容易由就可以很容易由△△△△    

                                                    ABCABCABCABC 的內角找出的內角找出的內角找出的內角找出 111 CBA∆ 的的的的三內角三內角三內角三內角，，，，再再再再由由由由 111 CBA∆ 的的的的三內角找出三內角找出三內角找出三內角找出 222 CBA∆ 的的的的    

                                                    三內角三內角三內角三內角，，，，…………（（（（多邊形亦然多邊形亦然多邊形亦然多邊形亦然））））。。。。（（（（由此由此由此由此公式可以很容易得到文獻探討一的結果公式可以很容易得到文獻探討一的結果公式可以很容易得到文獻探討一的結果公式可以很容易得到文獻探討一的結果）））） 

（（（（二二二二））））    任意找幾任意找幾任意找幾任意找幾個個個個三角形三角形三角形三角形，，，，設定其三個設定其三個設定其三個設定其三個內角內角內角內角的的的的度數度數度數度數，，，，實際實際實際實際計算看看計算看看計算看看計算看看︰︰︰︰可以利用前面推

出的式子，但因為要計算的次數相當多，因此我們設計 Excel 的表格來幫忙計算。

下表中，下下下下一列的三個內角都是上一列的三個內角所計算出來的一列的三個內角都是上一列的三個內角所計算出來的一列的三個內角都是上一列的三個內角所計算出來的一列的三個內角都是上一列的三個內角所計算出來的。    

      下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 1111＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 1111＋＋＋＋內角內角內角內角 2222））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 2222＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 2222＋＋＋＋    
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                            內角內角內角內角 3333））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 3333＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 3333＋＋＋＋內角內角內角內角 1111））））    

                        我們試了很多個三角形，結果到最後每個內角都結果到最後每個內角都結果到最後每個內角都結果到最後每個內角都極極極極接近接近接近接近 °60 ，下表是其中一個結果： 

外角平分線次數外角平分線次數外角平分線次數外角平分線次數（（（（nnnn））））    內角內角內角內角 1111    內角內角內角內角 2222    內角內角內角內角 3333    

0000    96.00 96.00 96.00 96.00     48.00 48.00 48.00 48.00     36.00 36.00 36.00 36.00     

1111    72.0000000000 72.0000000000 72.0000000000 72.0000000000     42.0000000000 42.0000000000 42.0000000000 42.0000000000     66.0000000000 66.0000000000 66.0000000000 66.0000000000     

2222    57.0000000000 57.0000000000 57.0000000000 57.0000000000     54.0000000000 54.0000000000 54.0000000000 54.0000000000     69.0000000000 69.0000000000 69.0000000000 69.0000000000     

3333    55.5000000000 55.5000000000 55.5000000000 55.5000000000     61.5000000000 61.5000000000 61.5000000000 61.5000000000     63.0000000000 63.0000000000 63.0000000000 63.0000000000     

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

10101010    59.9765625000 59.9765625000 59.9765625000 59.9765625000     60.0351562500 60.0351562500 60.0351562500 60.0351562500     59.9882812500 59.9882812500 59.9882812500 59.9882812500     

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

20202020    59.9999885559 59.9999885559 59.9999885559 59.9999885559     59.9999771118 59.9999771118 59.9999771118 59.9999771118     60.0000343323 60.0000343323 60.0000343323 60.0000343323     

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

30303030    60.0000000335 60.0000000335 60.0000000335 60.0000000335     59.9999999888 59.9999999888 59.9999999888 59.9999999888     59.9999999776 59.9999999776 59.9999999776 59.9999999776     

                                [[[[說明說明說明說明]:]:]:]:從上面的計算結果從上面的計算結果從上面的計算結果從上面的計算結果，，，，似乎發現似乎發現似乎發現似乎發現：：：：三角形三角形三角形三角形的的的的三三三三個個個個外角平分線如果一直做下外角平分線如果一直做下外角平分線如果一直做下外角平分線如果一直做下    

                                                        去所形成去所形成去所形成去所形成的的的的新三角形新三角形新三角形新三角形的三個內角都的三個內角都的三個內角都的三個內角都有慢慢變有慢慢變有慢慢變有慢慢變成成成成 °60 的的的的現象現象現象現象；；；；如果這如果這如果這如果這個個個個結結結結    

                                                        果是對的果是對的果是對的果是對的，，，，那最後不就變成正三角形了嗎那最後不就變成正三角形了嗎那最後不就變成正三角形了嗎那最後不就變成正三角形了嗎????可是有什麼理論或證據可是有什麼理論或證據可是有什麼理論或證據可是有什麼理論或證據呢呢呢呢????於於於於    

                                                        是我們再是我們再是我們再是我們再繼續繼續繼續繼續研究研究研究研究︰︰︰︰持續地作持續地作持續地作持續地作任意三角形任意三角形任意三角形任意三角形的的的的外角平外角平外角平外角平分分分分線所形成線所形成線所形成線所形成的的的的新三角新三角新三角新三角    

                                                        形形形形三個三個三個三個內角內角內角內角的的的的一般式一般式一般式一般式。。。。        

（（（（三三三三））））    研究研究研究研究 nnn CBA∆ 的的的的三內角三內角三內角三內角 nA∠ 、、、、 nB∠ 、、、、 nC∠ 的的的的表示法表示法表示法表示法：：：：    

            由(一)之結果：若在 ABC∆ 中， °=∠ aA ， °=∠ bB ， °=∠ cC ，  

            則在 111 CBA∆ 中， ( ) °−=°+=∠ )
2

1
90(

2

1
1 acbA  

            所以可以利用可以利用可以利用可以利用 A∠ 的度數求的度數求的度數求的度數求 1A∠ 的度數的度數的度數的度數，，，，再利用再利用再利用再利用 1A∠ 的度數求的度數求的度數求的度數求 2A∠ 的度數的度數的度數的度數，，，，    

                                                再利用再利用再利用再利用 2A∠ 的度數求的度數求的度數求的度數求 3A∠ 的度數的度數的度數的度數……………………………….以此類推，說明如下： 

           °+°×−°=°−−°=∠ aaA
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           °+×−−°=∠ ])
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                °+°×−°×+°×−°= a432 )
2

1
(90)

2

1
(90)

2

1
(90

2

1
90 …………依此類推可得依此類推可得依此類推可得依此類推可得 

           °×−+°×−++°×−°×+°×−°=∠ − aA nnn

n )
2

1
()1(90)

2

1
(...90)

2

1
(90)

2

1
(90

2

1
90 132  

               °×−+−++−+−×°= − annn )
2

1
()1(])

2

1
(...)

2

1
()

2

1
(

2

1
1[90 132  



 4 

               °××−+−++−+−+−+×°= − annn )
2

1
()1(])

2

1
(...)

2

1
()

2

1
()

2

1
(1[90 132  

               °×−+
−−

−−×
×°= an

n

)
2

1
(

)
2

1
(1

])
2

1
(1[1

90 °×−+−−××°= ann )
2

1
(])

2

1
(1[

3

2
90  

               °×−+−×°−°= ann )
2

1
()

2

1
(6060

na )
2

1
()60(60 −×°−+°=  

               同理可得 

               n

n bB )
2

1
()60(60 −×°−+°=∠ ； n

n cC )
2

1
()60(60 −×°−+°=∠  

               從上面的式子可以看出：當 n n n n →∞→∞→∞→∞時時時時，，，， nA∠ →→→→ °60 、 nB∠ →→→→ °60 、 nC∠ →→→→ °60 ，，，，    

                                                            所以所以所以所以 nnn CBA∆ →→→→正正正正∆。。。。（（（（所以我們前面的猜想是對的所以我們前面的猜想是對的所以我們前面的猜想是對的所以我們前面的猜想是對的）））） 

                                                疑問疑問疑問疑問：：：：從上面的推論可知從上面的推論可知從上面的推論可知從上面的推論可知：：：：當當當當 n n n n →→→→∞∞∞∞時時時時，，，， nnn CBA∆ →→→→    正正正正∆，，，，但但但但也就是說也就是說也就是說也就是說，，，，必須必須必須必須    

                                                                        對對對對∆ABCABCABCABC 一直一直一直一直作作作作外角平分線非常非常多次外角平分線非常非常多次外角平分線非常非常多次外角平分線非常非常多次（（（（無限多次無限多次無限多次無限多次））））之後之後之後之後，，，， nnn CBA∆ 才才才才    

                                                                        會會會會變成變成變成變成正正正正∆嗎嗎嗎嗎？？？？    

（（（（四四四四））））    探討探討探討探討：：：：是否存在著某種特殊的是否存在著某種特殊的是否存在著某種特殊的是否存在著某種特殊的∆，，，，在經過在經過在經過在經過「「「「有限次有限次有限次有限次」」」」作外角平分線後作外角平分線後作外角平分線後作外角平分線後，，，，所形成所形成所形成所形成    

                                                                        的新的新的新的新∆就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正∆呢呢呢呢？？？？    

                                    我們討論後所得到的答案是我們討論後所得到的答案是我們討論後所得到的答案是我們討論後所得到的答案是：「：「：「：「impossibleimpossibleimpossibleimpossible！」。！」。！」。！」。推論如下推論如下推論如下推論如下：：：：    

            因為若存在一個自然數 n 使得 

            °=−×°−+°=∠ 60)
2

1
()60(60 n

n aA 0)
2

1
()60( =−×°−⇒ na  

            因為 n 為自然數，所以 0)
2

1
( ≠− n 060 =−⇒ a ⇒ 60=a  

            同理，若要 °=∠ 60nB ，則必須 b＝60；若要 °=∠ 60nC ，則必須 c＝60  。 

            因此，除非除非除非除非∆ABCABCABCABC 本身為正本身為正本身為正本身為正∆，，，，否則不存在否則不存在否則不存在否則不存在某種特殊的某種特殊的某種特殊的某種特殊的∆，，，，在經過在經過在經過在經過「「「「有限次有限次有限次有限次」」」」    

                                                作外角平分線後作外角平分線後作外角平分線後作外角平分線後，，，，所形成的新所形成的新所形成的新所形成的新∆就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正∆。。。。    

            由下表可知，若只有一個角為若只有一個角為若只有一個角為若只有一個角為 °60 的的的的∆，，，，還是不足以在經過還是不足以在經過還是不足以在經過還是不足以在經過「「「「有限次有限次有限次有限次」」」」作外角平作外角平作外角平作外角平    

                                                分線後分線後分線後分線後，，，，所形成的新所形成的新所形成的新所形成的新∆就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正∆。。。。 

外角平分線次數外角平分線次數外角平分線次數外角平分線次數（（（（nnnn））））    內角內角內角內角 1111    內角內角內角內角 2222    內角內角內角內角 3333    

0000    60.0060.0060.0060.00    78.0078.0078.0078.00    42.0042.0042.0042.00    

1111    69.000000000069.000000000069.000000000069.0000000000    60.000000000060.000000000060.000000000060.0000000000    51.000000000051.000000000051.000000000051.0000000000    

2222    64.500000000064.500000000064.500000000064.5000000000    55.500000000055.500000000055.500000000055.5000000000    60.000000000060.000000000060.000000000060.0000000000    

3333    60.000000000060.000000000060.000000000060.0000000000    57.75057.75057.75057.7500000000000000000000000000000    62.250000000062.250000000062.250000000062.2500000000    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

28282828    59.999999932959.999999932959.999999932959.9999999329    60.000000000060.000000000060.000000000060.0000000000    60.000000067160.000000067160.000000067160.0000000671    

29292929    59.999999966559.999999966559.999999966559.9999999665    60.000000033560.000000033560.000000033560.0000000335    60.000000000060.000000000060.000000000060.0000000000    

30303030    60.000000000060.000000000060.000000000060.0000000000    60.000000016860.000000016860.000000016860.0000000168    59.999999983259.999999983259.999999983259.9999999832    
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        [[[[小結小結小結小結]]]]：：：：    

1.1.1.1. 持續地做持續地做持續地做持續地做「「「「任意任意任意任意∆」」」」的三個外角平分線所形成的新的三個外角平分線所形成的新的三個外角平分線所形成的新的三個外角平分線所形成的新∆，，，，最後一定最後一定最後一定最後一定極接近於極接近於極接近於極接近於「「「「正正正正∆」。」。」。」。    

2.2.2.2. 除非除非除非除非∆本身為正本身為正本身為正本身為正∆，，，，否則不存在某種特殊的否則不存在某種特殊的否則不存在某種特殊的否則不存在某種特殊的∆，，，，在經在經在經在經過過過過「「「「有限次有限次有限次有限次」」」」作外角平分線後作外角平分線後作外角平分線後作外角平分線後，，，，

所形成的新所形成的新所形成的新所形成的新∆就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正就提早達陣變成正∆。。。。    

二二二二、、、、探討探討探討探討︰︰︰︰持續地作持續地作持續地作持續地作任意凸四任意凸四任意凸四任意凸四邊形邊形邊形邊形的的的的四四四四個個個個外角外角外角外角的的的的平平平平分分分分線所形成線所形成線所形成線所形成的新的新的新的新四四四四邊形邊形邊形邊形的形的形的形的形    

                                    狀變化狀變化狀變化狀變化︰︰︰︰        

      因為在研究∆時，我們已經得到了一個有用的公式，即：若若若若 A∠ 、、、、 B∠ 為兩鄰角為兩鄰角為兩鄰角為兩鄰角，，，，    

      則則則則 A∠ 和和和和 B∠ 的的的的外角平分線外角平分線外角平分線外角平分線的夾的夾的夾的夾角為角為角為角為 )(
2

1
BA ∠+∠× ，此公式對四邊形亦適用。 

   所以一開始，也想要直接將四邊形的角度一般化，可是四邊形的四個角的關係不像

∆那麼單純，所以我們馬上就踢到鐵板（見 P11 的說明）; 因此我們將從特殊四邊

形出發，逐步探討其最後的結果會不會變成正方形： 

（（（（一一一一））））    探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作矩形作矩形作矩形作矩形（（（（長長長長≠ 寬寬寬寬））））的的的的外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成的的的的新新新新四邊形是何種形狀四邊形是何種形狀四邊形是何種形狀四邊形是何種形狀？？？？    

    
                                     [說明]：設四邊形 1111 DCBA 為作矩形 ABCD 的四個外角平分線一次所得的新四 

                 邊形 

            （1）Q四邊形 ABCD 為矩形， °=∠=∠=∠=∠∴ 90DCBA  

                 A∠∴ 、 B∠ 的外角平分線的夾角 °=°×=∠+∠=∠ 90180
2

1
)(

2

1
1 BAA  

                 同理可證 °=∠=∠=∠ 90111 DCB  

            （2）由圖中可知 ABA1∆ 、 BCB1∆ 、 CDC1∆ 、 ADD1∆ 都是等腰直角三角形 

                 且因為 CDAB = 、 ADBC =  

                                                                    所以 ABA1∆ ≅ CDC1∆ ； BCB1∆ ≅ ADD1∆ 11111111 ADDCCBBA ===⇒  

            （3）由（1）、（2）可得四邊形 1111 DCBA 為正方形    

         （4）故任意矩形任意矩形任意矩形任意矩形（（（（長長長長≠ 寬寬寬寬））））在作在作在作在作四個外角平分線四個外角平分線四個外角平分線四個外角平分線「「「「一次一次一次一次」」」」，，，，就可以形成正方形就可以形成正方形就可以形成正方形就可以形成正方形。。。。    

         （5）這麼快就得到答案，讓我們非常驚訝，也非常高興。 
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（（（（二二二二））））    探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作作作作菱形菱形菱形菱形（（（（內角都內角都內角都內角都不是直角不是直角不是直角不是直角））））的的的的外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成的的的的新四邊形是何新四邊形是何新四邊形是何新四邊形是何    

                                                            種形狀種形狀種形狀種形狀？？？？    

    

                                     [說明]：設四邊形 1111 DCBA 為作菱形 ABCD 的四個外角平分線一次所得的新四 

                 邊形 

            （1）Q四邊形 ABCD 為菱形， °=∠+∠∴ 180BA （鄰角互補） 

                  A∠⇒ 、 B∠ 的外角平分線的夾角 °=°×=∠+∠×=∠ 90180
2

1
)(

2

1
1 BAA  

                  同理可證 °=∠=∠=∠ 90111 DCB ⇒  四邊形 1111 DCBA 為矩形 

            （2）再根據（一）的結論，只要再作矩形 1111 DCBA 的四個外角平分線一次， 

就可得到正方形 

         （3）所以任意菱形任意菱形任意菱形任意菱形（（（（內角都不是直角的內角都不是直角的內角都不是直角的內角都不是直角的））））只要連續只要連續只要連續只要連續作作作作四個外角四個外角四個外角四個外角的的的的平分線平分線平分線平分線    

                                                        「「「「兩次兩次兩次兩次」」」」就就就就可得到正方形可得到正方形可得到正方形可得到正方形。。。。    

（（（（三三三三））））    探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作作作作任意平行四邊形任意平行四邊形任意平行四邊形任意平行四邊形的的的的外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成的的的的新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀？？？？    
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                                        [說明]：設四邊形 1111 DCBA 為作平行四邊形 ABCD 的四個外角平分線一次所 

                  得的新四邊形 

             （1）Q四邊形 ABCD 為平行四邊形， °=∠+∠∴ 180BA （鄰角互補） 

                  A∠⇒ 、 B∠ 的外角平分線的夾角 °=°×=∠+∠×=∠ 90180
2

1
)(

2

1
1 BAA  

                    同理可證 °=∠=∠=∠ 90111 DCB ⇒四邊形 1111 DCBA 為矩形 

             （2）再根據（一）的結論，只要再作矩形 1111 DCBA 的四個外角平分線一次， 

就可得到正方形。    

          （3）所以任意平行四邊形任意平行四邊形任意平行四邊形任意平行四邊形（（（（內角都不是直角的內角都不是直角的內角都不是直角的內角都不是直角的且鄰邊不等長且鄰邊不等長且鄰邊不等長且鄰邊不等長））））只要作四個只要作四個只要作四個只要作四個外外外外    

               角平分線角平分線角平分線角平分線「「「「兩次兩次兩次兩次」」」」就就就就可得到正方形可得到正方形可得到正方形可得到正方形。。。。    

          （4）這個結果比矩形的結果更令我們高興，因為平行四邊形並不像矩形那麼 

特殊。 

（（（（四四四四））））    探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作作作作等腰梯形等腰梯形等腰梯形等腰梯形的的的的外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成的的的的新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀？？？？    

    

          [說明]：設四邊形 1111 DCBA 為作等腰梯形 ABCD 的四個外角平分線一次所得的 

                 新四邊形；四邊形 2222 DCBA 為再作四邊形 1111 DCBA 的四個外角平分線 

                 一次所得的新四邊形，………………    

           （1） 因為 ABCD 是等腰梯形（等腰梯形具有一組對邊平行且底角相等的性質） 

                 所以可假設等腰梯形 ABCD 的四個內角        

                                                                    °=∠ xA 、、、、 °=∠ yB 、、、、 °=∠ yC 、、、、 °=∠ xD （（（（其中 180=+ yx ））））    

                                                                    推得 °=°×=°+×=∠ 90180
2

1
)(

2

1
1 yxA 、、、、 °=°+×=∠ yyyB )(

2

1
1 、、、、    
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                                                                                        °=°×=°+×=∠ 90180
2

1
)(

2

1
1 yxC 、、、、 °=°+×=∠ xxxD )(

2

1
1  

                                            （2）再推得 °+×=∠ )90(
2

1
2 yA 、 °+×=∠ )90(

2

1
2 yB  

                      °+×=∠ )90(
2

1
2 xC 、 °+×=∠ )90(

2

1
2 xD     ，又計算 

               °=°×=°++×=°+×+°+×=∠+∠ 180360
2

1
)180(

2

1
)90(

2

1
)90(

2

1
22 yxxyDA  

                因為 °=∠+∠ 18022 DA ，所以 2222 // DCBA ，又因為 22 BA ∠=∠ 、 22 DC ∠=∠  

                所以四邊形 2222 DCBA 為等腰梯形。 

           （3）初步觀察，四邊形四邊形四邊形四邊形 1111 DCBA 為箏形而四邊形為箏形而四邊形為箏形而四邊形為箏形而四邊形 2222 DCBA 為等腰梯形為等腰梯形為等腰梯形為等腰梯形，，，，所以所以所以所以    

                                                                如果持續做下去如果持續做下去如果持續做下去如果持續做下去，，，，圖形會在等腰梯形圖形會在等腰梯形圖形會在等腰梯形圖形會在等腰梯形→→→→箏形箏形箏形箏形→→→→等腰梯形等腰梯形等腰梯形等腰梯形→→→→箏形箏形箏形箏形→→→→…………一直循一直循一直循一直循    

                                                                環下去環下去環下去環下去。。。。    

           （4）但由圖中可感覺到等腰梯形但由圖中可感覺到等腰梯形但由圖中可感覺到等腰梯形但由圖中可感覺到等腰梯形 2222 DCBA 的兩腰比等腰梯形的兩腰比等腰梯形的兩腰比等腰梯形的兩腰比等腰梯形 ABCDABCDABCDABCD 的兩腰的兩腰的兩腰的兩腰和底和底和底和底    

                                                            邊會更接近垂直邊會更接近垂直邊會更接近垂直邊會更接近垂直，，，，所以我們覺得如果繼續做下去所以我們覺得如果繼續做下去所以我們覺得如果繼續做下去所以我們覺得如果繼續做下去，，，，應該應該應該應該會更接近矩形會更接近矩形會更接近矩形會更接近矩形，，，，我們 

               繼續研究如下：    

                                            （5）由等腰梯形 ABCD 的四個內角 °x 、 °x 、 °y 、 °y  

                可推得等腰梯形 2222 DCBA 的四個內角為 

                °×+× )
2

1
90

2

1
( x 、 °×+× )

2

1
90

2

1
( x 、 °×+× )

2

1
90

2

1
( y 、 °×+× )

2

1
90

2

1
( y  

                因此可再推得等腰梯形 4444 DCBA 的四個內角為： 

              °×+°×+°×=°×+°××+°× xx 22 )
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
]

2

1
90

2

1
[

2

1
90

2

1
 

              °×+°×+°×=°×+°××+°× xx 22 )
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
]

2

1
90

2

1
[

2

1
90

2

1
 

                °×+°×+°×=°×+°××+°× yy 22 )
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
]

2

1
90

2

1
[

2

1
90

2

1
 

                °×+°×+°×=°×+°××+°× yy 22 )
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
]

2

1
90

2

1
[

2

1
90

2

1
 

                                                                繼續再推得等腰梯形 6666 DCBA 的四個內角為：  

                 

°×+++×°=

°×+°×+°××+°×

x

x

332

22

)
2

1
(])

2

1
()

2

1
(

2

1
[90

])
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
[

2

1
90

2

1

 

                

°×+++×°=

°×+°×+°××+°×

x

x

332

22

)
2

1
(])

2

1
()

2

1
(

2

1
[90

])
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
[

2

1
90

2

1
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°×+++×°=

°×+°×+°××+°×

y

y

332

22

)
2

1
(])

2

1
()

2

1
(

2

1
[90

])
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
[

2

1
90

2

1

 

                

°×+++×°=

°×+°×+°××+°×

y

y

332

22

)
2

1
(])

2

1
()

2

1
(

2

1
[90

])
2

1
(90)

2

1
(90

2

1
[

2

1
90

2

1

依此類推…… 

等腰梯形 kkkk DCBA 2222 四個內角的化簡過程： 

°×+++++×° xkk )
2

1
(])

2

1
(..........)

2

1
()

2

1
()

2

1
[(90 32 （或 °y ） 

             ＝ °×+
−

−
×° xk

k

)
2

1
(

2

1
1

])
2

1
(1[

2

1

90 （或 °y ） 

             ＝ °×+×°−° xkk )
2

1
()

2

1
(9090 （或 °y ） 

            所以等腰梯形 kkkk DCBA 2222 的四個內角為 

              °×+×°−° xkk )
2

1
()

2

1
(9090 ； °×+×°−° xkk )

2

1
()

2

1
(9090  

              °×+×°−° ykk )
2

1
()

2

1
(9090 ； °×+×°−° ykk )

2

1
()

2

1
(9090  

            當 k→∞，四邊形 kkkk DCBA 2222 的四個內角 kA2∠ 、 kB2∠ 、 kC2∠ 、 kD2∠ →90˚ 

            所以四邊形 nnnn DCBA 會極接近矩形，再根據（一）的結論 

            若四邊形 nnnn DCBA 極接近矩形，則繼續作四邊形 nnnn DCBA 的四個外角平分 

            線應該會極接近正方形才對。 

（（（（五五五五））））    探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作一般箏形作一般箏形作一般箏形作一般箏形的外角平分線所形成的的外角平分線所形成的的外角平分線所形成的的外角平分線所形成的新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀？？？？    
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                                 [說明]：設四邊形 1111 DCBA 為作一般箏形 ABCD 的四個外角平分線一次所得的 

                 新四邊形（如上圖） 

            （1）因為箏形有一條對稱軸，軸的兩側有一組對角相等， 

                 所以可假設其四個內角分別為 °a ， °b ， °c ， °b ，其中 3602 =++ cba  

                 經計算得知四外角的分角線所形成的新四邊形，其內角分別為 

                 ( )°+ ba
2

1
， ( )°+ cb
2

1
， ( )°+ cb
2

1
， ( )°+ ba

2

1
 

                 因為 ( )°+ ba
2

1
＋ ( )°+ cb
2

1
＝ ( )°++ cba 2
2

1
＝
2

1
× °360 ＝ °180  

                 鄰角互補，所以有一組平行邊可推得四邊形 1111 DCBA 為梯形 

                 且其底角兩兩相等，故為等腰梯形。 

            （2）根據（四）關於等腰梯形的推論過程，可知若繼續做下去，可推測出最後 

                 必極接近於正方形。 

（（（（六六六六））））    探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作一般作一般作一般作一般梯形梯形梯形梯形的的的的外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成的的的的新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀？？？？    

    
         [說明]：設四邊形 1111 DCBA 為作一般梯形 ABCD 的四個外角平分線一次所得的 

                 新四邊形；四邊形 2222 DCBA 為再作四邊形 1111 DCBA 的四個外角平分線 

                 一次所得的新四邊形 

            （1）（如上圖）假設梯形 ABCD 的四個內角分別為 °a ， °b ， °c ， °d  

                （其中 180=+ ba 、 180=+ dc ），經計算得知： 

                 作「兩次」外角平分線所形成的新四邊形 2222 DCBA 的四個內角分別為 
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                 °++° )(
4

1
45 da  、 °++° )(

4

1
45 cb 、 °++° )(

4

1
45 cb 、 °++° )(

4

1
45 da  

            （2）因為 ( ) 




 °++° da
4

1
45 + ( ) 




 °++° cb
4

1
45  

                   ＝ ( )dcba +++×+°+°
4

1
4545 ＝ °=°×+° 180360

4

1
90  

              鄰角互補，故有一組平行邊可推得四邊形 2222 DCBA 為梯形 

              且其底角兩兩相等，所以為「等腰梯形」。 

            （3）根據（四）關於「等腰梯形」的推論過程，可知若繼續做下去，可推測出 

              最後必極接近於正方形。 

（（（（七七七七））））    探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作一般凸四邊形作一般凸四邊形作一般凸四邊形作一般凸四邊形的的的的外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成外角平分線所形成的的的的新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀新四邊形是何種形狀？？？？    

         一開始我們想到將四邊形 ABCD 的四個內角度數設為 a、b、c、d（其中 

      180,,,0 << dcba 且 360=+++ dcba ），然後找出作一次四個外角平分線所得的新 

      四邊形 1111 DCBA 的四個內角度數；再找出作二次四個外角平分線所得的新四邊形   

      2222 DCBA 的四個內角度數；….依此類推，看看有沒有規律，以下是我們的想法： 

外角外角外角外角

平分平分平分平分

線次線次線次線次

數數數數

（（（（nnnn））））    內角內角內角內角 1111    內角內角內角內角 2222    內角內角內角內角 3333    

    

    

    

    

內角內角內角內角 4444    

0000    aaaa    bbbb    cccc    dddd    

1111    2

ba +
    

2

cb +
    

2

dc +
    

2

da +
    

2222    4

2 cba ++
    

4

2 dcb ++
    

4

2dca ++
    

4

2 dba ++
    

3333    8

33 dcba +++
    

8

33 dcba +++
    

8

33 dcba +++
    

8

33 dcba +++
    

4444    16

4642 dcba +++
    

16

6424 dcba +++
    

16

4246 dcba +++
    

16

2464 dcba +++
    

5555    32

101066 dcba +++
    

32

106610 dcba +++
    

32

661010 dcba +++
    

32

610106 dcba +++
    

................................................................................................可是看了半天，實在看不出有什麼規律，只好想別的作法：    

  1.先用 Excel 試算表算算看：任意假設四邊形的四個內角度數，我們試了好幾個四邊形， 

   結果到最後，每個四邊形的各內角都接近 °90 ，下表就是其中一個： 

   下表中，下一列的四個內角都是上一列的四個內角所計算出來的。 

   下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 1111＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 1111＋＋＋＋內角內角內角內角 2222））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 2222＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 2222＋＋＋＋內角內角內角內角 3333））））    

                下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 3333＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 3333＋＋＋＋內角內角內角內角 4444））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 4444＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 4444＋＋＋＋內角內角內角內角 1111））））    
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外角平分線次數外角平分線次數外角平分線次數外角平分線次數

（（（（nnnn））））    內角內角內角內角 1111    內角內角內角內角 2222    內角內角內角內角 3333    內角內角內角內角 4444    

0000    128.00 128.00 128.00 128.00     64.00 64.00 64.00 64.00     88.00 88.00 88.00 88.00     80.00 80.00 80.00 80.00     

1111    96.0000000000 96.0000000000 96.0000000000 96.0000000000     76.0000000000 76.0000000000 76.0000000000 76.0000000000     84.0000000000 84.0000000000 84.0000000000 84.0000000000     104.0000000000104.0000000000104.0000000000104.0000000000    

2222    86.0000000000 86.0000000000 86.0000000000 86.0000000000     80.0000000000 80.0000000000 80.0000000000 80.0000000000     94.000000094.000000094.000000094.0000000000 000 000 000     100.0000000000100.0000000000100.0000000000100.0000000000    

3333    83.0000000000 83.0000000000 83.0000000000 83.0000000000     87.0000000000 87.0000000000 87.0000000000 87.0000000000     97.0000000000 97.0000000000 97.0000000000 97.0000000000     93.000000000093.000000000093.000000000093.0000000000    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

10101010    89.7500000000 89.7500000000 89.7500000000 89.7500000000     89.3750000000 89.3750000000 89.3750000000 89.3750000000     90.2500000000 90.2500000000 90.2500000000 90.2500000000     90.625000000090.625000000090.625000000090.6250000000    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

20202020    89.9804687500 89.9804687500 89.9804687500 89.9804687500     90.0078125000 90.0078125000 90.0078125000 90.0078125000     90.0195312500 90.0195312500 90.0195312500 90.0195312500     89.992187500089.992187500089.992187500089.9921875000    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

30303030    90.0002441406 90.0002441406 90.0002441406 90.0002441406     90.0006103516 90.0006103516 90.0006103516 90.0006103516     89.9997558594 89.9997558594 89.9997558594 89.9997558594     89.999389648489.999389648489.999389648489.9993896484    

         但是有但是有但是有但是有 ExcelExcelExcelExcel 試算表的結果並不代表試算表的結果並不代表試算表的結果並不代表試算表的結果並不代表「「「「每個四邊形每個四邊形每個四邊形每個四邊形」」」」的結果都是這樣的結果都是這樣的結果都是這樣的結果都是這樣，，，，我們需要有我們需要有我們需要有我們需要有    

                    「「「「更直接更直接更直接更直接」」」」的證據的證據的證據的證據。。。。 

    2.2.2.2.我們我們我們我們先先先先提出這樣的提出這樣的提出這樣的提出這樣的想法想法想法想法：：：：    

            假設假設假設假設原四邊形原四邊形原四邊形原四邊形 ABCDABCDABCDABCD 的四個內角度數為的四個內角度數為的四個內角度數為的四個內角度數為 aaaa、、、、bbbb、、、、cccc、、、、dddd（（（（其中其中其中其中 180,,,0 << dcba 且且且且    

            360=+++ dcba ），），），），在求四邊形在求四邊形在求四邊形在求四邊形 1111 DCBA 的四個內角度數時的四個內角度數時的四個內角度數時的四個內角度數時，，，，必須將每個內角與必須將每個內角與必須將每個內角與必須將每個內角與    

            其鄰角取平均值其鄰角取平均值其鄰角取平均值其鄰角取平均值，，，，得到四個內角度數分別為得到四個內角度數分別為得到四個內角度數分別為得到四個內角度數分別為
2

ba +
、、、、

2

cb +
、、、、

2

dc +
、、、、

2

da +
；；；；接著求四接著求四接著求四接著求四    

            邊形邊形邊形邊形 2222 DCBA 的四個內角度數又必須將四邊形的四個內角度數又必須將四邊形的四個內角度數又必須將四邊形的四個內角度數又必須將四邊形 1111 DCBA 每個內角與其鄰角取平均每個內角與其鄰角取平均每個內角與其鄰角取平均每個內角與其鄰角取平均    

            值值值值，，，，………………………………如如如如果果果果「「「「重複重複重複重複的的的的」」」」步驟一直步驟一直步驟一直步驟一直做做做做下去下去下去下去，，，，到最後是不是原四邊形到最後是不是原四邊形到最後是不是原四邊形到最後是不是原四邊形 ABCDABCDABCDABCD 的四個內的四個內的四個內的四個內    

            角度數角度數角度數角度數 aaaa、、、、bbbb、、、、cccc、、、、dddd 都會都會都會都會「「「「均勻地均勻地均勻地均勻地」」」」分布在每個內角中呢分布在每個內角中呢分布在每個內角中呢分布在每個內角中呢？？？？如此一如此一如此一如此一來來來來，，，，是不是最後每個是不是最後每個是不是最後每個是不是最後每個    

            內角都相等了呢內角都相等了呢內角都相等了呢內角都相等了呢？？？？如果每個內角都相等如果每個內角都相等如果每個內角都相等如果每個內角都相等，，，，那最後每個內角那最後每個內角那最後每個內角那最後每個內角是不是都變成是不是都變成是不是都變成是不是都變成    

            「「「「 °=÷° 904360 」」」」了呢了呢了呢了呢？？？？正當我們不知如何證明時正當我們不知如何證明時正當我們不知如何證明時正當我們不知如何證明時，，，，又找到另一個希望又找到另一個希望又找到另一個希望又找到另一個希望────────────────    

    3.    3.    3.    3.利利利利用用用用「「「「矩陣矩陣矩陣矩陣的的的的乘法乘法乘法乘法」」」」來來來來處理不斷重複的步驟處理不斷重複的步驟處理不斷重複的步驟處理不斷重複的步驟：：：：    

      因為在由原四邊形找其外角平分線所形成的新四邊形的四個內角度數時，經常做的一 

      件事是求出「相鄰內角的平均值」；求出後再繼續做重複的動作，一直一直地做下去。 

      在老師的指導下，發現可以用「矩陣的乘法」來處理，說明如下： 

     （1）設作 n 次外角平分線所得四邊形 nnnn DCBA 的四個內角度數分別為 na 、 nb 、 nc 、 nd ， 

    根據我們的需要設計了一個如下的矩陣：



























2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

 

                                則則則則    



















=













































1

1

1

1

2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

d

c

b

a

d

c

b

a
；；；；



















=













































2

2

2

2

1

1

1

1

2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

d

c

b

a

d

c

b

a
……………………………………………………    
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

















=













































−

−

−

−

n

n

n

n

n

n

n

n

d

c

b

a

d

c

b

a

1

1

1

1

2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

，，，，根據矩陣乘法結合律，上面的乘法可以寫成    

                                            



















=













































n

n

n

n

n

d

c

b

a

d

c

b

a

2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

，，，，可是當 ∞→n 時，
?

2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

→


























n

 

 （2）令   



















=



























=

1001

1100

0110

0011

2

1

2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

A

，將
2

1
用 r 代替 

        



















=



















=

1001

1100

0110

0011

00

00

00

00

r

rr

rr

rr

rr

A
 

        



















=



















×



















=×=

1012

2101

1210

0121

1001

1100

0110

0011

1001

1100

0110

0011

22 rrrAAA  

        



















=



















×



















=×=

1133

3113

3311

1331

1001

1100

0110

0011

1012

2101

1210

0121

3223
rrrAAA  

        



















=



















×



















=×=

2464

4246

6424

4642

1001

1100

0110

0011

1133

3113

3311

1331

4334 rrrAAA  

     



















=



















×



















=×=

610106

661010

106610

101066

1001

1100

0110

0011

2464

4246

6424

4642

5445 rrrAAA …………….. 

      我們觀察到 nA 有以下的一些規律： 

     （Ⅰ）任一列所出現的元與其它的任一列的元都相同，只有順序不同。 

     （Ⅱ）第二列所出現的各元分別是將第一列的第 4個元寫在最前面，而將第一列的 
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           前三元依序寫到第二列的後三元；第三列可以用第二列來排而第四列可以用 

           第三列來排（排法仿照第二列）；所以我們可以只求第一列。 

     （Ⅲ）在由 nA 的第一列求 1+nA 的第一列時，我們暫時將 r的部分略去只考慮數字的 

           部份，若 nA 的第一列為矩陣[x  y  z  w]，則 1+nA 的第一列為 

              ＝ [ ] [ ]wzzyyxwxwzyx ++++=



















×

1001

1100

0110

0011

，因為有此規律 

             所以我們可以設計 Excel 的表格幫忙計算 nA 的第一列的數字部份：下表中 

             下一列的數字 1＝上一列的數字 1＋數字 4；下一列的數字 2＝上一列的數字 1＋數字 2； 

             下一列的數字 3＝上一列的數字 2＋數字 3；下一列的數字 4＝上一列的數字 3＋數字 4： 

1 1 0 0 AAAA
1111 的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

1 2 1 0 AAAA
2222 的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

1 3 3 1 AAAA
3333 的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

2 4 6 4 …………    

6 6 10 10 …………    

16 12 16 20 …………    

36 28 28 36 …………    

72 64 56 64 AAAA
8888 的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

136 136 120 120 AAAA
9999 的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

256 272 256 240 …………    

496 528 528 496 …………    

992 1024 1056 1024 …………    

2016 2016 2080 2080 …………    

4096 4032 4096 4160 …………    

8256 8128 8128 8256 …………    

16512 16384 16256 16384 AAAA
16161616

的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

32896 32896 32640 32640 AAAA
17171717

的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

65536 65792 65536 65280 …………    

130816 131328 131328 130816 …………    

261632 262144 262656 262144 …………    

523776 523776 524800 524800 …………    

1048576 1047552 1048576 1049600 …………    

2098176 2096128 2096128 2098176 …………    

4196352 4194304 4192256 4194304 AAAA
24242424

的第一列數的第一列數的第一列數的第一列數字部分字部分字部分字部分    

8390656 8390656 8386560 8386560 AAAA
25252525

的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分的第一列數字部分    

     （Ⅳ）將 nA 的任一列的數字部份加起來的和正好等於任一列的數字部份加起來的和正好等於任一列的數字部份加起來的和正好等於任一列的數字部份加起來的和正好等於 n2 ，，，，    

                                            於是於是於是於是我們想到將每個元用我們想到將每個元用我們想到將每個元用我們想到將每個元用「「「「2222 進位進位進位進位」」」」的式子表示的式子表示的式子表示的式子表示。。。。 

        （Ⅴ）我們在觀察 Excel 的表格時發現每乘 8 次方所得到的數字結構很類似，我們覺 
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             得 8A 、 16A 、 24A …、 kA8 （k 為自然數）可能有某種規律，詳述如下：先算出 

            





















+−

+−

−+

−+

=



















=

366366

636636

366366

636636

888

222222

222222

222222

222222

72645664

64726456

56647264

64566472

rrA ，再推出 

            16A 的第一列＝ 8A 的第一列× 8A ： 

                [ ]





















+−

+−

−+

−+

×−+

366366

636636

366366

636636

86366368

222222

222222

222222

222222

222222 rr  

               [ ]147141471416 222222 −+= r ，再繼續推出 

            24A 的第一列＝ 16A 的第一列× 8A ： 

                 [ ]





















+−

+−

−+

−+

×−+

366366

636636

366366

636636

8147141471416

222222

222222

222222

222222

222222 rr  

                [ ]22112222112224 222222 −+= r ………以此類推 

            最後歸納出當 k為正整數時， kA8 的第一列： 

                                   [ ]2814282814288 222222 −−−−−− −+= kkkkkkkr  

命題：若



















=



















=

1001

1100

0110

0011

00

00

00

00

r

rr

rr

rr

rr

A ，則對於任意自然數 k 

        
kA8





















+−

+−

−+

−+

×=

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

142828142828

281428281428

142828142828

281428281428

8

222222

222222

222222

222222

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

kr 恆成立 

證明： °1  令 k=1 代入，得





















+−

+−

−+

−+

=

366366

636636

366366

636636

88

222222

222222

222222

222222

rA 與上面運算結果相同 

         所以 k=1 時，上式成立。 

      °2  假設 k＝n 時成立，即 

          
nA8





















+−

+−

−+

−+

×=

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

142828142828

281428281428

142828142828

281428281428

8

222222

222222

222222

222222

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nr  
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      °3 當 k＝（n＋1）時  

         8888)1(88 AAAAA nnnk ×=== ++  

            





















+−

+−

−+

−+

×=

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

142828142828

281428281428

142828142828

281428281428

8

222222

222222

222222

222222

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nr ×               

                





















+−

+−

−+

−+

366366

636636

366366

636636

8

222222

222222

222222

222222

r     化簡………後得到 

            





















+−

+−

−+

−+

×=

++++++

++++++

++++++

++++++

+

346868346868

683468683468

346868346868

683468683468

88

222222

222222

222222

222222

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nr  

       





















+−

+−

−+

−+

×=

−+−+−+−+−+−+

−+−+−+−+−+−+

−+−+−+−+−+−+

−+−+−+−+−+−+

+

1)1(42)1(82)1(81)1(42)1(82)1(8

2)1(81)1(42)1(82)1(81)1(42)1(8

1)1(42)1(82)1(81)1(42)1(82)1(8

2)1(81)1(42)1(82)1(81)1(42)1(8

)1(8

222222

222222

222222

222222

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

nr   

            所以 k＝（n＋1）時，上式亦成立，依「數學歸納法」可知此命題為真。 

 （3）當 n不是 8的倍數時：對於 n＝8k＋i， ikA +8 的計算方法 

                     （k 為正整數且 i＝1、2、3、4、5、6、7 其中之一）：以 i＝5 為例 

      58 +kA ＝
58 AA k × （將

5A 的數字部份的各元以 2 進位的式子表示）    





















++++

++++

++++

++++

×





















+−

+−

−+

−+

×=

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

12131312

12121313

13121213

13131212

5

142828142828

281428281428

142828142828

281428281428

8

22222222

22222222

22222222

22222222

222222

222222

222222

222222

rr

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

k





















−++−

−−++

+−−+

++−−

×=

++++++++

++++++++

++++++++

++++++++

+

1438143814381438

1438143814381438

1438143814381438

1438143814381438

58

22222222

22222222

22222222

22222222

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkkk

kr  

     其餘的 ikA +8 （k 為正整數且 i＝1、2、3、4、6、7 其中之一）的計算方法都可以仿照 58 +kA  

的方法來求出。 

  （4）將
2

1
=r 代回來：則 
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kA8





















+−

+−

−+

−+

×=

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

142828142828

281428281428

142828142828

281428281428

8

222222

222222

222222

222222

)
2

1
(

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

k
 

          ＝





















+−

+−

−+

−+

×

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−

142828142828

281428281428

142828142828

281428281428

8

222222

222222

222222

222222

2

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

k
 

           





















+−

+−

−+

−+

=

+−−−+−−−

−+−−−+−−

+−−−+−−−

−+−−−+−−

)14(22)14(22

2)14(22)14(2

)14(22)14(22

2)14(22)14(2

222222

222222

222222

222222

kk

kk

kk

kk

 

           



























+−

+−

−+

−+

=

++

++

++

++

1414

1414

1414

1414

2

1

4

1

4

1

2

1

4

1

4

1
4

1

2

1

4

1

4

1

2

1

4

1
2

1

4

1

4

1

2

1

4

1

4

1
4

1

2

1

4

1

4

1

2

1

4

1

kk

kk

kk

kk

 

       所以，當 ∞→k 時， kA8 →



























4

1

4

1

4

1

4

1
4

1

4

1

4

1

4

1
4

1

4

1

4

1

4

1
4

1

4

1

4

1

4

1

 

       另外，
58 +kA





















−++−

−−++

+−−+

++−−

×=

++++++++

++++++++

++++++++

++++++++

+−

1438143814381438

1438143814381438

1438143814381438

1438143814381438

)58(

22222222

22222222

22222222

22222222

2
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        同理，當 ∞→k 時， 58 +kA →
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
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        仿照 58 +kA 的求法，可得：當 ∞→k 時， 

        ikA +8 （k 為正整數且 i＝1、2、3、4、6、7 其中之一）→
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        總結前面的說明，可知當 ∞→n 時，
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

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   （5）所以當 ∞→n 時， 
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
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       也就是 90→na 、 90→nb 、 90→nc 、 90→nd ，四邊形 →nnnn DCBA 矩形。 

（6）再由上面（一）的推論可知：持續地作一般凸四邊形的外角平分線所形成的新四邊 

        形必極接近於「正方形」。 

（7）另外，根據高中數學課本，矩陣



























2

1
00

2

1
2

1

2

1
00

0
2

1

2

1
0

00
2

1

2

1

符合馬可夫鏈推移矩陣的定義 

     (即矩陣中的每個元都大於或等於 0，且每行的和都等於 1。) 

     其推移矩陣推移矩陣推移矩陣推移矩陣與其與其與其與其最後的收斂值的乘積會等於最後的收斂值本身最後的收斂值的乘積會等於最後的收斂值本身最後的收斂值的乘積會等於最後的收斂值本身最後的收斂值的乘積會等於最後的收斂值本身。 
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         所以，若假設當 ∞→n 時，
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        （（（（因為因為因為因為穩定不再變動穩定不再變動穩定不再變動穩定不再變動，，，，所以再算一次所得到的答案應所以再算一次所得到的答案應所以再算一次所得到的答案應所以再算一次所得到的答案應該該該該等於本身等於本身等於本身等於本身）））） 

         則
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         所以 90
4

360
===== wzyx  

三三三三、、、、探討探討探討探討：：：：持續地持續地持續地持續地作作作作任意凸任意凸任意凸任意凸 mmmm 邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成的的的的新新新新 mmmm 邊形邊形邊形邊形的形的形的形的形    

                                        狀變化如何狀變化如何狀變化如何狀變化如何????    

            （（（（一一一一））））我們認為各我們認為各我們認為各我們認為各內角會趨於相等內角會趨於相等內角會趨於相等內角會趨於相等：：：：仿二之（七）的作法，可知：持續地作一般凸 m 邊 

         形的外角平分線所形成的新 m 邊形到每個內角都會趨近於正 m 邊形每個內角。 

  1.1.1.1.以以以以五邊形五邊形五邊形五邊形為例為例為例為例：：：：    

            （（（（1111））））（利用 Excel 試算表）下下下下表中，下一列的五個內角都是上一列的五個內角所計算 

        出來的： 

     下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 1111＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 1111＋＋＋＋內角內角內角內角 2222））））；；；；下一列的內下一列的內下一列的內下一列的內角角角角 2222＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 2222＋＋＋＋內角內角內角內角 3333））））    

                        下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 3333＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 3333＋＋＋＋內角內角內角內角 4444））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 4444＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 4444＋＋＋＋內角內角內角內角 5555））））    

                    下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 5555＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 5555＋＋＋＋內角內角內角內角 1111））））。。。。            可以發現可以發現可以發現可以發現：：：：    

                當當當當 nnnn 越大時越大時越大時越大時，，，，新五邊形的各內角會越接近於正五邊形的一內角新五邊形的各內角會越接近於正五邊形的一內角新五邊形的各內角會越接近於正五邊形的一內角新五邊形的各內角會越接近於正五邊形的一內角 °108 。    

外角平分線外角平分線外角平分線外角平分線次次次次

數數數數（（（（nnnn））））    內角內角內角內角 1111    內角內角內角內角 2222    內角內角內角內角 3333    內角內角內角內角 4444    內角內角內角內角 5555    

0000    72.0072.0072.0072.00    144.00144.00144.00144.00    100.00100.00100.00100.00    66.0066.0066.0066.00    158158158158    

1111    108.00000000108.00000000108.00000000108.00000000    122.00000000122.00000000122.00000000122.00000000    83.0000000083.0000000083.0000000083.00000000    112.00000000112.00000000112.00000000112.00000000    115.00000000115.00000000115.00000000115.00000000    

2222    115.00000000115.00000000115.00000000115.00000000    102.50000000102.50000000102.50000000102.50000000    97.5000000097.5000000097.5000000097.50000000    113.50000000113.50000000113.50000000113.50000000    111.50000000111.50000000111.50000000111.50000000    

3333    108.75000000108.75000000108.75000000108.75000000    100.00000000100.00000000100.00000000100.00000000    105.50000000105.50000000105.50000000105.50000000    112.50000000112.50000000112.50000000112.50000000    113.2500113.2500113.2500113.25000000000000000000    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

10101010    109.49023438109.49023438109.49023438109.49023438    108.76562500108.76562500108.76562500108.76562500    106.98242188106.98242188106.98242188106.98242188    106.60546875106.60546875106.60546875106.60546875    108.15625000108.15625000108.15625000108.15625000    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

20202020    108.17903709108.17903709108.17903709108.17903709    108.09193039108.09193039108.09193039108.09193039    107.87777901107.87777901107.87777901107.87777901    107.83253288107.83253288107.83253288107.83253288    108.01872063108.01872063108.01872063108.01872063    
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…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

30303030    108.02150401108.02150401108.02150401108.02150401    108.01104169108.01104169108.01104169108.01104169    107.98532013107.98532013107.98532013107.98532013    111107.9798856507.9798856507.9798856507.97988565    108.00224852108.00224852108.00224852108.00224852    

  （2）以矩陣說明： 

       原本我們想試著將
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找出來，可是在做數字的化簡過程中還 

是有問題；不過，若參考（P12）的敘述，雖然我們不能夠像四邊形那樣地證明， 

但是我們還是相信，當 ∞→n 時， 
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       所以若原五邊形的五個內角度數分別為 a、b、c、d、e，則當 ∞→n 時， 
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      （3）以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體驗證軟體驗證軟體驗證軟體驗證：：：：可以發現當可以發現當可以發現當可以發現當 nnnn 越大時越大時越大時越大時，，，，
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                                            的每個元的每個元的每個元的每個元都都都都會越接近於會越接近於會越接近於會越接近於
5

1
（（（（＝＝＝＝0.20.20.20.2））））。。。。 
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                                    （（（（ⅠⅠⅠⅠ））））定義一個定義一個定義一個定義一個 5555××××5555 階的矩陣階的矩陣階的矩陣階的矩陣 AAAA：：：： 

          

                                    （（（（ⅡⅡⅡⅡ））））以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體計算軟體計算軟體計算軟體計算
30A 到小數第到小數第到小數第到小數第 12121212 位位位位    ：：：： 

         

         （ⅢⅢⅢⅢ）以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體計算軟體計算軟體計算軟體計算
60A 到小數第到小數第到小數第到小數第 12121212 位位位位：：：： 

         

        （ⅣⅣⅣⅣ）以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體計算軟體計算軟體計算軟體計算
100A 到小數第到小數第到小數第到小數第 12121212 位位位位：：：： 

    

    2.2.2.2.以以以以六邊形六邊形六邊形六邊形為例為例為例為例：：：：    

        （（（（1111））））（利用 Excel 試算表）下表中，下一列的六個內角都是上一列的六個內角所計算 

        出來的： 

     下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 1111＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 1111＋＋＋＋內角內角內角內角 2222））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 2222＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 2222＋＋＋＋內角內角內角內角 3333））））    

                    下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 3333＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 3333＋＋＋＋內角內角內角內角 4444））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 4444＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 4444＋＋＋＋內角內角內角內角 5555））））    
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                    下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 5555＝＝＝＝ ×
2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 5555＋＋＋＋內角內角內角內角 6666））））；；；；下一列的內角下一列的內角下一列的內角下一列的內角 6666＝＝＝＝ ×

2

1
（（（（上一列的內角上一列的內角上一列的內角上一列的內角 6666＋＋＋＋內角內角內角內角 1111））））    

                    可以發現可以發現可以發現可以發現：：：：當當當當 nnnn 越大時越大時越大時越大時，，，，新六邊形的各內角會越接近新六邊形的各內角會越接近新六邊形的各內角會越接近新六邊形的各內角會越接近於正六邊形的一內角於正六邊形的一內角於正六邊形的一內角於正六邊形的一內角 °120 。    

外角平外角平外角平外角平

分線次分線次分線次分線次

數數數數（（（（nnnn））））    內角內角內角內角 1111    內角內角內角內角 2222    內角內角內角內角 3333    內角內角內角內角 4444    內角內角內角內角 5555    內角內角內角內角 6666    

0000    126.00126.00126.00126.00    72.0072.0072.0072.00    104.00104.00104.00104.00    88.0088.0088.0088.00    170.00170.00170.00170.00    160.00160.00160.00160.00    

1 1 1 1     99.00000099.00000099.00000099.000000    88.00000088.00000088.00000088.000000    96.00000096.00000096.00000096.000000    129.000000129.000000129.000000129.000000    165.000000165.000000165.000000165.000000    143.000000143.000000143.000000143.000000    

2 2 2 2     93.50000093.50000093.50000093.500000    92.00000092.00000092.00000092.000000    112.500000112.500000112.500000112.500000    147.000000147.000000147.000000147.000000    154.000000154.000000154.000000154.000000    121.000000121.000000121.000000121.000000    

3 3 3 3     92.7592.7592.7592.750000000000000000    102.250000102.250000102.250000102.250000    129.750000129.750000129.750000129.750000    150.500000150.500000150.500000150.500000    137.500000137.500000137.500000137.500000    107.250000107.250000107.250000107.250000    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

10 10 10 10     129.820313129.820313129.820313129.820313    121.332031121.332031121.332031121.332031    111.537109111.537109111.537109111.537109    110.203125110.203125110.203125110.203125    118.642578118.642578118.642578118.642578    128.464844128.464844128.464844128.464844    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

20 20 20 20     122.008516122.008516122.008516122.008516    122.327637122.327637122.327637122.327637    120.319098120.319098120.319098120.319098    117.991486117.991486117.991486117.991486    117.672386117.672386117.672386117.672386    119.680878119.680878119.680878119.680878    

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

30 30 30 30     119.924274119.924274119.924274119.924274    120.476630120.476630120.476630120.476630    120.552356120.552356120.552356120.552356    120.075726120.075726120.075726120.075726    119.523370119.523370119.523370119.523370    119.447644119.447644119.447644119.447644    

                            （（（（2222））））以矩陣說明：雖然我們目前還找不到

n
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的表示法， 

            不過，我們還是相信，當 ∞→n 時， 
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            所以若原六邊形的六個內角度數分別為 a、b、c、d、e、f，則當 ∞→n 時， 
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       （3）以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體驗證軟體驗證軟體驗證軟體驗證：：：：可以發現當可以發現當可以發現當可以發現當 nnnn 越大時越大時越大時越大時，，，，

n
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                                                    的每個元的每個元的每個元的每個元都都都都會越接近於會越接近於會越接近於會越接近於
6

1
（（（（＝＝＝＝ 61.0 ）。）。）。）。 

          （（（（ⅠⅠⅠⅠ））））定義一個定義一個定義一個定義一個 6666××××6666 階的矩陣階的矩陣階的矩陣階的矩陣 AAAA：：：： 

           

          （（（（ⅡⅡⅡⅡ））））以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體計算軟體計算軟體計算軟體計算
30A 到小數第到小數第到小數第到小數第 12121212 位位位位    ：：：： 
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          （ⅢⅢⅢⅢ）以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體計算軟體計算軟體計算軟體計算
60A 到小數第到小數第到小數第到小數第 12121212 位位位位：：：： 

       

         （ⅣⅣⅣⅣ）以以以以 matlabmatlabmatlabmatlab 軟體計算軟體計算軟體計算軟體計算 100A 到小數第到小數第到小數第到小數第 12121212 位位位位：：：： 

       

（（（（二二二二））））但但但但是是是是：：：：各各各各「「「「邊邊邊邊」」」」也會趨於等長也會趨於等長也會趨於等長也會趨於等長嗎嗎嗎嗎？？？？    

     1.      1.      1.      1. 先先先先以凸五邊形以凸五邊形以凸五邊形以凸五邊形試試看試試看試試看試試看：：：：    

    
                 [說明]：根據前（一）的結果，當我們做了極多次的外角平分線所得的新五邊形， 

                 其各內角會極接近 °108 ，所以我們姑且將每個角都當作是 °108 ， 

（如上圖）一個各內角都是 °108 的非「正五邊形」，假設其各邊的長為 a、b、
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c、d、e，利用 °−°−° 1083636 的邊角關係可以求出其外角平分線所形成

的新五邊形的各邊長分別為 )(
2

15
ba +

−
、 )(

2

15
cb +

−
、 )(

2

15
dc +

−
、

)(
2

15
ed +

−
、 )(

2

15
ae +

−
，這個情況和前面的情況很像，只不過係數

從
2

1
變成

2

15 −
而已（參考 P12 的敘述），如果一直做下去，是不是每個

邊最後也會趨於相等呢？ 

                 利用利用利用利用 ExcelExcelExcelExcel 試算表幫忙做計算試算表幫忙做計算試算表幫忙做計算試算表幫忙做計算，，，，先用先用先用先用 GSPGSPGSPGSP 繪圖軟體任意畫一個各內角都繪圖軟體任意畫一個各內角都繪圖軟體任意畫一個各內角都繪圖軟體任意畫一個各內角都 

                                                                    是是是是 °108 的的的的非非非非「「「「正五邊形正五邊形正五邊形正五邊形」」」」，，，，再利用再利用再利用再利用 GSPGSPGSPGSP 繪圖軟體繪圖軟體繪圖軟體繪圖軟體的的的的測量測量測量測量功能功能功能功能量出量出量出量出 aaaa＝＝＝＝3.963.963.963.96、、、、    

                                                                        bbbb＝＝＝＝5.735.735.735.73、、、、cccc＝＝＝＝6.676.676.676.67、、、、dddd＝＝＝＝3.393.393.393.39、、、、eeee＝＝＝＝7.757.757.757.75，，，，取取取取 ≈
−
2

15
0.6180340.6180340.6180340.618034，，，，    

                                                                        設計設計設計設計 ExcelExcelExcelExcel 試算表使試算表使試算表使試算表使：：：：    

                                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 1111＝＝＝＝ ×618034.0 （（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 1111＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 2222））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 2222＝＝＝＝ ×618034.0 （（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 2222＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 3333））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 3333＝＝＝＝ ×618034.0 （（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 3333＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 4444））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 4444＝＝＝＝ ×618034.0 （（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 4444＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 5555））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 5555＝＝＝＝ ×618034.0 （（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 5555＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 1111））））    

                                                        ExcelExcelExcelExcel 試算表算出來的結果試算表算出來的結果試算表算出來的結果試算表算出來的結果：：：：當當當當 nnnn 越大時越大時越大時越大時，，，，其各邊的長度越趨於等長其各邊的長度越趨於等長其各邊的長度越趨於等長其各邊的長度越趨於等長。。。。    

                                                        （（（（可以用更多個五邊形試試可以用更多個五邊形試試可以用更多個五邊形試試可以用更多個五邊形試試））））                    

外角平分線外角平分線外角平分線外角平分線

次數次數次數次數（（（（nnnn））））    邊長邊長邊長邊長 1111    邊長邊長邊長邊長 2222    邊長邊長邊長邊長 3333    邊長邊長邊長邊長 4444    邊長邊長邊長邊長 5555    

0000    3.96 3.96 3.96 3.96     5.73 5.73 5.73 5.73     6.67 6.67 6.67 6.67     3.39 3.39 3.39 3.39     7.75 7.75 7.75 7.75     

1 1 1 1     5.988749 5.988749 5.988749 5.988749     7.663622 7.663622 7.663622 7.663622     6.217422 6.217422 6.217422 6.217422     6.884899 6.884899 6.884899 6.884899     7.237178 7.237178 7.237178 7.237178     

2222    8.437629 8.437629 8.437629 8.437629     8.578957 8.578957 8.578957 8.578957     8.097680 8.097680 8.097680 8.097680     8.727924 8.727924 8.727924 8.727924     8.174073 8.174073 8.174073 8.174073     

3333    10.516829 10.516829 10.516829 10.516829     10.306728 10.306728 10.306728 10.306728     10.398795 10.398795 10.398795 10.398795     10.446009 10.446009 10.446009 10.446009     10.266597 10.266597 10.266597 10.266597     

…………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    ………………………………    

20202020    381.244826 381.244826 381.244826 381.244826     381.251051 381.251051 381.251051 381.251051     381.255949 381.255949 381.255949 381.255949     381.252751 381.252751 381.252751 381.252751     381.245877 381.245877 381.245877 381.245877     

…………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    ………………………………    

40404040    26427.564153 26427.564153 26427.564153 26427.564153     26427.570379 26427.570379 26427.570379 26427.570379     26427.575276 26427.575276 26427.575276 26427.575276     26427.572078 26427.572078 26427.572078 26427.572078     26427264272642726427.565204 .565204 .565204 .565204     

…………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    ………………………………    

60606060    1831911.493367 1831911.493367 1831911.493367 1831911.493367     1831911.499592 1831911.499592 1831911.499592 1831911.499592     1831911.504490 1831911.504490 1831911.504490 1831911.504490     1831911.501292 1831911.501292 1831911.501292 1831911.501292     1831911.494417 1831911.494417 1831911.494417 1831911.494417     

…………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    ………………………………    

80808080    126984804.602923 126984804.602923 126984804.602923 126984804.602923 126984804.609149 126984804.609149 126984804.609149 126984804.609149 126984804.614047 126984804.614047 126984804.614047 126984804.614047 126984804.610848 126984804.610848 126984804.610848 126984804.610848 126984804.603974 126984804.603974 126984804.603974 126984804.603974 

…………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    ………………………………    

100100100100    8802357872.318490 8802357872.318490 8802357872.318490 8802357872.318490 8802357872.324720 8802357872.324720 8802357872.324720 8802357872.324720 8802357872.329620 8802357872.329620 8802357872.329620 8802357872.329620 8802357872.326420 8802357872.326420 8802357872.326420 8802357872.326420 8802357872.319550 8802357872.319550 8802357872.319550 8802357872.319550 

        2.2.2.2.再再再再以凸六邊形為例以凸六邊形為例以凸六邊形為例以凸六邊形為例：：：：    
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                                    [說明]：根據前（一）的結果，當我們做了極多次的外角平分線所得的新六邊形新六邊形新六邊形新六邊形，，，，    

                                                                        其各內角會極接近其各內角會極接近其各內角會極接近其各內角會極接近 °120 ，所以我們姑且將每個角都當作是 °120 ， 

                 （如上圖）一個各角都是 °120 的非「正六邊形」，假設其各邊的長為 a、 

b、c、d、e、f，利用 °30 ─ °30 ─ °120 的邊角關係可以求出其外角平分線 

所形成的新六邊形的各邊長分別為 )(
3

1
ba + 、 )(

3

1
cb + 、 )(

3

1
dc + 、 

)(
3

1
ed + 、 )(

3

1
fe + 、 )(

3

1
af + ，這個情況和前面的情況很像，只 

不過係數從
2

1
變成

3

1
而已（參考 P12 的敘述），如果一直做下去， 

是不是每個邊最後也會趨於相等呢？ 

              利用利用利用利用 ExcelExcelExcelExcel 試算表幫忙做計算試算表幫忙做計算試算表幫忙做計算試算表幫忙做計算，，，，先用先用先用先用 GSPGSPGSPGSP 繪圖軟體任意畫一個各內角都繪圖軟體任意畫一個各內角都繪圖軟體任意畫一個各內角都繪圖軟體任意畫一個各內角都 

                                                        是是是是 °120 的的的的非非非非「「「「正六邊形正六邊形正六邊形正六邊形」」」」，，，，再利用再利用再利用再利用 GSPGSPGSPGSP 繪圖軟體繪圖軟體繪圖軟體繪圖軟體的的的的測量測量測量測量功能功能功能功能量出量出量出量出 aaaa＝＝＝＝4.314.314.314.31、、、、    

                                                        bbbb＝＝＝＝2.962.962.962.96、、、、cccc＝＝＝＝3.763.763.763.76、、、、dddd＝＝＝＝5.055.055.055.05、、、、eeee＝＝＝＝2.232.232.232.23、、、、ffff＝＝＝＝4.494.494.494.49，，，，取取取取 ≈
3

1
0.5773500.5773500.5773500.577350，，，，    

                                                        設計設計設計設計 ExcelExcelExcelExcel 試算表使試算表使試算表使試算表使    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 1111＝＝＝＝0.5773500.5773500.5773500.577350××××（（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 1111＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 2222））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 2222＝＝＝＝0.5773500.5773500.5773500.577350××××（（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 2222＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 3333））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 3333＝＝＝＝0.5773500.5773500.5773500.577350××××（（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 3333＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 4444））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 4444＝＝＝＝0.5773500.5773500.5773500.577350××××（（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 4444＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 5555））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 5555＝＝＝＝0.5773500.5773500.5773500.577350××××（（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 5555＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 6666））））    

                                                        下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長下一列的邊長 6666＝＝＝＝0.5773500.5773500.5773500.577350××××（（（（上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長上一列的邊長 6666＋＋＋＋邊長邊長邊長邊長 1111））））    

                                                                            ExcelExcelExcelExcel 試算試算試算試算表表表表算出來的結果算出來的結果算出來的結果算出來的結果：：：：當當當當 nnnn 越大時越大時越大時越大時，，，，其各邊的長度越趨於等長其各邊的長度越趨於等長其各邊的長度越趨於等長其各邊的長度越趨於等長。。。。    

                                                                            （（（（可以用更多個六邊可以用更多個六邊可以用更多個六邊可以用更多個六邊形試試形試試形試試形試試））））        
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外角平外角平外角平外角平

分線次分線次分線次分線次

數數數數（（（（nnnn））））    邊長邊長邊長邊長 1111    邊長邊長邊長邊長 2222    邊長邊長邊長邊長 3333    邊長邊長邊長邊長 4444    邊長邊長邊長邊長 5555    邊長邊長邊長邊長 6666    

0 0 0 0     4.31 4.31 4.31 4.31     2.96 2.96 2.96 2.96     3.76 3.76 3.76 3.76     5.05 5.05 5.05 5.05     2.23 2.23 2.23 2.23     4.49 4.49 4.49 4.49     

1 1 1 1     4.197335 4.197335 4.197335 4.197335     3.879792 3.879792 3.879792 3.879792     5.086454 5.086454 5.086454 5.086454     4.203108 4.203108 4.203108 4.203108     3.879792 3.879792 3.879792 3.879792     5.080680 5.080680 5.080680 5.080680     

2 2 2 2     4.663329 4.663329 4.663329 4.663329     5.176662 5.176662 5.176662 5.176662     5.363328 5.363328 5.363328 5.363328     4.666662 4.666662 4.666662 4.666662     5.173329 5.173329 5.173329 5.173329     5.356662 5.356662 5.356662 5.356662     

3 3 3 3     5.681119 5.681119 5.681119 5.681119     6.085263 6.085263 6.085263 6.085263     5.790815 5.790815 5.790815 5.790815     5.681119 5.681119 5.681119 5.681119     6.06.06.06.079490 79490 79490 79490     5.785042 5.785042 5.785042 5.785042     

…………        ………………………………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    

20 20 20 20     67.480378 67.480378 67.480378 67.480378     67.477071 67.477071 67.477071 67.477071     67.475414 67.475414 67.475414 67.475414     67.477045 67.477045 67.477045 67.477045     67.480404 67.480404 67.480404 67.480404     67.482080 67.482080 67.482080 67.482080     

…………        ………………………………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    

40 40 40 40     1198.259369 1198.259369 1198.259369 1198.259369     1198.261035 1198.261035 1198.261035 1198.261035     1198.259369 1198.259369 1198.259369 1198.259369     1198.256035 1198.256035 1198.256035 1198.256035     1198.254369 1198.254369 1198.254369 1198.254369     1198.256035 1198.256035 1198.256035 1198.256035     

…………        ………………………………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    

60 60 60 60     21278.130957 21278.130957 21278.130957 21278.130957     21278.132623 21278.132623 21278.132623 21278.132623     21278.135957 21278.135957 21278.135957 21278.135957     21278.137623 21278.137623 21278.137623 21278.137623     21278.135957 21278.135957 21278.135957 21278.135957     21278.132623 21278.132623 21278.132623 21278.132623     

…………        ………………………………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    

80 80 80 80     377847.770219 377847.770219 377847.770219 377847.770219     377847.766885 377847.766885 377847.766885 377847.766885     377847.765219 377847.765219 377847.765219 377847.765219     377847.766885 377847.766885 377847.766885 377847.766885     377847.770219 377847.770219 377847.770219 377847.770219     377847.771885 377847.771885 377847.771885 377847.771885     

…………        ………………………………    ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………        ………………………………    

100 100 100 100     6709654.816956 6709654.816956 6709654.816956 6709654.816956     6709654.818623 6709654.818623 6709654.818623 6709654.818623     6709654.816956 6709654.816956 6709654.816956 6709654.816956     6709654.813623 6709654.813623 6709654.813623 6709654.813623     6709654.811956 6709654.811956 6709654.811956 6709654.811956     6709654.813623 6709654.813623 6709654.813623 6709654.813623     

           3.3.3.3.對於其他的凸對於其他的凸對於其他的凸對於其他的凸 mmmm 邊形邊形邊形邊形，，，，說明如下說明如下說明如下說明如下：：：：        

                    
                     [說明]：（如圖）任一個具有各角都相等的非正 m 邊形，設其各邊的長為 1l、 2l 、 3l 、……、 

              ml ，利用邊角關係可以求出其外角平分線所形成的新 m 邊形的各邊長分別為 

             )( 21 llr + 、 )( 32 llr + 、……、 )( 1 mm llr +− 、 )( 1llr m + 其中 0<r<1，也就是兩兩相 

             鄰的邊相加再乘以 r，重複地一直做下去，到最後，是不是 1l 、 2l 、 3l 、……、 

             ml 都會「均勻地」分佈在每個邊當中呢？（參考 P12 的敘述） 
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伍伍伍伍、、、、    研究結果研究結果研究結果研究結果:::: 
一一一一、、、、    持續地作持續地作持續地作持續地作任意任意任意任意∆的三個角的外角平分線所形成的三個角的外角平分線所形成的三個角的外角平分線所形成的三個角的外角平分線所形成的的的的新新新新∆，，，，到最後會到最後會到最後會到最後會極接近於極接近於極接近於極接近於正正正正∆。。。。    

二二二二、、、、    持續地作持續地作持續地作持續地作任意四邊形的所有外角平分線所形成任意四邊形的所有外角平分線所形成任意四邊形的所有外角平分線所形成任意四邊形的所有外角平分線所形成的的的的新新新新四邊形四邊形四邊形四邊形，，，，最後會最後會最後會最後會極接近於極接近於極接近於極接近於正方形正方形正方形正方形。。。。    

三三三三、、、、    持續地作持續地作持續地作持續地作任意凸任意凸任意凸任意凸 mmmm 邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成邊形的所有外角平分線所形成的的的的新新新新 mmmm 邊形邊形邊形邊形，，，，到最後到最後到最後到最後新新新新 mmmm 邊形邊形邊形邊形的的的的

每個內角每個內角每個內角每個內角會會會會極接近於極接近於極接近於極接近於正正正正 mmmm 邊形邊形邊形邊形的每個內角的每個內角的每個內角的每個內角。。。。 

陸陸陸陸、、、、    討論討論討論討論與未來展望與未來展望與未來展望與未來展望:::: 
一、三角形的部份也可以用矩陣來處理：只是我們在研究三角形時，是先用「等比級數」

的概念找規律，結果就找到了，所以就沒有再想其他的方法。而在研究完四邊形後，

覺得用矩陣來處理的方法蠻有趣的，就再回頭研究三角形的部份。（參考附錄） 

二、我們原本想試著將
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的一般式

找出來，但發現不像三階和四階矩陣那麼簡單，雖然有掌握到一些數字的概念（如：

出現的數字與巴斯卡三角形數字的排列有關等等），但目前還沒有辦法一般化，這是

未來可以努力的地方。如果未來可以找到答案，那解釋任意凸五邊形和凸六邊形的各

內角會趨於相等的現象就可以更直接了。 

三、持續地作凸 m 邊形（ 5≥m ）的各外角平分線，所形成的新 m 邊形的各邊長是否會趨

於相等？本研究只根據我們所觀察到的部份來說明，問題是：在角度趨於相等前必須

做非常多次外角平分線，而在這過程中，邊長會不會大到不可收拾，如果是這樣的話，

邊長最後會趨於等長嗎？這個問題也有待日後再研究。 

柒柒柒柒、、、、    參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他參考資料及其他：：：： 
＊參考資料： 

  一、尺規作圖及角平分線性質：參考國中數學課本第四冊、第五冊（南一書局出版） 

  二、等比數列和等比級數：參考國中數學課本第六冊（國立編譯館出版） 

  三、「 °−°−° 1083636 」的邊角關係：參考嘉義市第 26 屆科展得獎作品光碟之「原」來如 

此第 14 頁。 

  四、矩陣的乘法與馬可夫鏈推移矩陣：參考高中理科數學下冊（國立編譯館出版） 

  五、無窮等比數列、級數的極限：參考極限與無窮等比級數（陸思明編著 建宏出版社） 

＊其他：（我們的感想） 

    本來只是一個簡單的尺規作圖的題目，經過一番研究之後，卻挖出了不少東西，而且結

果令我們大吃ㄧ驚，這是我們覺得數學最棒的地方；而且有很多地方還可以再繼續研究下去

（比如前文討論及未來展望二、三的部份），真的是太棒了！ 



【評語】030414 

1. 主題有趣，生動。與國中教材銜接。 

2. 邏輯清楚，結論明確，態度認真。 

3. 解說表達不夠流暢，且對引進矩陣及其計算不甚了解。 

4. 內容與馬可夫鏈推移矩陣相關顯得生動有趣，但學術性及

實用性價值不高。 
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