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平  行  周  邊  形 

摘 要 

    本研究是探討如何在座標平面上，利用直線方程式，尋求多邊形之

內部封閉迴路，其迴路之線段都要平行周圍的邊，並探討其幾何性質。 

我們先從三角形邊上著手,利用相似形性質推論相關結果，然後推廣至梯

形,最後利用直線方程式推導任意四邊形(兩兩邊互不平行)之封閉迴路

存在性與其斜率的關係。 

壹、研究動機 

   在上數學課時，老師講解一道數學試題:在 ABC∆ 的三邊長分別為5、6、

7；在其邊上任一點D經過迴路 DIHGFED ⇒⇒⇒⇒⇒⇒ ，試求其迴路

的總路徑長為何?答案恰為ABC∆ 的周長18；因此我們懷疑迴路的路徑是

否是剛剛好等於 ABC∆ 周長，並尋求在多邊形的可能性及幾何性質。 

 

 

貳、研究目的 

  一、探討在ABC∆ 中,經過迴路 DIHGFED ⇒⇒⇒⇒⇒⇒ 之路徑總長 

     與三角形周長關係並尋求路徑所圍成的區域面積之最小值。 

  二、探討在梯形ABCD中，經過迴路 MFHGEM ⇒⇒⇒⇒⇒ 之路徑總  

     長與梯形周長關係並尋求路徑所圍成的區域面積之最小值。 

  三、任意四邊形(兩兩互不平行)之封閉平行周邊形之迴路探討。 

參、研究設備及器材: 直尺、方格紙、Excel軟體、GSP繪圖軟體 
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肆、研究過程與方法 

(一)、探討ABC∆ 邊上一點之平行周邊形迴路 

1、 探討在ABC∆ 中,迴路徑總長與三角形周長關係: 

如右圖(1),在 AB邊上任取一點D； 

  因為 ;////;////;//// DIACFGHIABEFGHBCDE             

所以 BCGHDE =+ ( FCGHBFDE == ;Q )               圖(1) 

    同理， ACDIGF =+ ( ECDIAEGF == ;Q ); 

    ABEFHI =+ ( DBEFADHI == ;Q ); 

  周長ABCABACBCEFHIDIGFGHDE ∆=++=+++++∴ )()()(  

  我們簡記為 ABCID LL ∆→ =)(α   (
AB
AD

=α ＜1) 

  IDHIGHFGEFDEL ID +++++=→ )(α ; CABCABL ABC ++=∆  

2、 探討在ABC∆ 中,迴路所圍成的區域面積與三角形面積關係: 

如上圖(1), 我們簡記為 JKLLHIGKFDEJA ID ∆+∆+∆+∆=→ )(α  

  (1)在 )
3
1,0(∈α 的條件下,討論 )(αIDA →  (令 平方單位面積 1=∆ABC ) 

2

2

11
// αα

=
∆
∆

=
∆
∆

⇒=∴
ABC
DEJ

ABC
ADE

AB
ADBCDEQ ( DEJADE ∆≅∆Q ~ABC∆ ) 

  且 DEJLHIGKF ∆≅∆≅∆ ( 全等SSS ) 2
2

2

1
αα

==
∆
∆

=
∆
∆

=
∆
∆

∴
ABC
DEJ

ABC
LHI

ABC
GKF

 

  又JKL∆ ~ABC∆ (AAA相似)所以 2

2

2

2

1
)31( α−

==
∆
∆

AB

JK
ABC
JKL

 

所以迴路所圍成的區域面積 JKLLHIGKFDEJA ID ∆+∆+∆+∆=→ )(α  
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  與ABC∆ 的面積比值為

2222 )31(
1

)()(
αααα

αα
−+++=

∆
∆

+
∆
∆

+
∆
∆

+
∆
∆

==
∆

→→

ABC
JKL

ABC
LHI

ABC
GKF

ABC
DEJA

ABC
A IDID

 經過整理並且以配方法求得極值為 

4
1)

4
1(121612)( 22 +−=+−=→ ααααIDA   ( α31−=

AB
JK

＞0；α＜
3
1
) 

在 )
3
1,0(∈α 的條件下；當

4
1

=α 時,有最小值
4
1
 

 

(2)在
3
1

=α 的條件下, (令 平方單位面積 1=∆ABC ) 

討論
3
1)

3
1( =→IDA 如右圖(2)所示 

3
1

9
1

9
1

9
1)

3
1( =++=∆+∆+∆=→ JHIGJFDEJA ID  

ABCID LIDHIGHFGEFDEL ∆→ =+++++=)
3
1(  

                                                圖(2) 

                                                

(3) 在
2
1

=α 的條件下, (令 平方單位面積 1=∆ABC ) 

討論
4
1)

2
1( =→IDA 如右圖(3)所示 

4
1)

2
1( =∆=→ DEFA ID ; 

ABCID LFDEFDEL ∆→ =++=
2
1)

2
1(  

 

圖(3) 
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(4) 在 )
2
1,

3
1(∈α 的條件下,討論 )(αIDA →  (令 平方單位面積 1=∆ABC ) 

JKLJKLLHIGKFDEJA ID ∆−∆+∆+∆+∆=→ 2)(α  

如右圖(4)所示, LHIGKFDEJ ∆≅∆≅∆  

JKLDEJA ID ∆−∆=∴ → 23)(α  

22
2

2

)( α===
∆
∆

=
∆
∆

AB
AD

AB

AD
ABC
ADE

ABC
DEJ

 

又 α21−== DGEK 且 13)21( −=−−= αααJK  

2
2

2

;)13( α
α
α

=
∆
∆−

=
∆
∆

∴
ABC
DEJ

DEJ
JKL

 

2)13( −=
∆
∆

×
∆
∆

=
∆
∆

∴ α
ABC
DEJ

DEJ
JKL

ABC
JKL

 

21215)13(23)( 222 −+−=−×−=∴ → αααααIDA              圖(4) 

 配方法得
5
2)

5
2(15)( 2 +−−=∴ → ααIDA  

所以在 )
2
1,

3
1(∈α 的條件下;當

5
2

=α 時 )(αIDA → 的最大值為
5
2
 

ABCID LIDHIGHFGEFDEL ∆→ =+++++=)(α  

 

3、結論: ( 平方單位面積 1=∆ABC ) 

α值及 
範圍 

)
3
1,0(∈α  

3
1

=α  )
2
1,

3
1(∈α  

2
1

=α  

4
1)

4
1(12)( 2 +−=→ ααIDA  

5
2)

5
2(15)( 2+−−=→ ααIDA  

)(αIDA →

4
1

=→ 極小值IDA  

3
1)

3
1( =→IDA  

5
2

=→ 極大值IDA  

 
4
1)

2
1( =→FDA   

)(αIDL → ABCID LL ∆→ =)(α  
ABCID LL ∆→ =)

3
1( ABCID LL ∆→ =)(α  

ABCFD LL ∆→ =
2
1)

2
1(
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(二)、探討梯形ABCD邊上一點之平行周邊形迴路存在性 

1、探討:起點M是梯形 AD之中點;是否可以構成一個封閉性的迴路? 

已知: M是梯形上底 AD之中點; ABME // , DCMF // , CDEG // , BAFH //  

試證: BCGH // ( HCDHGBAG :: =⇔ )如下圖(5)所示 

 

 

 

                                   

說明(1)在平行四邊形ABEM中             圖(5) 

IEGBMIAGBEAMMEABBEAM ===∴ ,,;//,//Q  

    (2)在平行四邊形DCFM中 

     JFHCMJDHCFDMMFDCCFDM ===∴ ,,;//,//Q  

    (3) IGEMFGE ∆∴,//Q ~ IJM∆ (AAA相似) AMIGIMIEIJIG ==∴ 且::  

       IMIEIJAM :: =∴  

    (4) JHFMEHF ∆∴,//Q ~ JIM∆ (AAA相似) MDJHJMJFJIJH ==∴ 且::  

      JMJFJIMD :: =∴  

    (5)又M是梯形上底 AD之中點 ADMDAM
2
1

==∴ )4()3( =∴  

       JMJFIMIE :: =∴  

    (6)又 DHMJHCJFAGMIGBIE ==== ;;;  

       所以 DHHCAGGBJMJFIMIE :::: =⇔=∴ BCGH //∴  
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2、探討:梯形ABCD上底中點 2/1M 之平行周邊形迴路之幾何性質 

 

 

 

 

 

說明(1) )( 全等SSSJHFIGE ∆≅∆     圖(6) 

       ADAMIG
2
1

==Q ; ADMDJH
2
1

== JHIG =∴  

       在平行四邊形GEFJ中; JFGE = (對邊相等) 

       在平行四邊形IEFH中; HFIE = (對邊相等) 

       )( 全等SSSJHFIGE ∆≅∆∴  

     (2) 梯形之平行周邊形迴路路徑長2/1ML  

       令 α=====
AB
AGdDCcABbBCaAD ;;;; ＜1 

       )()(2/1 HFJHEGGJMFMEFMHFGHEGMELM +++++=++++=∴  

            HCFMEF LLHFFCHCEFMFME ∆∆ +=+++++= )()(  

            GBHCabdcHFHCaabdc ++−++=+++−++= )
2
1()

2
1()(  

       abBFGH
2
1

−==Q 且 α=
AB
AG

＜1則 )1(:: αα −=GBAG  

       ababaabGH
2
1

1
)(

)1(
)1(

−=
−+

=
−+

×−+×
=∴

α
αα
αα

 

       abab
2
3)( −=−∴ α )(

2
11

)(2
32

ab
a

ab
ab

−
−=

−
−

=∴α  )(
2
11

ab
a
−

=−∴ α  
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     α=
AB
AG

Q ＜1 α−=∴ 1
AB
GB c

ab
aABGB ×
−

=−=∴ )(
2
1)1( α  

     同理 α−=∴ 1
DC
HC d

ab
aDCHC ×
−

=−=∴ )(
2
1)1( α  

     HCFMEFM LLL +=∴ ∆2/1 [ ] 





−
+

−
++−++= d

ab
ac

ab
aaabdc )(

2
1)(

2
1

2
1)(  

          





 −

−
+

++++=
−
+

+−++= 3
2

)(
2
1

2
1

ab
dcadcba

ab
dcaabdc  

          )3(
2

)( −
−
+

++++=
ab
dcadcba  

(3) 梯形之平行周邊形迴路所圍成的區域面積2/1MA  

    令梯形 1=面積ABCD 平方單位;梯形ABCD的高為h 

    則
)(

21
2

)(
ba

hhba
+

=⇒=
+ )(

2
11

)(2
32

ab
a

ab
ab

−
−=

−
−

=α且  )(
2
11

ab
a
−

=−∴ α  

    
2
1

)(
2)(

2
1

22
1)

1
1(

2
×

+
×





−
×=×

−
×=∆=∆

baab
aahaJHFIGE α

 

    )(
4
1

22

2

ab
aJHFIGE
−

=∆=∆∴  

    又IJM∆ ~ )( 相似AAAIGE∆ 22 )1(:: αα −=∆∆∴ IGEIJM  

    )(
4
1

)(
2
1

)(
2
11

)(
4
1)

1
(

)1( 22

2

2

22

2
2

2

2

ab
a

ab
a

ab
a

ab
aIGEIJM

−
×



















−

−
−

=
−

×
−

=∆×
−

=∆∴
α

α
α

α
 

   22

2)32(
4
1

ab
abIJM

−
−

×=∆∴  

    區域面積 IJMJHFIGEAM ∆+∆+∆=2/1  

            22

2

22

2

22

2 )32(
4
1)(

4
1)(

4
1

ab
ab

ab
a

ab
a

−
−

×+
−

+
−

=  

            22

22 41211
4
1

ab
baba

−
+

×= 上下同除 2b (令 t
b
a
= ＜1) 

        得 )
1

41211(
4
1)( 2

2

2/1 t
tttAM −
+−

×=  
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      我們暫時令 ktAM =)(2/1 ; Rk 實數∈  

      k)
t-1

41211t(
4
1

2

2

=
+−

×∴
t

交叉相乘得 22 4441211 ktktt −=+−  

      0)44(12)411( 2 =−+−+⇒ kttk 因為此一元二次方程式的根 Rk ∈  

      所以判別式 0)44()411(4)12( 2 ≥−×+−−= kkD  

      0)411()1(9 ≥+×−−∴ kk 0274 2 ≥−+⇒ kk  

      0)2()14( ≥+×−∴ kk 2
4
1

−≤≥∴ kk 或 (不合) 

     所以 ktAM =)(2/1 的最小值為
4
1
 

     22
2

2

141211
4
1)

t-1
41211t(

4
1 tttt

−=+−⇔=
+−

×∴  

     0144031212 22 =+−⇔=+−∴ tttt  

     
2
10)12( 2 =∴=−∴ tt  

     當 ab
b
at 2

2
1

=⇔== ; 2/1MA 的最小值為
4
1
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3、探討:梯形ABCD上底的點 4/1M 之平行周邊形迴路之幾何性質 

 

 

 

 

 

圖(7) 

(1) 梯形之平行周邊形迴路路徑長4/1ML  

       令 α=====
AB
AGdDCcABbBCaAD ;;;; ＜1 

IJGHJLHFIKGENFLMNKEMLM +++++++++= 4/14/14/1  

   cABNKEM ===4/1 且 dCDNFLM ===4/1  

   abBFGH
4
1

−== ; abBLIJ
4
3

−==  

   )
4
3()

4
1(4/1 ababJLHFIKGEddccLM −+−++++++++=∴  

        )()(222 JLHFIKGEabdc ++++−++=  

   在BGE∆ ~ BIK∆ 中; GEIKaaBKBE 33:1
4

3:
4

: =⇔== GEPK 2=⇒  

   同理在CHF∆ ~CJL∆ 中; HFJLaaCLCF 33:1
4

3:
4

: =⇔== HFQL 2=⇒  

 EPK∆Q ~ LEM 4/1∆ ;
)(4)(2

:)(:
2

:
ab

adGE
ab

adPKdPKabaELEK
−

=⇒
−

=⇔=−=  

FQL∆Q ~FNK∆ ;
)(4)(2

:)(:
2

:
ab

acHF
ab

acQLcQLabaFKFL
−

=⇒
−

=⇔=−=  

ab
adcabdc

ab
ac

ab
adabdcLM −

+
+−++=

−
×+

−
×+−++=

)()2()(2
)(4

4
)(4

42224/1  
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R
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))((222222
4/1

bdca
ab

abdc
ab

ac
ab

adabdcLM −++
−

+++=
−

+
−

+−++=  

(2) 梯形之平行周邊形迴路所圍成的區域面積4/1MA  

 令梯形 1=面積ABCD 平方單位;   圖(8) 

 

 

 

 

 

① 考慮 ababJI
4
90

4
9022 =∴=−⇔= 則上圖(8)退化成下圖(9) 

    

 

 

 

                           圖(9) 

  則 RJRI 退化至一點22∆  

)()( 1332/11322114/1 NRJRHGRNMIPIKGGPGGGEGAM ∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆=∴  

       )( 132211 JQJLHHQHHHFH ∆+∆+∆+∆+  

 且 ≅∆≅∆≅∆≅∆ 132211 IPIKGGPGGGEG 132211 JQJLHHQHHHFH ∆≅∆≅∆≅∆  

在上圖(8),利用面積轉換可得 111132211 ZYXIPIKGGPGGGEG ∆=∆+∆+∆+∆  

同理 222132211 ZYXJQJLHHQHHHFH ∆=∆+∆+∆+∆  
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我們利用在 2/1MA 結果,得知
)(4 22

2

111 ab
aZYX
−

=∆ ；
)(4 22

2

222 ab
aZYX
−

=∆  

所以
)(4 22

2

132211 ab
aIPIKGGPGGGEG
−

=∆+∆+∆+∆ ； 

   
)(4 22

2

132211 ab
aJQJLHHQHHHFH
−

=∆+∆+∆+∆ 。 

又
23311
aHGRJRI === )(1332/1 全等ASANRJRHGRNM ∆≅∆≅∆∴  

)(4 22

2

1332/1 ab
aNRJRHGRNM
−

=∆=∆=∆∴  

將 ab
4
9

= 代入
)(4

5
22

2

4/1 ab
aAM −

= 得
13
4

4
65
5

)
16
81(4

5
2

2

22

2

4/1 ==





 −

=
a
a

aa

aAM  

② 考慮 22 JI > ab
4
90 −⇔ > b⇔0 > a

4
9 )(

b
a

⇔ ＜
9
4
令

b
at = ＜

9
4
 

如上圖(8)所示 

)()( 1322111322114/1 JQJLHHQHHHFHIPIKGGPGGGEGAM ∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆=∴

22331224/11 2)( RJIRHGNJIJMI ∆−∆+∆+∆+  

且 ≅∆≅∆≅∆≅∆ 132211 IPIKGGPGGGEG 132211 JQJLHHQHHHFH ∆≅∆≅∆≅∆  

利用面積轉換可得 111132211 ZYXIPIKGGPGGGEG ∆=∆+∆+∆+∆  

同理 222132211 ZYXJQJLHHQHHHFH ∆=∆+∆+∆+∆  

所以
)(4 22

2

132211 ab
aIPIKGGPGGGEG
−

=∆+∆+∆+∆ ； 

   
)(4 22

2

132211 ab
aJQJLHHQHHHFH
−

=∆+∆+∆+∆  

同理 )(331224/11 全等ASARHGNJIJMI ∆≅∆≅∆ 且
)(4 22

2

111 ab
aZYX
−

=∆  

因為 33RHG∆ ~ 22 RJI∆ ~ 111 ZYX∆ 所以面積比為

33RHG∆ : 22 RJI∆ : 111 ZYX∆ =
2

11

2

22

2

33 :: ZXJIHG  

又
2

;
4
9;

4
7

112233
aZXabJIabHG =−=−=  
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所以 22

2

33

)
4
7(

ab

ab
RHG

−

−
=∆ 且 22

2

22

)
4
9(

ab

ab
RJI

−

−
=∆  

22

2

22

2

22

2

4/1

)
4
9(

2
)

4
7(

342
ab

ab

ab

ab

ab

a

AM −

−
×−

−

−
×+

−
×=∴  

經過化簡以後;得 22

22

4/1
2
3

16
7

ab

baba
AM −

+−
−

=  

再將分子分母上下同除 2b 並令 t
b
a
= 且 t＜

9
4
 

轉換成 2

2

4/1 1

1
2
3

16
7

)(
t

tt
tAM −

+−
−

= 並令 ktAM =)(4/1  

k
t

tt
=

−

+−
−

2

2

1

1
2
3

16
7

交叉相乘得 22 1
2
3

16
7 ktktt −=+−

−
 

22 161616247 ktktt −=+−−⇒ 0)1(1624)716( 2 =−+−−⇒ kttk  

Rt∈Q 所以判別式 0)1(16)716(4)24( 2 ≥−×−×−−= kkD  

0162316)716()1(9 2 ≥+−⇒−×−≥⇒ kkkk  

又因 49516164)23( 2 −=××−− ＜0; 2k 的係數16＞0 

所以 162316 2 +− kk 恆正,k並無極值。 

故在 t＜
9
4
的條件下 2

2

4/1 1

1
2
3

16
7

)(
t

tt
tAM −

+−
−

= 並無極值。 
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H1

X1 k

H2

Z2Z1

J2I2I1

Q

H3

R

G3G2G1

P

NM1/4 M1/2A

B C

D

E K

G H

F

I J

LY1

X2

Y2

J1

③考慮 ab
4
9

− ＜0
b
a

⇔ ＞
9
4
令

b
at = t⇔ ＞

9
4
 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖(10) 

如上圖(10)所示 

)()( 1322111322114/1 JQJLHHQHHHFHIPIKGGPGGGEGAM ∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆=∴

22331224/11 )( RJIRHGNJIJMI ∆+∆+∆+∆+  

且 ≅∆≅∆≅∆≅∆ 132211 IPIKGGPGGGEG 132211 JQJLHHQHHHFH ∆≅∆≅∆≅∆  

利用面積轉換可得 111132211 ZYXIPIKGGPGGGEG ∆=∆+∆+∆+∆  

同理 222132211 ZYXJQJLHHQHHHFH ∆=∆+∆+∆+∆  

所以
)(4 22

2

132211 ab
aIPIKGGPGGGEG
−

=∆+∆+∆+∆ ； 

   
)(4 22

2

132211 ab
aJQJLHHQHHHFH
−

=∆+∆+∆+∆  

同理 )(331224/11 全等ASARHGNJIJMI ∆≅∆≅∆ 且
)(4 22

2

111 ab
aZYX
−

=∆  

因為 33RHG∆ ~ 22 RJI∆ ~ 111 ZYX∆ 所以面積比為
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33RHG∆ : 22 RJI∆ : 111 ZYX∆ =
2

11

2

22

2

33 :: ZXJIHG  

又
2

;
4
9;

4
7

112233
aZXbaJIabHG =−=−=  

所以 22

2

33

)
4
7(

ab

ab
RHG

−

−
=∆ 且 22

2

22

)
4
9(

ab

ba
RJI

−

−
=∆  

22

2

22

2

22

2

4/1

)
4
9()

4
7(

342
ab

ba

ab

ab

ab

a

AM −

−
+

−

−
×+

−
×=∴  

經過化簡以後;得 22

22

4/1

415
4

59

ab

baba
AM −

+−
=  

再將分子分母上下同除 2b 並令 t
b
a
= 且 t＞

9
4
 

轉換成 2

2

4/1 1

415
4

59

)(
t

tt
tAM −

+−
= 並令 ktAM =)(4/1  

交叉相乘得 22 415
4

59 ktktt −=+−  

22 44166059 ktktt −=+−⇒ 0)4(460)459( 2 =−+−+⇒ kttk  

Rt∈Q 所以判別式 0)4(4)459(4)60( 2 ≥−×+×−−= kkD  

011434)459()4(225 2 ≥−+⇒+×−≥⇒ kkkk  

0)14()11( ≥−×+ kk
4
1

≥∴k  

若
4
1

1

415
4

59

)( 2

2

4/1 =
−

+−
=

t

tt
tAM

22 1166059 ttt −=+−⇔  

0)12(01440156060 222 =−⇒=+−⇒=+−⇒ ttttt  

2
1

=∴ t ＞
9
4
時; )(4/1 tAM 有最小值

4
1
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H3 H1H2G3G2G1

QP

I1

Z2

I2 J2

R

Z1

M1/2* M1/2A

B C

D

E

G H

F

N

K

I J

LY1

X1 X2

Y2

J1

4、探討:梯形ABCD上底的點 nM
2/1 之平行周邊形迴路之幾何性質 

 

 

 

 

 

 

 

 圖(11) 

 

(1) 梯形之平行周邊形迴路路徑長nM
L

2/1
 

①如上圖(11) bBCaAD == ; ; aAM nn
2
1

2/1 = 且 Nnn ∈≥∀ ;2 。 

IJGHJLHFIKGENFLMNKEML nnnM
+++++++++=

2/12/12/1
 

   cABNKEM n ===
2/1

且 dCDNFLM n ===
2/1

 

   abBFGH n2
1

−== ; aabaabBLIJ nn 2
1)

2
1( +−=−−==  

   )
4
3()

4
1(4/1 ababJLHFIKGEddccLM −+−++++++++=∴  

        )()(222 JLHFIKGEabdc ++++−++=  
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  ② )12(:1)
2
1(:

2
1::// −=−==⇔ n

nn aaaCLCFJLHFJLHFQ  

  我們暫令 xHF = ,則 xQLxJL nn )22()12( −=⇒−=  

  又 )(:)
2
2(:)22(::// abaacxFKFLNKQLNKQL n

n −−=−⇔=⇔  

ab
acx n −

×=⇒
2
1

ab
acHF n −

×=⇒
2
1

;
ab

acJL n
n

−
××−=

2
1)12(  

ab
acxJLHF n

−
==+∴ 2  

 ③ )12(:1)
2
1(:

2
1::// −=−==⇔ n

nn aaaBKBEIKGEIKGEQ  

  我們暫令 yGE = ,則 yPKyIK nn )22()12( −=⇒−=  

  又 )(:)
2
2(:)22(::// 2/12/1 abaadyELEKLMPKLMPK n

n
nn −−=−⇔=⇔  

ab
ady n −

×=⇒
2
1

ab
adGE n −

×=⇒
2
1

;
ab

adIK n
n

−
××−=

2
1)12(  

ab
adyIKGE n

−
==+∴ 2  

④ )()(222
2/1

JLHFIKGEabdcL
nM ++++−++=  

       ))((222222 bdca
ab

abdc
ab

ac
ab

adabdc −++
−

+++=
−

+
−

+−++=  

  所以
nML

2/1
為一定值( 2≥n 之自然數) 
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(2) 梯形之平行周邊形迴路之區域面積 nM
A

2/1  

如上圖(11)所示； n

aJJHHHHIIGGGG
213211321 ====== ； 

a
n

aHHGG
2
3

2121 −== ； 



 +−=== n

aabHGJJII
2

)2(332121 ； baaJI n −−= )
2

(322  

)()( 2121132113212/1
HQHGPGJQJLHHHFHIPIKGGGEGA NM

∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆+∆=∴

22331222/11 )( RJIRHGNJJIMI N ∆+∆+∆+∆+  

且 ≅∆≅∆≅∆ 1321 IPIKGGGEG 1321 JQJLHHHFH ∆≅∆≅∆ (ASA全等) 

同理 2121 HQHGPG ∆≅∆ (ASA全等) 331222/11 RHGNJJIMI N ∆≅∆≅∆ (ASA全等) 

我們利用 1GEG∆ ~ 21GPG∆ ~ 33HRG∆ ~ 22 JRI∆ ~ 111 ZYX∆  

又 22

2

111

)
2

(

ab

a

ZYX
−

=∆ ；所以 22

2

1

)
2

(

ab

a

GEG
n

−
=∆ ； 22

2

21
2
3(

ab

aa
GPG

n

−





 −

=∆  

22

2

33
2

)2(

ab

aab
HRG

n

−





 +−

=∆ 且 22

2

22

)
2

(3

ab

baa
JRI

n

−





 −−

=∆  

故
















 −−+



 +−+−+×

−
=

22
22

22/1
)

2
(3

2
)2(3)

2
3(2)

2
(61

2
baaaabaaa

ab
A nnnnM n  

我們將
NMA

2/1
分子分母上下同除 2b 並令 t

b
a
= nnx

2
1

= 轉換成 

[ ])21015()1242(36
1

1)( 2222
22/1

+−+−−
−

= ttxttxt
t

tA nnM N
 

配方得 






 +−
+

−
−

−
=

4
41211)

12
27(36

1
1)(

2
22

22/1

tt
t

txt
t

tA nM N
 

所以當
t

txn 12
27 −

=
NMA

2/1
有最小值

2

2

44
41211

t
ttk

−
+−

= 交叉相乘得 

0)1(412)411( 2 =−+−+ kttk ,利用判別式 02740 2 ≥−+⇒≥ kkD  

4
10)14)(2( ≥⇒≥−+⇒ kkk 最小值 ab

b
at

t
ttk 2

2
1

4
1

44
41211

2

2

=⇒==⇒=
−

+−
=  

2
4
1

2
1

4
1

6
25.3

=⇒=⇒=
−

=∴ nx nn 所以當 4;2 == nab 時 )1(
1

a
n

A
AP

會有最小值
4
1
。 
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5、探討:梯形ABCD上底的點 1P( a
n

AP 1
1 = )之平行周邊形迴路之幾何性質 

 

 

 

 

 

圖(12) 

(1) 梯形之平行周邊形迴路路徑長 )1(
1

a
n

L
AP

; ,.....7,5,3=n  

1如圖(12)所示 bBCaAD == ; ; dDCcAB == ; a
n

AP 1
1 = 令 α==

DC
DP

AB
AP 43 ＜1 

)(3491815641045723231 全等SASEFPEPFPGPPGGPGGPPG ∆≅∆≅∆≅∆≅∆≅∆  

)(653211 全等SASGGEGGE ∆≅∆ 且 )(432436211 全等SASGGEFFPFFP ∆≅∆≅∆  

假設 yPPxPP == 10954 ; wPPzPP == 8732 ; 且 cABPPPPDC ==== 21761  

51061 )21( PPa
n

PP =−= )11(2107 n
abPP −−=⇒ a

n
abDD 1

1 −−=⇒  

DDPCPP 1454 ~ ∆∆Q ⇒=⇒
1

5

4

4

DD
CP

DP
CP

anab
an

)/1(
)/1(1

−−
=

−
α
α

ab
an

−
=

−
⇒

)/1(
1

1 α
 

)(
)/1(

1
1// 154 abn

acx
ab
an

c
xDCPP

−
=⇒

−
=

−
=⇒

α
Q 同理,

)(
)1(
abn
acny

−
−

=
)( ab

acyx
−

=+∴  

)(
)/1(

1
1// 132 abn

adz
ab
an

d
zABPP

−
=⇒

−
=

−
=⇒

α
Q 同理,

)(
)1(
abn
adnw

−
−

=
)( ab

adwz
−

=+∴  

2 BCADPPPP ////// 9843Q
[ ]
1

)1)(1(1)1)(1(
1
)1(

9843
bnanbaPPPP αααα −−−+−−

+
+−

=+∴  

[ ] ab
ab

babab
ab

a
ab

abnanPPPP −=
−
+−

=
−

−+
−

=−−+−=+∴ 223)2()1(2)1(
222

9843 αα  

3 ))((222222)1(
1

bdca
ab

abdcab
ab

ad
ab

acdca
n

L
AP

−++
−

+++=−+
−

+
−

++=∴  
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(2) 梯形之平行周邊形迴路區域面積 )1(
1

a
n

A
AP

 

如上圖(12)所示；
n
aPFPFGPGGGGPGDPAP ======== 94816454323161  

令梯形 ABCD面積為1平方單位,梯形高為h;則
ba

hhba
+

=⇒=×
+ 21
2

)(
 

1 )(1
2
1

)(
2

)(
)(

2
1)1()( 22

2

2231 ab
a

nbaabn
a

n
ah

n
aPPG

−
=×

+
×

−
×=×−×=∆ α  

2 321121 ~ PPGEGG ∆∆Q )3(:1)3(:)(: 2131 −=−=∴ n
n
aa

n
aGGPG )()3(

22

2

2

2

321 ab
a

n
nPPG

−
−

=∆∴  

3 321423 ~ PPGGEG ∆∆Q )2(1)2(:)(: 4331 −+⇒+−=∴
a
bn

n
aab

n
aGGPG  

)(
)2(1

22

2

2

2

423 ab
a

n
a
bn

GEG
−





 −+

=∆∴  

4 321223 ~ PPGFEF ∆∆Q )3(3)33(:)(: 2331 a
bnb

n
aa

n
aFFPG −+−⇒−−=∴  

)(
)3(3

22

2

2

2

223 ab
a

n
a
bn

EFF
−





 −+−

=∆∴  

5










 −−+



 +−+−+





−
=∴

22
2

222

2 3)3(1)2(3)31(26)1(
1 na

b
na

b
nnab

aa
n

A
AP

 

令
a
bt = 定值代換 

得










 −−+



 +−+−+





−
=

22
2

22

3)3(1)2(3)31(26
1

1)1(
1 n

t
n

t
nnt

a
n

A
AP

 

化簡成 )1(
1

a
n

A
AP 



 +−+

−
+

−
= )23184(421236

1
1 2

22 tt
n

t
nt

 

再令
n

xn
1

= 代換 

得 [ ])23184()4212(36
1

1)( 22
21

+−+−+
−

= ttxtx
t

axA nnnAP
 

配方得
44

434412)
12

27(
1

36)( 2

2
2

21 −
+−

+
−

−
−

=
t

tttx
t

axA nnAP
 

當
12

27 txn
−

= 時 )1(
1

a
n

A
AP

有最小值
44

434412
2

2

−
+−

t
tt

; 
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並令 Rk
t

tt
∈=

−
+−

44
434412

2

2

實數 

0)443(44)412( 2 =++−−⇒ kttk Rt∈Q 判別式 0)443)(412(4442 ≥+−−= kkD  

80)14)(8(08314 2 −≤⇒≥−+⇔≥−+ kkkkk (不合)或
4
1

≥k  

若 k的最小值為
4
1
時,則 2

4
1

44
434412

2

2

=⇒=
−
+− t

t
tt

 

ab
a
bt 22 =⇒== 及 4

4
1

12
2271

12
271

=⇒=
×−

=⇒
−

== n
n

t
n

xn  

所以當 4;2 == nab 時 )1(
1

a
n

A
AP

會有最小值
4
1
。 
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(三)、任意四邊形(兩兩互不平行)之封閉平行周邊形之迴路探討。 

1、探討:四邊形ABCD之迴路存在性(兩兩互不平行且有一內角為直角)  

   我們利用平面直角座標,將四邊形ABCD量化處理 

   令 bxmyxmbyL
BC

+=⇔=− 11: ; 222 )(: amxmyaxmyL
CA

−=⇔−=  

   如下圖(13)  

 

 

 

                                   圖(13) 

 

                          

(1) ),()0,( ykFkE ⇒ ( 軸YEF //Q ) 

設 ),( ykF 代入 bxmyL
BC

+= 1:  得 bkmy += 1 ),( 1 bkmkF +⇒  

(2) ),(),( 11 bkmxGbkmkF +⇒+ ( 軸XFG //Q ) 

設 ),( 1 bkmxG + 代入 )(: 2 axmyL
CA

−= 得 )(21 axmbkm −=+  

2

21

m
bamkmx ++

=⇒ ),( 1
2

21 bkm
m

bamkmG +
++

⇒∴  

(3) ),0(),( 1
2

21 yHbkm
m

bamkmG ⇒+
++

( BCGH //Q ) 

 令 0=x 代入 )()(:
2

21
11 m

bamkmxmbkmyL
GH

++
−=+−  

 得 amb
m

mmk
m

mmmbkm
m

bamkmmy 1
2

12

2

121
1

2

21
1

)()()()( −
−

+
−

=++
++

−=  
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(4) )0,())()(,0( 1
2

12

2

121 kEamb
m

mmk
m

mmmH ⇒−
−

+
−

( ACHE //Q ) 

令 0=y 代入 xmamb
m

mmk
m

mmmyL
EH 21

2

12

2

121 ))()((: =−
−

+
−

−  

得 xmk
m

mmmb
m

mmam 2
2

211

2

21
1

)()(
=

−
+

−
+  

又 2
2

1212121 )()(
m

kmmmbmmammxk −+−+
==  

kmmmbmmammkm 1212121
2

2 )()( −+−+=∴  

)()( 2
121

2
22121 mmmmkbmmamm −+=−+∴ 2

121
2

2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

=∴  

(5)存在性的探討:若k存在,則0＜ 2
121

2
2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

= ＜a 

令分母 02
121

2
2 ≠−+= mmmmTm 令

1

2

m
m

t =  

則對不等式 02
121

2
2 ≠−+ mmmm 兩邊同除 2

1m  

得 0101)()( 2

1

22

1

2 ≠−+⇔≠−+ tt
m
m

m
m

,解出
2

51)(
2

51

1

2 ±−
≠→

±−
≠

m
mt   

1若 2
121

2
2 mmmmTm −+= > 0, )

2
51,(

1

2 −−
−∞∈=

m
mt  

   2
121

2
2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

= ＜ a bmmamm )( 2121 −+⇒ ＜ 2
121

2
2 amammam −+  

 bmm )( 12 −−⇒ ＜ )( 2
1

2
2 mma − bmm )( 12 −−⇒ ＜ ))(( 1212 mmmma +−  

  其中圖(13)所示:21 mm ≠ 且 1m ＞0; 2m ＜0 12 mm −⇒ ＜0且 21mm ＜0 

 b−∴ ＞ ⇒+ )( 12 mma )(
a
b

− ＞ 12 mm +
AB

m⇒ ＞
CBAC

mm +  

 又0＜ 2
121

2
2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

= bmmamm )( 2121 −+⇒ ＞0 amm 21⇒ ＞ bmm )( 12 −  

 將不等式兩邊同除 21mm 得 a＜ b
mm

)11(
21

−
ab /

1
⇔ ＜

21

11
mm

−  

 
2

1
m

⇔ ＜ )
/

1(1

1 abm −
+

AC
m

1
⇔ ＜

ABCB
mm

11
+  
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12

10

8

6

4

2

-2

4

-10 -5 5 10 D

R3

J

R

P

C A1

Q2

B

A

B1

Q

Q1

Q3

Q4Q5

I

R1

R2

LS

K

E(k,0))

2若 2
121

2
2 mmmmTm −+= < 0, )0,

2
51(

1

2 −−
∈=

m
mt  

  2
121

2
2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

= ＜ a ⇒ )(
a
b

− < 12 mm +
AB

m⇒ <
CBAC

mm +  

又0＜ 2
121

2
2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

=  ⇒
2

1
m
> )

/
1(1

1 abm −
+

AC
m

1
⇔ >

ABCB
mm

11
+  

(6)探討四邊形ABCD之平行迴路起點)0,(kE 作圖 

1先將 2
121

2
2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

= 轉換成

1)/1(
)/1(

1
)1(

1)()(

)1()(

2

1

22

1

2

11

2

1

2

+−
+−

=
−+
−+

=
−+

−+

tt
btba

tt
btta

m
m

m
m

m
b

m
ma

m
m

xxx 其中
1

2

m
mt = <0,

1m
bbx = ,假設

11 yBB = , 11 xCB = , 21 yAA = , 21 xCA = 且
1

1
1 x

ym = >0, 
2

2
2 x

ym −
= <0 

21 xxa += , 12 yyb −=   

 

 

 

 

 

 

 

圖(14) 
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2平行迴路起點 )0,(kE 作圖 

(a)延伸 BCAC, 分別交Y軸與鉛直線 ax = 於 QR, 兩點, 

(b)過C點作平行AD之平行線分別交Y軸與鉛直線 ax = 於 11 , AB 兩點, 

   則
2

21
1

1

12
1 ;

x
yxRB

x
yxQA ==  

(c)在11BA 線上取兩點 11 , RQ 使得
2

21
111

1

12
111 ;

x
yxRBRB

x
yxQAQA ====  

(d)在鉛直線ax = 上取兩點 42 ,QQ 使得 xbAQAQ == 24 ;1 ;連接 1AQ  

並延伸 1AQ 交 42 ,QQ 之水平線於 53 ,QQ ;則 xb
yx
yxQQ

yx
yxQQ

21

12
32

21

12
54 ; ==  

(e)在AD上取一點I使得 xbAQAI == 2 ;並連接 IQ2 ,過 3Q 作平行 IQ2  

   之平行線交AD於 J;則 xbtQQIJ )/1(32 −== ;所以 xx btbaDJ )/1(+−=  

(f)同理在 Y 軸上取 12 =BR 並連接 1BR ,過 2R 作平行線交 1BR 延長線於 3R ;

則 t
yx
yxRR −==

12

21
32 ,並在PD上取 32 RRSL = ;所以 )/1()(1 ttDL −+−−=  

(g)連接1LD ,並過J作平行 1LD 之平行線交Y軸於K 

  JDKLDD ∆∆ ~1Q DKDJDDLD :: 1 =∴  

 DKbtbatt xx :)/1(1:)/1(1 +−=−+⇒  

tt
btba

DK xx

/11
)/1(

−+
+−

=⇒  

(h)最後以D為圓心,DK為半徑畫圓,交AD於E點,則 )0,(kE  

  即為所求。 
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2、探討:四邊形ABCD之迴路(兩兩互不平行且內角均不為直角) 

我們利用平面直角座標,將四邊形ABCD量化處理，如下圖(15)： 

假設 )0,(aA 、 ),( 21 bbB ， xmyL
BD 1: = ; 212 )(: bbxmyL

BC
+−= ； )(: 3 axmyL

CA
−=  

令起點 )0,(kE 在 x軸上其中 ),0( ak ∈  

  

 

 

 

 

圖(15) 

 

 

(1) ),()0,( yxFkE ⇒ ( BDEF //Q ) 1mm
EF

=∴  





+−=
−=

212

1

)(
)(

bbxmy
kxmy

於相交
BCEF

LL⇔ ))(,(
21

21121

21

2121

mm
bmbkmm

mm
bbmkmF

−
+−

−
+−

 

(2) ))(,(
21

21121

21

2121

mm
bmbkmm

mm
bbmkmF

−
+−

−
+− ))(,(

21

21121

mm
bmbkmmxG

−
+−

⇒ 代入 

)(: 3 axmyL
CA

−= ))(,
)(

)((
21

21121

213

21121

mm
bmbkmma

mmm
bmbkmmG

−
+−

+
−
+−

∴  

 (3) ),())(,
)(

)((
21

21121

213

21121 yxH
mm

bmbkmma
mmm

bmbkmmG ⇒
−

+−
+

−
+−

 

BCGH //Q 2mm
GH

=∴  
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=

−
+−

+







+

−
+−

−=

xmy
mm

bmbkmma
mmm

bmbkmmxmy

1

21

21121

213

21121
2 )(

)()
)(

)((
HLL

BDGH
於相交⇔  

),( 010 xmxH 其中
[ ]

2
213

2132212231
0 )(

)()()(
mmm

mmmambbkmmmm
x

−
−−+−−

=  

(4) ),( 010 xmxH )0,(kE⇒ ( ACEH //Q ) 3mm
EH

=∴  

[ ]




=
+−=

0
0103

y
xmxxmy

點軸於相交 )0,(kExL
EH

⇔  

則
2

21
2

3132321

13213212231231

)())((
))(())()((

mmmmmmmmm
mmmmmambmbmmmmmk

−−−−
−−+−−−

=  

(5)存在性的探討:若k存在,則令分母為mT  

則 0)())(( 2
21

2
3132321 ≠−−−−= mmmmmmmmmTm  

將 mT 乘開為: )(3 2
1

2
3

2
3

2
2

2
2

2
13

2
2132

2
1

2
321 mmmmmmmmmmmmmmmTm −−+−−=  












−−+−−= )111()113()( 2

2
2

1
2

3313221

2
321 mmmmmmmmm

mmm  












+−−+−−= )121()1()111()( 2

221
2

1
2

3313221

2
321 mmmmmmmmmmm

mmm  












−−+−−= 2

21
2

3313221

2
321 )11()1()111()(

mmmmmmmmm
mmm  









−−−+−= 2

21133312

2
321 )11()11(1)11(1)(

mmmmmmmm
mmm     









−−−×−= 2

213231

2
321 )11()11()11()(

mmmmmm
mmm             

0≠mT ;則 2

213231

)11()11()11(
mmmmmm

−≠−×−  

2)11()11()11(
BCBDACBCACBD mmmmmm

−≠−×−∴  
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1若 







−−−×−= 2

213231

2
321 )11()11()11()(

mmmmmm
mmmTm > 0 

mT >0 )11()11(
3231 mmmm

−×−⇒ > 2

21

)11(
mm

−  

 (a)先處理k<a的情形(令 122 bmbby −= ) 

  ))(())()(( 13213212231231 mmmmmambmbmmmmm −−+−−− <a mT×  

      ybmmmmm ×−−⇒ ))(( 31231 ＜ )2)(( 312132231 mmmmmmmmma −−−×  

    )())(( 31321 ybmmmmm −×−−⇒ ＜ )2)(( 323121321 mmmmmmmmma −+−×  

   ,由圖(15)可知1m ＞0;2m ＞0;3m ＜0,並延伸BC交Y軸於

),0(),0( 122 ybPbmbP =− 且
a
b

m y
AP

−
=  

將不等式兩邊同除 )( 321 mmm − 可得 )()( 31 ybmm −×− ＜ )( 321 mmma +×  

   )(
a
by−

⇒ ＜
31

323121 2
mm

mmmmmm
−

−+
 

AP
m⇒ ＜

ACBD

ACBCACBDBCBD

mm
mmmmmm

−

−+ 2
 

(b)再處理0＜k的情形(mT >0) 

   ⇒0< ))(())(( 13213231231 mmmmmambmmmmm y −−+−−  

   ⇒0< [ ])()()( 123223131 mmmambmmmmm y −+−− 同除 )( 31 mm − ＞0 

))(( 231 ybmmm −−⇒ < )( 1232 mmmam − ;再除 )( 23 mm − <0 

   
a
by−

⇒ ＞
)(

)(

231

1232

mmm
mmmm

−
−

AP
m⇒ ＞

)(
)(

BCACBD

BDBCACBC

mmm
mmmm

−

−
 

   mT∴ >0時, 
)(

)(

BCACBD

BDBCACBC

mmm
mmmm

−

−
<

APm ＜
ACBD

ACBCACBDBCBD

mm
mmmmmm

−

−+ 2
 

2若 mT ＜0可得
ACBD

ACBCACBDBCBD

mm
mmmmmm

−

−+ 2
＜

APm ＜
)(

)(

BCACBD

BDBCACBC

mmm
mmmm

−

−
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伍、研究結果 

   一、在 ABC∆ 中,經過迴路 DIHGFED ⇒⇒⇒⇒⇒⇒ 之路徑總長等於 

      外圍ABC∆ 周長 ABCID LL ∆→ =)(α (
AB
AD

=α )，其路徑所圍成的區域面積

如下表格(5)所示:(令 平方單位面積 1=∆ABC )           

表格(5) 

α範圍 
)

3
1,0(∈α  

3
1

=α  )
2
1,

3
1(∈α  

2
1

=α  

4
1)

4
1(12)( 2 +−=→ ααIDA  

5
2)

5
2(15)( 2+−−=→ ααIDA  

)(αIDA →

4
1

=→ 極小值IDA  

3
1)

3
1( =→IDA  

5
2

=→ 極大值IDA  

 
4
1)

2
1( =→FDA   

)(αIDL → ABCID LL ∆→ =)(α  
ABCID LL ∆→ =)

3
1( ABCID LL ∆→ =)(α  

ABCFD LL ∆→ =
2
1)

2
1(  

二、在梯形 ABCD中，經迴路 MFHGEM ⇒⇒⇒⇒⇒ 之路徑長與梯形周長關係 

和區域面積之極值；如下表格(6)所示:(令 平方單位面積梯形 1=ABCD ) 

nAM
2/1 a

2
1
 a

4
1
 an2

1
 a

n
1
 

L 
(路徑)

)3(
2

−
−
+

++++
ab
dcadcba  )(222 bdca

ab
adcb −++
−

+++  

b
at =  

2
1

=t  t<
9
4
 

9
4

=t  t>
9
4
 

2
1

=t 及 

2=n  

2
1

=t 及 

4=n  

)(tA  

面積 

極值 

)(tA 最小值
4
1
 

)(tA  

無極值 

)(tA 最小值

13
4
 

)(tA 最小值

4
1
 

)(tA 最小值 

4
1
 

)(tA 最小值 

4
1
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三、任意四邊形(兩兩互不平行)之封閉平行周邊形之迴路探討。 

1、四邊形ABCD之迴路存在性(兩兩互不平行且有一內角為直角)  

其直線斜率關係為: 

(1)當 )
2

51,( −−
−∞∈=

CB

AC

m
m

t 時,滿足
AB

m ＞
CBAC

mm + 且
AC

m
1
＜

ABCB
mm

11
+  

(2)當
CB

AC

m
m

t = )0,
2

51( −−
∈ 時,滿足

AB
m <

CBAC
mm + 且

AC
m

1
>

ABCB
mm

11
+  

2、四邊形ABCD之迴路存在性(兩兩互不平行且內角均不為直角) 

   其直線斜率關係為: 2)11()11()11(
BCBDACBCACBD mmmmmm

−≠−×−  

(1)當 )11()11(
3231 mmmm

−×− > 2

21

)11(
mm

−   

滿足:
)(

)(

BCACBD

BDBCACBC

mmm
mmmm

−

−
<

APm ＜
ACBD

ACBCACBDBCBD

mm
mmmmmm

−

−+ 2
 

 (2)當 )11()11(
3231 mmmm

−×− < 2

21

)11(
mm

−  

    滿足:
ACBD

ACBCACBDBCBD

mm
mmmmmm

−

−+ 2
＜

APm ＜
)(

)(

BCACBD

BDBCACBC

mmm
mmmm

−

−
 

 

3、四邊形ABCD之平行迴路以任意一點)0,( 1kK 為起點,利用Excel軟體   

  計算出其平行迴路會收斂至最短路徑 ⇒⇒⇒⇒ HGFE )0,(kE  

   (1)有一內角為直角: 2
121

2
2

2121 )(
mmmm

bmmammk
−+
−+

=  

   (2)內角均不為直角:
2

21
2

3132321

13213212231231

)())((
))(())()((

mmmmmmmmm
mmmmmambmbmmmmmk

−−−−
−−+−−−

=  
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陸、參考資料及其他 

朱建正（民 96.2）。國三下數學教科書（2版）。臺南市：翰林 

林福來（民 95.8）。高一上數學教科書（初版）。臺南市：南一 



【評語】030410 

1. 本作品頗具創意，內容豐富，證明嚴謹。 

2. 惟實用性稍不足。 
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