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聞「數」起舞  

摘要 

     
 
 
 
 
 
 
 

笛卡爾結合幾何與代數，讓我們了解直角座標的美，體認代數與幾何有著密不可分的關

係，因此本研究中結合數列和平面圖形－正方形、六邊形、三角形，按著左轉或右轉的規則行

走舞動的軌跡，交織出多種複雜卻具有規律的有趣圖形。我們利用方格紙及 GSP 軟體繪製出這

有的像風車、有的像烏龜的圖形並進行歸納、推測與證明。研究結果顯示：轉彎時的角度和方

向是影響圖形的變化最關鍵的因素；利用外角和與對稱等相關性質可證明舞步圖形是封閉圖形

與否。舞步數列的循環次數與舞步軌跡所圍成的面積、周長、重疊線段的長度在研究中也都可

得出個別之通式。 

壹、 研究動機 

 

 

 

 

 

 

 

在我們正為了找尋理想的科展題目而煩惱時，想起了數學老師曾說過：「日常生活所見所

聞的事物常常都蘊涵著數學含義，那往往就是理想題目的來源。」因此我們紛紛談論起數學

課本第四冊的單元與最近生活相關的事，感性的組員 A 天外飛來一筆的想到，近來電視上的

選秀節目多如雨後春筍，居然也有令人耳目一新的舞蹈比賽，看那舞者在舞台上隨著節奏舞

動、跳躍、旋轉，最後回到舞台中央接受觀眾的喝采，實在是場力與美的演出。理性的組員 B

接著聯想到有種新型的自動吸塵器 Roomba 在設定行程後，也能來回移動清潔房間，並返回

基地台充電。這看似不相干的兩件事都有著相同的模式－移動者由定點出發，依規律移動，

再回到定點。這讓我們腦內產生了一連串的疑問：移動者回到某定點是件容易的事嗎？會不

會有些規律讓移動者永遠回不到定點？改變移動時轉彎的角度會是影響回不回到定點的因素

嗎？移動的路徑會構成什麼圖形？那這些圖形的面積、周長會不會也是有規律可循呢？……

「這不就是課本第一單元和第二單元的重點：數與形嗎？」我們相信這些問題裡都藏著數學

在裡面，所以我們假想出一個跳舞機器人、隨著數字的節奏及舞步規則的改變而畫出不同的

圖案，命令它聞『數』起舞，陪我們一同邁向研究之路。 

貳、 研究目的 
一、 探討改變走的規則後，所得到的圖形變化情形。 

二、 探討改變轉的方向後，所得到的圖形變化情形。 

三、 探討改變每次轉的角度後，所得到的圖形變化情形。 

四、 探討圖形所圍成面積、周長的通式。 

五、 探討圖形是封閉圖形與否的要件。 

六、 探討圖形的循環次數與規則的關聯。 

參、 研究工具 
紙、筆、方格紙、電腦 



肆、 研究過程與討論 
一、 正方形的舞步 

定義： 

 

 

假

註

(一) 基本型(規律一)--------走法規則：1,2,3…x-1,x(全部向右轉 90 度) 

想有一個舞者站在原點，依照我們所訂的規則走，每次向右(左)轉 90 度，

一直循環我們所訂的規則，直到在某個循環完成後走回原點。 

( ：有些圖形持續往同一方向增加相同的舞步，結果永遠不可能回到原點)。

以下我們將實際操作不同走法規則，來看看會有何種結果產生。 

1. 在方格紙上實際操作後，我們將形成的圖形、圖形所圍面積、圖形的周長、回

到原點所需的循環次數、及圖形中重疊的線段長整理成下表： 
x 值 形成的圖形 面積 周長 循環次數 重疊線段長

1 

 

1 4 4 0 

2 

 

2 6 2 0 

3 

 

8 16 4 4 

4 

 

不是封

閉圖形 
∞ ∞ 0 

5 

 

57 36 4 0 

6 參閱附錄 P1 40 30 2 0 

7 參閱附錄 P1 48 4 12 96 

8 參閱附錄 P1 ∞ ∞ 0 
不是封

閉圖形 
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.根據上表，我們推論面積通式、周長通式、循環次數可以區分為以下類型： 

)

1. 實際操作後所得資料如下： 
x 值 形成的圖形 面積 周長 循環次數 重疊線段長

2

 

 

 

 

 
(二  雲霄飛車(規律二) --------走法規則：1,2,3…x-1,x,x-1…3,2,1(全部向右轉 90 度) 

 

1 

 

1 4 0 4  

2 

 

4 8 4 4 

3 

 

21 20 4 0 

4 

 

12 14 1 1 

5 參閱附錄 P3 25 20 4 48 

6 參閱附錄 P3 36 24 4 32 

7 參閱附錄 P3 77 36 4 44 

8 參閱附錄 P3 56 30 1 6 

2. 
 

 

 

 

根據上表，我們推論面積通式、周長通式、循環次數可以區分為以下類型： 

x 面積通式 周長通式 循環次數 

4n+1 3x2-4x+2 4(2x-1) 4 

4n+2 7x2/4-9/2x+4 6(x-1) 2 

4n+3 3x2-8x+5 8(x-1) 4 

4n 不是封閉圖形 ∞ ∞ 

 

x 面積通式 周長通式 循環次數 

x=4n+1 x2 4x 4 

x=4n+2 x2 4x 4 

x=4n+3 (  x+2)2- 4 (x+2)×4 4 

x=4n x(x-1) (2x-1)×2 1 

註：此規律之 x 不論為何，皆可繞回原點。故命名為『雲霄飛車』(因雲霄飛車都

走得回原點，若是它走不回來……) 



 

可繞回原點，由於證明篇幅較多，我們將在正方形舞

,2,1(全部向右轉) 

3. 此規律之 x 不論為何，必

步探討時呈現證明過程。 
(三) 三缺一(規律三) --------走法規則：1,2,3,4…x-1,x,x,x-1…3

個是四角中缺一角。 註：每一組規律中的 4 個，有 2

1. 實際操作後所得資料如下： 
x 值 形成的圖形 面積 周長 循環次數 重疊線段長

 

1 1 4 2 0 

 

不是封
2 

閉圖形 
∞ ∞ 0 

 

3 8 12 1 0 

 

4 15 16 1 0 

5 參閱附錄 P4 20 2 20 25 

6 參閱附錄 P4 
閉圖形 

∞ ∞ 0 
不是封

7 參閱附錄 P4 48 28 1 6 

8 參閱附錄 P4 63 32 1 8 

9 參閱附錄 P5 36 2 48 81 

10 參閱附錄 P5 
閉圖形 

∞ ∞ 0 
不是封

11 參閱附錄 P5 120 44 1 20 

12 參閱附錄 P5 143 48 1 24 

4
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根據上表，我們推論面積通式、周長通式、循環次數可以區分為以下類型： 

餘當 x=4n+1、4n+3、4n，皆可繞

向左轉 90 度，以下簡稱為 R(1,x)＋L(x-1,1)。 
1. 實際操作後所得資料如下： 

x  周長 循環次數 重疊線段長

2. 
 

 

 

 

x 面積通式 周長通式 循環次數 

4n+1 x2 4x 2 
4n+2 不是封閉圖形 ∞ ∞ 

 
3. 在此規律下，只有 x=4n+2 無法走回原點，其

4n+3 x2-1 4x 1 
4n x -1 4x 1 2

回原點，我們將在正方形舞步探討時證明。 
(四) 風車一(規律四) --------走法規則：向右轉「1,2,3…x-1,x」，向左轉「x-1…3,2,1」 

說明：移動步數為「1,2,3…x-1,x」時，行進方向每次向右轉 90 度，移動步數為

「x-1…3,2,1」時，行進方向每次

值 形成的圖形 面積 

1 x=1，情況單純，不需討論。 非封閉圖形 ∞ ∞ 0 

2 

 

2×4=8 16 4 0 

 

4×4+1=17 36 4 0 3 

4 

 

4×4=16 52 4 12 

5 參閱附錄 P6 4×4+1=17 72 4 28 

6 參閱附錄 P6 40 116 4 28 

7 參閱附錄 P6 65 168 4 28 

8 參閱附錄 P6 64 200 4 56 
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根據上表，我們推論面積通式、周長通式、循環次數可以區分為以下類型： 

向右轉「1,2,3…x-1」, 向左轉「x,x-1…3,2,1」     
1. 實際操作後所得資料如下： 

x 值 形成的圖形 周長 循環次數 重疊線段長

2. 
 

 

 

 

 

 

x 面積通式 周長通式 循環次數 

x=4n+1 (x-1)2+1(n 0) [x(x+1)/2+(x-2)n]×4=2x2+x(2+4n)-8n (n 0) 4(x 1)  

x=4n+2 x2+4 [x(x+1)/2+(x+1)(n+1)-x]×4=2x2+x(2+4n)+4n+4 4 

x=4n+3 (x+1)2+1 [(n+1)x+x(x+1)/2]×4=2x2+2(2n+3)x 4 

 x=4n x  [x(x+1)/2+(x-1)n]×4=2x +x(4n+2)-4n 4 2 2

 (五) 風車二(規律五) --------走法規則：

面積 

1 x=1，情況單純，不需討論。 
不是封閉

圖形 
∞ ∞ 0 

 

42

3=12 
16 4 0 

-1×4=4×
2 

 

7

×3=33 
36 4 0 

2-4×4=11
3 

 

4 
8

×4=48 
64 4 0 

2-4×4=12

5 參閱附錄 P7 65 36 4 12 

6 參閱附錄 P7 108 48 4 28 

7 參閱附錄 P7 161 100 4 28 

8 參閱附錄 P7 192 160 4 28 

9 略 225 68 4 88 

10 略 300 80 4 88 

11 略 385 164 4 88 

12 略 432 256 4 164 
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根據上表，我們推論面積通式、周長通式、循環次數可以區分為以下類型： 

向右轉「1,2,3…x-1,x」, 向左轉「x,x-1…3,2,1」 
1. 實際操作後所得資料如下： 

x 值 形成的圖形 周長 循環次數 重疊線段長

2. 
 

 

 

 

 

 
(六) 走不回(規律六) --------走法規則：

面積 

1 x=1，情況單純，不需討論。 
不是封閉

圖形 
∞ ∞ 0 

2 
不是封閉

圖形 
∞ ∞ 0 

3 

 

不是封閉

圖形 
∞ ∞ 0 

2. 這一類的規則的圖形一定走不回來，無論是面積、周長、循環次數都是無限大。 

1.

 面積通式 周長通式 循環次數 x

x=4 +n 1  x(3x-2)   ( 0) 4(2x-1)  (n n 0) 

x=4n+2  3x2  8x 

x=4n+3 3x2+2x 4(2x+1)+8(x-2)=16x-12 

x=4  n 3x2 8(3x-4) 

    

    

   4( 1) x

 
二、 正方形舞步的探討 

(一) 如

 
 
 
 

何判斷是否可以走回原點及走回原點所需的循環次數之探討 
  在正方形舞步中，由於是轉 90 度，因此在每一循環中奇數步和偶數步會分別影

響 X 座標、Y 座標。若此循環開始的第一步為 X 方向，則奇數步影響 X 座標、

偶數步影響 Y 座標；若此循環開始的第一步為 Y 方向，則奇數步影響 Y 座標、

偶數步影響 X 座標。因此我們可以先找出完成每一次循環後，X 座標和 Y 座標

的改變量，並依每次循環的 X 座標和 Y 座標的累計改變量是否可以為零，來判

 斷是否可以回到原點。 
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法走回原點；當 x=4n+1、x=4n+2、x=4n+3，必可以走回原點。 

2. 證明基本型【1,2,3…x-1,x(全部向右轉 90 度)】走法規則中， 

當 x=4n，必無

證明過程： 
(1) 當

 

 

 

 

 

由表中可知第 2 個以後的循環對 X、Y 座標的影響皆

此只需考慮第 1 個循環後是

奇數步對 X 座標的影響量

 4n，每 步對 置座標 影響 表

與第 1 個循環相同，因

否可以回到原點即可。 

x= 一 位 的 如下 ： 

nnnX 2)14()34(.......75311   

偶數步對 Y 座標的影響量 nnnY 24)24(......86421   

因此可知第 1 個循環後無法回到原點，即當 x=4n，必無法走回原點。 

(2 x=4n+1，每一步對位置座標的影響如下表： 

 

 

 

第

) 當
 

 

 

 

1 個循環 ()14 12)14()34(.......75311  nnnnX  

nY )24(......86421          nn 24   

nnnX 24)24(......86422第 2 個循環   

2)14()14()34(.......75312          )1(  nnnY

2()14())34(.......75313

n  

第 3 個循環 14( )1 nnnX

nY 4)24(......86423

n

          nn 2
 



nnnX 24)24(......86424

 

第 4 個循環   

12)14()34(.......75          4()1314  nnY

由此可知，四次循環後 0
nn  

4321  XXXXX ； 

04                    321  YYYYY

 

 

由上表中可以清楚看出，第 1 個循環和第 2

的

 
(3) x=4n+2，每一步對位置座標的影響如下表：  

個循環對座標的改變量會有抵銷

現象，因此兩個循環後即可回到原點。 

4n-3 4n-2 4n-1 

 當

 

 

 

 1 2 3 4 … … 4n 
第 1 個循環 … … +X -Y -X +Y +X -Y -X +Y 
第 2 個循環 +X -Y -X +Y … … +X -Y -X +Y 
註：利用步

。 
數除以 4 所得的餘數來判斷移動方向，餘 1 表+X；餘 2 表- Y；餘 3 表-X；整除

表+Y

4 4n-1 4n 4 1 2 3 4 … … 4n-3 n-2 n+1
第 1 個循環 +X -Y -X +Y … … +X -Y -X +Y +X 
第 2 個循環 -Y -X +Y +X … … -Y -X +Y +X -Y 
第 3 個循環 -X +Y +X -Y … … -X +Y +X -Y -X 

4 個循環 -Y -X … … +Y +X -Y -X +Y  +Y +X 第

 

4 4n-1 4n 4 4n+2 1 2 3 4 … 4n-3 n-2 n+1
第 1 個循環 +X -Y -X +Y … +X -Y -X +Y +X -Y 
第 2 個循環 +X -Y … -X +Y +X -Y -X +Y  -X +Y 
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 x=4n+3，每一步對位置座標的影響如下表： 

個循環對座標的改變量會有抵銷的現象，因此 4

循環後即可回到原點。 

3,2,1 (全部向右轉 90 度)】走法規則中， 

，皆可回到原點。 

(4) 當

 

 

 

 

 

 

由上表中可以清楚看出，第 1 個循環和第 3 個循環對座標的改變量會有抵銷

的現象、第 2 個循環和第 4

個

 
3. 證明雲霄飛車【1,2,3…x-1,x,x-1…

無論 x 值為何

證明過程： 
(1) 當 x=4n 每一 位置 標的 響如 ：

此可知，當 x=4n 時，只要一個循環次數即可回到原點。 

=4n ，每 對位 座標 影響 表

第 循環的第 1 步為第 8n+2 步，除以 餘 開始， 

 … 4n-3 4n-2 4n-1 4n 4n+1 4n+2 4n+3

，

1 2 3 4 
第 1 個循環 -X +Y … +X -Y -X +Y +X -Y -X +X -Y 
第 2 個循環 -Y -X … +Y +X -Y -X +Y +X -Y +Y +X 
第 3 個循環 +X -Y … -X +Y +X -Y -X +Y +X -X +Y 
第 4 個循環 Y  -Y -X +Y +X … -Y -X +Y +X -Y -X +

步對 座 影 下表  

 

 

前半段 4

 

 

 

 

由

 
當

 

(2) x +1 一步 置 的 如下 ： 

 

 

 

 

 

因此第 1 個循環無法回到原點。需進一檢視第 2 循環， 

由

 

 

 

 

 

 

 

 

於 2 4 後， 2，因此由-Y

1 2 3 4 … … 4n-3 4n-2 n-1 4n 
→ +X -Y -X +Y … … +X -Y -X +Y 第 1 循

後半段 4n-3 4n-2 1 2 3 4 … … 4n-1環走法 
← -X -Y +X +Y … … -X -Y +X 

 
 

對座標

的改變

01 X  
   042)2(42)]24(.....8642[1  nnnnY  

前半段 4 4n-2 4n-1 41 2 3 4 … n-3 4n n+1
→ +X -Y -X +Y … +X -Y -X +Y +X 第 1 循

後半段 … 41 2 3 4 n-3 4n-2 4n-1 4n 環走法 
← +X +Y -X -Y  +X +Y -X -Y 

 
 

對座標

的改變

1)14(2)2()14(2)]14()34(.....7531[             
 

1  nnnnnX  
 01 Y  

前半段 … 4 4n-2 4n-1 4n+11 2 3 4 n-3 4n 
→ -Y -X +Y +X  -Y -X +Y +X -Y 第 2 循

後半段 … 41 2 3 4 n-3 4n-2 4n-1 4n 環走法 

+Y -X  -Y +X +Y -X 
 

← -Y +X 
對座標

的改變 
02 X  

 )14(2)]14(2 1)14(2)2()34(.....7531[  nnn  
110;101

 nnY

 YX ，尚未回到原點。  此時
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+X，則走完此循環後由前兩個循環可知，若循環開始為 0;1  YX ；若

循環開始為-Y，則走完此循環後 1;0  YX  

再檢視第 3 個循環，第 3

 

 

 

 

 

再檢視第 4 個循環，第 4

 

 

 

 

 

循環的第一步為第(8n+1)2+1=16n+3 步，除以 4 後，

3，因此由-X 開始， 

循環的第一步為第(8n+1)3+1=24n+4 步，除以 4 後，

0，因此由+Y 開始， 

當 x=4n+2 和 x=4n+3 時，亦可證明經過 4 次循環次數後，可以回

出基本型【1,2,3…x-1,x(全部向右轉 90 度)】走法規則中，第 Pk 點

的座標通式： 

4 步為一組，來推出第 P4、P8…P4m 點的座

，結 如下表  

座標為(2m+1 , -2m-2)；第 4m+3 步為向左，因此第 P4m+3 點座標為(-2m-2 , 

前  … 4 4n+1
餘

1 2 3 4 n-3 4n-2 4n-1 4n 半段

 

 

餘

 

 

 
(3) 同理可證，

到原點。 
(二) 利用線對稱的觀念來判斷是否可以走回原點及走回原點所需的循環次數之探討 

1. 首先我們先找

我們將起點座標定為(0,0)，然後以每

 

 

 

 

 

 

 

第 4m+1 步為向右，因此第 P4m+1 點座標為(2m+1 , 2m)；第 4m+2 步為向下，因此

第 P4m+2 點

標 果 ：

 

-2m-2)。 

→ -X +Y +X -Y -X  -X +Y +X -Y 第 3 循

後  … 4 4n-2 4n-1 1 2 3 4 n-3 4n 半段環走法 

-X -Y +X +Y  -X -Y +X +Y 
 

← 
對座標

的改變 
1)14(2)2()14(2)]14()34(.....7531[3  nnnnn  

3 Y

X

此時 1010;0101
0  

 YX ，尚未回到原點。 

前  … 4 41 2 半段 3 4 n-3 4n-2 4n-1 4n n+1前  … 4 41 2 3 4 n-3 4n-2 4n-1 4n n+1半段

→ +Y +X -Y -X +Y  +Y +X -Y -X 第 3 循

後  … 4 4n-2 4n-1 半段 1 2 3 4 n-3 4n 環走法 

+Y -X -Y +X  +Y -X -Y +X 
 

← 
對座標

的改變 
04   X

1)14(22)]14()34(.....7531[ )2()14(2  nnn  
01010;00101

 nnY

此時  Y ，回到原點。 X

→ +Y +X -Y -X +Y  +Y +X -Y -X 第 3 循

後  … 4 4n-2 4n-1 1 2 3 4 n-3 4n 半段環走法 

+Y -X -Y +X  +Y -X -Y +X 
 

← 
對座標

的改變 
04   X

1)14(22)]14()34(.....7531[ )2()14(2   nnn  
01010;00101

 nnY

X  Y ，回到原點。 此時

1 個 步4  第  P4 點座標1 2 3 4 第

 +X +Y -Y -X (-2 , 2) 
2 個 步4  第 5 6 7 8 第 P8 點座標 

 (-2 2) +X -Y -X +Y 2 , 2
… … … … … … 

第 P4m 點座標m 4 步 4  4  4m-3 m-2 m-1 4m 第 個

 +X -Y +Y (-2m , 2m) -X 
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(全部向右轉 90 度)】走法規則下所成圖形必為

為對稱軸的線對稱圖形。我們依 x 為 4n、4n+1、4n+2、4n+3 的情

4 整除，故第 x 步為向+Y 移動，據此我們可以畫出下圖

幫助

步為向+X 移動，據此我們可以畫出

圖來幫助思考： 

推論，將此次循環圖形順時針旋轉 900 後，即可得

下一次循環的圖形。 

2. 雲霄飛車【1,2,3…x-1,x,x-1…3,2,1 

線對稱，且存在著相對稱點。 

我們發現在此規律下，每一完整循環所畫出來的舞步，都是以通過第 x 步中點的

水平線或鉛直線

形分述如下： 
(1) 當 x=4n 時，x 可被

來

 

 

 

 

 

 

 

思考： 

 
(2) 當 x=4n+1 時，x 除以

下

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
由於完成第一次循環共走了 2x-1=8n+1 步，因此第二個循環的第一步將會向

-Y 方向移動，故將第一次循環圖形順時針旋轉 900 後，即可得到第二次循環

的圖形。我們可以進一步

到

 
 
 
 
 
 
 

4 會餘 1，故第 x

由上圖可知，當 x=4n+1 時，經過 4 次循環次數後，便可回到原點。 

Px=P4n 

Px-1=P4n-  1

x 

x 1 =P4n+1 -  

x-1 Px-2=P4n-2 

Px+1

Px 2=P4 2+ n+  

P4n-3 

x

Px-3=

-2 

x-2 
x-3 x-  

P  x-3 

P 4

x+3

a

b.
論出

c. 2x-1

P =(0,0) 。

Px-1=P4n

x-1 

Px-2=P4n-1 

Px-3=P

x-2 

.由上述探討 1 知 P4n 的座標為(-2n,2n)、P4n-1 的座標為

(-2n,-2n)，由此可知圖形的對稱軸為 y=0 的直線。 
又由右圖可知，第 Px-1 點和第 Px 點、第 Px+1 點和第 Px-2

點、第 Px+2 點和第 Px-3 點互為對稱點，由此可以推

若 a+b=2x-1，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
由 a、b 可知：起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P
的座標必為以直線 y=0 為軸的相對稱點，因此可知

2x-1 ，表示此種情形下經一次循環便可回到原點

 x 

4n-2 

a
圖形的對稱軸為 X=1/2 的直線。 

b.

c.
的相對稱點，因此可知 P2x-1=(1,0)，尚

d
成

移動至

.由上述探討 1 知 P4n+1 的座標為(2n+1,2n)、P4n 的座標為

(-2n,2n)，由此可知

又由右圖可知，  
Px=P4n+1 

x-1 

Px+1=P4n+2 
Px+2=P4n+3 

x-2 

若 a+b=2x-1，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x-1 的座標必為以

直線 X=1/2 為軸

x-3 x-3 

PPx-4 x+3 

未回到原點。 
. 由上可得以下結論： 

當 x=4n+1 時，第一循環的第一步向+X 方向移動，完

一次循環後位置座標會由 P0=(0,0)向+X 方向

P2x-1=(1,0)，即以 X=1/2 的直線為對稱軸。 

P0=(0,0) 2x-

(第一次循環：第

P 1=(1,0) 

1 步+X) 

對稱軸
X=1/2 

P0=(1,0) 

P2x-1=(1,-1) 

(第二次循環：第 1 步-Y)

對稱軸 

(第三次循環：第 1 步-X) 

P0=(1,-1) 

P2x-1=(0,-1) 

對稱軸 

P0=(0,-1) 

P2x-1=(0,0) 

：第 1 步+Y)

對稱軸 

(第四次循環
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以 4 會餘 2，故第 x 步為向-Y 移動，據此我們可以畫出下

來幫助思考： 

推論，將此次循環圖形逆時針旋轉 900 後，即可

到下一次循環的圖形。 

以 4 會餘 3，故第 x 步為向-X 移動，據此我們可以畫出下

來幫助思考

推論，將此次循環圖形順時針旋轉 900 後，即可得

下一次循環的圖形。 

(3) 當 x=4n+2 時，x 除

圖

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由於完成第一次循環共走了 2x-1=8n+3 步，因此第二個循環的第一步將會向

+Y 方向移動，故將第一次循環圖形逆時針旋轉 900 後，即可得到第二次循

環的圖形。我們可以進一步

得

 

 

 

 

 

 

 

x 

Px=P4n+2 

Px-1=P4n+1 
Px-2=P

Px+1=P  

4n 

4n+3

由上圖可知，當 x=4n+2 時，經過 4 次循環次數後，便可回到原點。 
(4) 當 x=4n+3 時，x 除

圖

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由於完成第一次循環共走了 2x-1=8n+5 步，因此第二個循環的第一步將會向

-Y 方向移動，故將第一次循環圖形順時針旋轉 900 後，即可得到第二次循環

的圖形。我們可以進一步

到

： 

對稱軸

a.由上述探討 1 知 P4n+1 的座標為(2n+1,2n)、P4n+2 的座標

為(2n+1,-2n-2)，由此可知對稱軸為 Y=-1 的直線。 
b.又由右圖可知，  

若 a+b=2x-1，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
c.起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x-1 的座標必為以

直線 Y=-1 為軸的相對稱點，因此可知 P2x-1=(0,-2)，尚

未回到原點。 
d. 由上可得以下結論： 

當 x=4n+2 時，第一循環的第一步向+X 方向移動，完成

一次循環後位置座標會由 P0=(0,0)向-Y 方向移動至

Px=P4n+3

Px-2=P4n+1 Px+1=P4n+4 

 

P2x-1=(0,-2)，即以 Y=-1 的直線為對稱軸。 

x  Px-1=P4n+2 

對稱軸 
a

。

c.
，因此可知 P2x-1=(-1,0)，尚未回到原點。

d

-X 方向移動至 P2x-1=(-1,0)，即以

.由上述探討 1 知 P4n+3 的座標為(-2n-2,-2n-2)、P4n+2 的座標為

(2n+1,-2n-2)，由此可知對稱軸為 X=-1/2 的直線。 
b.又由右圖可知， 若 a+b=2x-1，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點

起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x-1 的座標必為以直線

X=-1/2 為軸的相對稱點

. 由上可得以下結論： 

當 x=4n+3 時，第一循環的第一步向+X 方向移動，完成一次循

環後位置座標會由 P0=(0,0)向

X=-1/2 的直線為對稱軸。 

(第一次循環：第 1 步+X) 

P

P2x-1=(0,-2) 

0=(0,0) 
對稱軸 Y=-1 

(第二次循環：第 1 步+Y)

P0=(0,-2) P2x-1=(2,-2) 

對稱軸 

(第三次循環：第 1 步-X) 

P0=(2,-2) 

2x-1=(2,0) 
對稱軸 

P

P0=(2,0) 

P2x-1=(0,0) 

(第四次循環：

對稱軸 

1第 步-Y)
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點。 

，一次

環次數便可到原點外，其餘 x 值只要四次循環次數便可到原點。 

,3,4…x-1,x,x,x-1…3,2,1(全部向右轉)】走法規

且

4 整除，故第 x 步為向+Y 移動，據此我們可以畫出下圖

幫助思考： 

4 會餘 1，故第 x 步為向+X 移動，據此我們可以畫出

圖來幫助思考： 

點。 

，一次

環次數便可到原點外，其餘 x 值只要四次循環次數便可到原點。 

,3,4…x-1,x,x,x-1…3,2,1(全部向右轉)】走法規

且

4 整除，故第 x 步為向+Y 移動，據此我們可以畫出下圖

幫助思考： 

4 會餘 1，故第 x 步為向+X 移動，據此我們可以畫出

圖來幫助思考： 

由上圖可知，當 x=4n+3 時，經過 4 次循環次數後，便可回到原

(5) 由上述(1)~(4)我們可以利用圖形的線對稱特性，證明雲霄飛車

【1,2,3…x-1,x,x-1…3,2,1 (全部向右轉 90 度)】走法規則下，除 x=4n 時

循

，當 x=4n+3 時，經過 4 次循環次數後，便可回到原

(5) 由上述(1)~(4)我們可以利用圖形的線對稱特性，證明雲霄飛車

【1,2,3…x-1,x,x-1…3,2,1 (全部向右轉 90 度)】走法規則下，除 x=4n 時

循

 
3. 利用線對稱觀念，探討三缺一【1,2

則下，走回原點所需的循環次數。 

在此走法規律下，每一完整循環中的前 x 步和後 x 步，會呈現線對稱的情形，

 
3. 利用線對稱觀念，探討三缺一【1,2

則下，走回原點所需的循環次數。 

在此走法規律下，每一完整循環中的前 x 步和後 x 步，會呈現線對稱的情形，

會有相對應點的存在。我們依 x 為 4n、4n+1、4n+2、4n+3 的情形分述如下： 
(1) 當 x=4n 時，x 可被

來

 

 

 

 

 

 

 

會有相對應點的存在。我們依 x 為 4n、4n+1、4n+2、4n+3 的情形分述如下： 
(1) 當 x=4n 時，x 可被

來

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(2) 當 x=4n+1 時，x 除以

下

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(2) 當 x=4n+1 時，x 除以

下

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P =(0,0) P2x-1=(-1,0) 

(第一次循環

0

：第 1 步+X) (第三次循環：第 1 步-X) 

P0=(-1,-1) 

P2x-1=(-1,0) 

對稱軸 

P0=(-1,0) 

P2x-1=(0,0) 

(第四次循環：第 1 步+Y)

對稱軸 
P0=(-1,0) 

對稱軸 
對稱軸
X=-1/2 P2x-1=(-1,-1) 

(第二次循環：第 1 步-Y)

a 知對稱軸必為斜率為-1 且通過 Px=(-2n,2n)的

)代入，可得 b=0，

Y=-X 的直線。 

因此可知 P2x=(0,0)，因此

.由右圖可

直線。 
令對稱軸為 Y=-X+b，將 Px=(-2n,2nPx=P4n 

x 

Px-1=P4n-1 

Px+1=P4n+1 x 

Px-2=P4n-2 

x-1 

Px+2=P4n+2 

對稱軸 

x-1 
因此可知對稱軸為

又由右圖可知，  b.

c.
若 a+b=2x，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x 的座標必為以

直線 Y=-X 為軸的相對稱點，

一次循環後便可回到原點。 

Px=P4n+1 

Px+1=P4n+2 

x 

4n+3 
x-1 

Px-1=P  

Px-

x+2

4n

x-1 

P =P

2=P4n-1 

對稱軸 

 

a 為 1 且通過 Px 

代入，可得 b=-1，

Y=X-1 的直線。 
b.

c.
，因此可知 P2x=(1,-1)，一

次循環後尚未回到原點。 

.由右圖可知對稱軸必為斜率

=P4n+1=(2n+1,2n)的直線。 
令對稱軸為 Y=X+b，將 Px=(2n+1,2n)x
因此可知對稱軸為

又由右圖可知，  
若 a+b=2x，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x 的座標必為以

直線 Y=X-1 為軸的相對稱點
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論，將此次循環圖形順時針旋轉 1800 後，即可

到下一次循環的圖形。 

上圖可知，當 x=4n+1 時，經過 2 次循環次數後，便可回到原點。 

以 4 會餘 2，故第 x 步為向-Y 移動，據此我們可以畫出下

來幫助思考： 

步將會向

X 方向移動，故第二次循環的圖形與第一次循環的圖形相同。 

上圖可知，當 x=4n+2 時，無論循環幾次都不會回到原點。 

以 4 會餘 3，故第 x 步為向-X 移動，據此我們可以畫出下

來幫助思考： 

由於完成第一次循環共走了 2x=8n+2 步，因此第二個循環的第一步將會向-X
方向移動，故將第一次循環圖形順時針旋轉 1800 後，即可得到第二次循環

的圖形。我們可以進一步推

得

 

 

 

 

 

 

 

 

由

P0=(0,0) 

P2x=(1,-1) 

(第一次循環：第 1 步+X)

P0=(1,-1) 

P2x=(0,0) 

 
(3) 當 x=4n+2 時，x 除

圖

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由於完成第一次循環共走了 2x=8n+4 步，因此第二個循環的第一

+
 

 

 

 

 

 

 

由

 
(4) 當 x=4n+3 時，x 除

圖

 

對稱軸
Y=X-1

(第二次循環：第 1 步-X) 

a -1 且通過 Px 

，可得

軸為 Y=-X-1 的直線。 
b

c.
，因此可知 P2x=(-1,-1)，

.由右圖可知對稱軸必為斜率為

=P4n+2=(2n+1,-2n-2)的直線。 
令對稱軸為 Y=-X+b，將 Px=(2n+1,-2n-2)代入

Px=P4n+2 

Px-1=P4n+1 x-1 

4n+3Px+1=P  x 

Px-2=P

x-1 

Px+2=P4n+4 

4n 

對稱軸 

x 
b=-1，因此可知對稱

.又由右圖可知，  
若 a+b=2x，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x 的座標必為以

直線 Y=-X-1 為軸的相對稱點

一次循環後尚未回到原點。 

(第一

P0=(0,0) 

-1) 

X-1 

次循環：第 1 步+X) 

P2x=(-1,
對稱軸 

P0=(-1,-1) 

P2x=(-2,-2) 

對稱軸 

Y=-

(第二次循環：第 1 步+X) (第三次循環：第 1 步+X) 

P0=(-2,-2) 
對稱軸 

P2x=(-3,-3) 



 

1,2,3…x-1,x」，向左轉「x-1…3,2,1」】走

，故第 x 步為向+Y 移動，我們將第 x 步前後幾步對位

座標的影響列表如

此我們可以畫出下圖，來幫助

得

下一次循環的圖形。由下圖可知，經 次數後，便可回到原點

Px=P

x-1 Px+1=P4n+4 
 

 

 

 

 

 

 

 
4n+3

Px+2=P
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(三) 利用點對稱觀念，探討風車一【向右轉「

法規則下，走回原點所需的循環次數。 
在此走法規律下，每一完整循環中的前 x-1 步和後 x-1 步，會呈現點對稱的情形，

且會有相對應點的存在。我們依 x 為 4n、4n+1、4n+2、4n+3 的情形分述如下： 
1. 當 x=4n 時，x 可被 4 整除

置

 

 

 

據

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上表可知，由於第一次循環的最後一步為向+X 移動，因此第二個循環的第一

步將會向-Y 方向移動，故將第一次循環圖形順時針旋轉 900 後，即可得到第二次

循環的圖形。我們可以進一步推論，將此次循環圖形順時針旋轉 900 後，即可

到

 

 

 

 

 

 

下： 

我們思考：  

過 4 次循環 。 

 

 Px-1=P4n+2 

=P4n+1 

x-1 

4n+5 

x 

Px-2

對稱軸 

x 

且通過

2n-2)代入，可得 b=0， 

c.
點，因此可知 P2x=(0,0)，因此一次循環後

便可回到原點。 

向右轉 

a.由右圖可知對稱軸必為斜率為 1
Px=P4n+3=(-2n-2,-2n-2)的直線。 
令對稱軸為 Y=X+b，將 Px=(-2n-2,-
因此可知對稱軸為 Y=X 的直線。 

b.又由右圖可知，若 a+b=2x，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。

起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x 的座標必為以直線

Y=X 為軸的相對稱

向左轉 
走法 

… … 1 x-4 x-3 x-2 x-1 x x-1 x-2 x-3 x-4 1 
對座標 -X -Y +X +Y … +X的影響 +X … +Y +X -Y -X +Y
 

Px=P4n 

x 

x-1 

Px-1=P4n-1 Px-2=P4n-2 

x-1 

P =Px+1 4n+1 

x-2 

Px+2=P4n+2

P4n-3 

x-2 
 

Px-3=
Px+3 Px-4 

a. x 步的

x=P4n=(-2n,2n)，因此中

b. 第 Px+1

c.

(第一次循環

我們發現一次循環所成的圖形會是以第

中點座標為中心的點對稱圖形。又

Px-1=P4n-1=(-2n,-2n)；P
心點的座標為(-2n,0) 
又由右圖可知，第 Px 點和第 Px-1 點、

點和第 Px-2 點，互為相對稱點。即 
若 a+b=2x-1，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。

起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x-1 的座

標必為以(-2n,0)為中心的相對稱點，因此可知

P2x-1=(-4n,0)，因此一次循環後無法回到原點。

：第 1 步+X)

對稱中心
(-2n,0) 

P =(0,0) 0P2x-1=(-4n,0) 

(第二次循環：第 1 步-Y)

P2x-1=(-4n,4n)

P0=(-4n,0) 

對稱中心

(第三次循環：第 1 步-X) 

P0=(-4n,4n) 

P2x-1=(0,4n) 對

中

+Y)

稱

心

(第四次循環：第 1 步

P0=(0,4n) 

P2x-1=(0,0) 

對稱中心
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故第 x 步為向+X 移動，我們將第 x 步前後幾步對

置座標的影響列表如下： 

我 可 畫出下圖，來 助我們思考： 

移動，故將第一次循環圖形順時針旋轉 900 後，即可得到第二次

x 除以 4 於 2，故第 x 步為向-Y 移動

處理如下： 

向右轉 向左轉 

2. 當 x=4n+1 時，x 除以 4 於 1，

位

 

 

 

 

據

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上表可知，由於第一次循環的最後一步為向+X 移動，因此第二個循環的第一

步將會向-Y 方向

循

 

 

 

 

 

 

 

 

走法 
1 … x-4 x-3 x-2 x-1 x x-1 x-2 x-3 x-4 … 1 

對座標

的影響 
+X … +X -Y -X +Y +X +Y -X -Y +X … +X

此 們 以 幫

Px=P4n+1 
x 

x-1 

Px+1=P4n+2 
x-2 

Px+2=P

Px-3=P4n-2 

4n+3 

環的圖形。 

由上圖可知，當 x=4n+1 時，經過 4 次循環次數後，便可回到原點。 
3. 當 x=4n+2 時，

式

 

 

 

 

 

 

 

 

，我們可以仿照 x=4n+1 的方

上圖可知，當 x=4n+2 時，經過 4 次循環次數後，便可回到原點。 

P 4

Px-2=P4n-1

x-1 

x-1=P n 

 x-2 

Px+3 

Px-4 

a.圖形是以第 x 步的中點座標為中心的點對稱圖形。

又 Px=P4n+1=(2n+1,2n)；Px-1=P4n=(-2n,2n)，因此中心

b. Px-1 點、第 Px+1 點和第

c. 座標必

P =(1,4n)  

(第一次

對稱

點的座標為(1/2,2n) 
又由右圖可知，第 Px 點和第

Px-2 點，互為相對稱點。即 
若 a+b=2x-1，則第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
起點 P0=(0,0)與一次循環的最後一點 P2x-1 的

為以(1/2,2n)為中心的相對稱點，因此可知

2x-1 ，因此一次循環後無法回到原點。

循環：第 1 步+X) 

中心 

P2x- )1=(1,4n  

P0=(0,0) 

(第二次循環：第 1 步-Y) 

P0=(1,4n) 

P2x-1 

=(1+4n,4n-1)

對

稱

中

心

(第三次循環：第 1 步-X) 

P0=(1+4n,4n-1) 

P2x-1 

=(4n,-1)

對稱中心

P2x-1=(0,0)
心
 

對

稱

中

P0=(4n,-1) 

(第四次循環：第 1 步+Y) 

P0=(0,0) 
P2x-1 

Px=P4n+2=(2n+1,-2n-2) 

Px-1=P4n+1=(2n+1,2n) 

對稱中心 
(2n+1,-1) 

(第一次循環：第 1 步+X) 

P0=(0,0) 
=(4n+2,-2)

P2x-1 

=(4n+2,-2)

(2n+1,-1) 第一循環 

第三循環 

第四循環

第二循環 

對

稱

中

 

心
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x 除以 4 於 3，故第 x 步為向-X 移動，我們可以仿照 x=4n+1 的方

處理如下： 

1,2,3…x-1」，向左轉「x,x-1…3,2,1」】走法規則下，走回原

以第 x 步為向-Y 移動，我們

x 步前後幾步對位置座標的影響列表如下： 

此我 畫 下 ，來幫助我們思考： 

移動，故將第一次循環圖形逆時針旋轉 900 後，即可得到

二次循環的圖形。 

Px=P
=(-2n-2,-2n-2) 

4. 當 x=4n+3 時，

式

 

 

 

 

 

 

4n+3 

(第一次循環：第 1 步+X) 

P0=(0,0) 

(-1/2,-2n-2)

P2x-1=(-1,-4n-4) 

對稱中心 

P0=(0,0) 

第一循環 

P2x-1=(-1,-4n-4) 

第二循環 
第三循環 

第四循環 

 
(四) 探討風車二【向右轉「

點所需的循環次數。 

我們依 x 為 4n、4n+1、4n+2、4n+3 的情形分述如下： 
1. 當 x=4n 時，x-1 除以 4 餘 3，因第 x 步為左轉，所

將

 

 

 

 

據

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上表可知，由於第一次循環的最後一步為向-X 移動，因此第二個循環的第一

步(右轉)將會向+Y 方向

第

 

 

 

 

 

 

 

 

第

們可以 出 圖

上圖可知，當 x=4n 時，經過 4 次循環次數後，便可回到原點。 

對稱中心 
(-1/2,-2n-2) 

Px-1=P4n+2 

=(2n+1,-2n-2) 

向右轉 向左轉 
走法 

… 1 x-4 x-3 x-2 x-1 x x-1 x-2 x-3 … 1 x-4 
對座標

+X … +Y +X -Y -X -Y +X +Y -X -Y … -X 
的影響 

Px 

Px-1=P4n-1 

x-1 

x 

Px+1 

Px-2 

x-1 

Px-3 

x-2 

Px+2 

x-2 

x-3 

x-3 

Px-4 

Px+

a 稱圖形。

b.

c. 此 P2x-1=(0,-4n)，因此一次循環

.一次循環所成的圖形不再是線對稱或點對

因此無法仿照之前的處理方式來討論。 
我們由上表發現除第 x 步之外，第 x-1 步與第 x+1
步、第 x-2 步與第 x+2 步、…、第 1 步與第 2x-1 步

對位置座標的影響恰好有抵銷的情形，因此一個完
3 

整循環後，相當於只有移動第 x 步(向-Y 方向)。 
起點為 P0=(0,0)，因

後無法回到原點。 

(第一次循環：第 1 步+X) 

P =(0,0) 0

P2x-1=(0,-4n) 

(第二次循環：第 1 步+Y) 

P0=(0,-4n) 

P2x-1=(4n,-4n) 

(第三次循環：第 1 步-X) 

P2x-1=(4n,0) P2x-1=(0,0) 

P0=(4n,0)

P0=(4n,-4n) 

(第四次循環：第 1 步-Y) 
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(4n+3+3) +3) ,4 ) 
第三循環 

循

P0 4n+3,0) 

n

以第 x 步為向-X 移動，我

將第 x 步前後幾步對位置座標的影響列表如下： 

得到第二次循環的圖形。因此由下圖(甲)可知經過 4 次循環後

可回到原點。 

有移動第 x 步(向+Y 方向)，

相當於只移動第 x 步(向+X 方向)，經四次循環後即可

到原點，如圖丙所示。 

(五) 3,2,1」】走法規則下，

向右轉 向左轉 

P0 4n+3,0) 

n

以第 x 步為向-X 移動，我

將第 x 步前後幾步對位置座標的影響列表如下： 

得到第二次循環的圖形。因此由下圖(甲)可知經過 4 次循環後

可回到原點。 

有移動第 x 步(向+Y 方向)，

相當於只移動第 x 步(向+X 方向)，經四次循環後即可

到原點，如圖丙所示。 

( 3,2,1」】走法規則下，

向右轉 向左轉 

n+3
第 
二 
循 

 
循 

第一環 環 環 環 

第 
四 
循 

(0,4(0,4

=(0,0) P2x-1=(=(0,0) P2x-1=(

2. 當 x=4n+1 時，x-1 除以 4 餘 0，因第 x 步為左轉，所

們

 

 

 

 

由上表可以發現除第 x 步之外，第 x-1 步與第 x+1 步、第 x-2 步與第 x+2 步、…、

第 1 步與第 2x-1 步對位置座標的影響恰好抵銷，一個完整循環後，相當於只有

移動第 x 步(向-X 方向)，因此 P2x-1=(-4n-1,0)，一次循環後無法回到原點。 
又第二個循環的第一步(右轉)將會向+Y 方向移動，故將第一次循環圖形逆時針

旋轉 900 後，即可

便

 

2. 當 x=4n+1 時，x-1 除以 4 餘 0，因第 x 步為左轉，所

們

 

 

 

 

由上表可以發現除第 x 步之外，第 x-1 步與第 x+1 步、第 x-2 步與第 x+2 步、…、

第 1 步與第 2x-1 步對位置座標的影響恰好抵銷，一個完整循環後，相當於只有

移動第 x 步(向-X 方向)，因此 P2x-1=(-4n-1,0)，一次循環後無法回到原點。 
又第二個循環的第一步(右轉)將會向+Y 方向移動，故將第一次循環圖形逆時針

旋轉 900 後，即可

便

 
 
 
 
 
 
 

走法
1 … x-4 x-3 x-2 x-1

 
x x-1 x-2 x-3 x-4 … 1 

對座標

的影響 
+X … +X -Y -X +Y -X -Y -X +Y -X … -X 

 
 
 
 
 
 

 
3. 當 x=4n+2 時，x-1 除以 4 餘 1，因第 x 步為左轉，所以第 x 步為向+Y 移動，由

於第 x-1 步與第 x+1 步、第 x-2 步與第 x+2 步、…、第 1 步與第 2x-1 步對位置

座標的影響恰好抵銷，一個完整循環後，相當於只

因此 P2x-1=(0,4n+2)，一次循環後無法回到原點。 
第二個循環的第一步(右轉)將會向+Y 方向移動，故將圖形逆時針旋轉 900 後即可

 
3. 當 x=4n+2 時，x-1 除以 4 餘 1，因第 x 步為左轉，所以第 x 步為向+Y 移動，由

於第 x-1 步與第 x+1 步、第 x-2 步與第 x+2 步、…、第 1 步與第 2x-1 步對位置

座標的影響恰好抵銷，一個完整循環後，相當於只

因此 P2x-1=(0,4n+2)，一次循環後無法回到原點。 
第二個循環的第一步(右轉)將會向+Y 方向移動，故將圖形逆時針旋轉 900 後即可

得到第二次循環的圖形。因此由上圖(乙)可知經過 4 次循環後便可回到原點。 
4. 當 x=4n+3 時，x-1 除以 4 餘 2，因第 x 步為左轉，所以第 x 步為向+X 移動，同

上的討論可知，一個循環後

回

得到第二次循環的圖形。因此由上圖(乙)可知經過 4 次循環後便可回到原點。 
4. 當 x=4n+3 時，x-1 除以 4 餘 2，因第 x 步為左轉，所以第 x 步為向+X 移動，同

上的討論可知，一個循環後

回

 
 探討走不回(規律六)【向右轉「1,2,3…x-1,x」 向左轉「x,x-1

走 。 

 

 

 

 

 

回原點所需的循環次數。 

, …

 

 

 

 

 
五) 探討走不回(規律六)【向右轉「1,2,3…x-1,x」, 向左轉「x,x-1…

走

 

 

 

 

 

 

 

 

P0=(0,0) P2x-1=(0, 2) 4n+P2x- 4n1=(- -1,0) (-4n n+

(-4

第二循環 

循

) 

-2,4
第 
三 
循 

2) 
第 
一 
循 

第 
二 
循 

(-4n-1,-4n-1) (0,-4n-1) 

第一循環 第 
四 
循 

第四環 環 環 第三循環 環 環 
n-2,0) P0=(0,0
圖(乙)：x=4n+2 圖(丙)：x=4n+3 圖(甲)：x=4n+1 

P
 

Px 

x 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由

將

「

無

又

個

圖

上圖的觀察我們發現，此走法規則中，若以第 PX 點為軸，

「向右轉前 x 步」所成圖形，順時針旋轉 900，即可得到

向左轉的後 x 步」，因此我們可以確定經一次循環後絶對

法回到原點。 

第一次循環後的最後一步必定向+Y 方向移動，因此第二

循環的第一步必定也是向+X 方向(向右轉)移動，因此所成

形與第一次循環相同，故此走法必定無法走回原點。 
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(六)

大小(以 a1、

響？ 
討： 

 
法回到原點的狀況，變為一次循環

 歸納出判斷「是否可以走回原點及所需的循環次數」的方法 
     由以上各種走

 
 
 
 
 
 
 
 
 

法的探討，可以歸納出判斷是否可以走回原點及所需循環次數的步

則進入第二步驟。 

          動，則第二循環的圖形將只是第一循環的平移，因此

一循環的圖形轉 1800，

因此需要 360180=2 次循環即可回到原點。 

驟如下： 
第一步驟：先檢視一個循環是否可以走回原點，若否

第二步驟：判斷第二個循環的第一步向何方移動， 
若是向+X 方向移

無法回到原點。 
若是向-Y 或+Y 方向移動，則第二循環的圖形會是第一循環的圖形順時

針轉 900 或逆時針轉 900，因此需要 36090=4 次循環即可回到原點。 
若是向-X 方向移動，則第二循環的圖形會是第

 
三、 探討改變步伐大小對循環次數及圖形的影響 

   所走的步伐大小不再是 1、2、3…的遞增步伐，而是任意不規則的步伐

a2、a3、…、an 表示)，在不同規律走法下對循環次數及圖形有何影

要回答這個問題，我們依舊要從上述二之(六)的結論開始探

(一) 改變「步伐大小」會影響第一次循環是否回到原點？ 
經我們檢視每一規則後，發現步伐大小改為任意不規則時，會有以下現象的發生：

1. 在某些步伐條件下，會使原本第一次循環無

即可回到原點，因此導致循環次數變為 1。 
例如：規則一基本型【1,2,3…x-1,x(全部向右轉 90 度)】走法中無論 x 值為何，第

一循環 。但是若改 【a1、a2、a3、…、ax】， 
則當 31

皆無法回到原點 為任意步伐的形式

075  aa aa 且 08642  aaaa 時，一次循環即可

成一次循環無

回到原點。 
2. 在某些步伐條件下，會使原本一次循環便可回到原點的狀況，變

法回到原點，因此會導致循環次數變為 2 或 4 或回不來的情形。 
例如：規則二雲霄飛車【1,2,3…x-1,x,x-1…3,2,1 (全部向右轉 90 度)】走法中，當

x=4n 時，一次循環便可走回原點。 
但是若改為任意步伐的形式【a1、a2、a3、…ax-1、ax、ax-1…、a3、a2、a1】，則當



 20

P

P =P

x=P4n 

4n-1 x-1

ax 

ax-1 x+1=P4n+1 

ax-1 Px-2=P4n-2 

P

Px+2=P 24n+  

4n-3 
a  
Px-3=P

ax-2 

x-2

ax-3 

ax-3 

Px-4 

Px+3 

形，無法確定原點是否落在對稱

，因此第 循環 回到原點。 

由上可知步伐大小的改變會影響第一次循環是否回到原點，進而影響循環次數。 

，則循環次數由一次循環的

雲霄飛車【1,2,3,4,5,4,3,2,1 (全部向右轉 90 度)】 雲霄飛車【3,1,4,5,9,5,4,1,3 (全部向右轉 90 度)】

x=4n 時，仍可畫出下右圖，圖形的對稱性依舊不變，但是我們無法找出 Px 點和

Px-1 點的通式座標，因此只能確定它是線對稱圖

線

 
 
 
 
 
 
 

上 一次 後不一定會

 
 雲霄飛車【3,1,4,5,4,1,3 (全部向右轉 90 度)】 

3. 
 

(二) 若「步伐大小」改變後，第一次循環仍無法走回原點

「步伐

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

數目」所決定，而非每一步的「步伐大小」 
    由正方形舞步探討中，我們可以發現若將討論中的步伐大小 1、2、…、x-1、

x 改為 a1、a2、a3、…、an 的步伐大小，雖然會改變每一步的座標位置，但是並不

會影響一次循環所造成的線對稱或點對稱的特性，因此上述所有的討論仍然適用。

    回顧之前的討論，我們知道若第一次循環沒有回到原點的走法，其循環次數主

要受第二次循環的第一步往何方移動所影響，而往何方移動又由「步伐數目」所決

定，因此我們可以推論任何第一次循環沒有回到原

影響循環次數，但是會讓圖形產生長、寬改變。 
    現在我們舉一例子說明如下：例如將雲霄飛車【1,2,3,4,5,4,3,2,1

度)】的走法改為雲霄飛車【3,1,4,5,9,5,4,1,3 (全部向右轉 90 度)】。 

我們可以先確認此走法一次循環無法回到原點(3-4+9-4+30)，再計算一次循環的

「步伐數為 9」，由於 9 除於 4 會餘 1，可知第二循環

點的走法，若改變步伐大小不會

 (全部向右轉 90

的第一步向-Y 方向移動(順時

900)，因此可知循環次數仍然為 4，並不改變。 針轉

   

 



四、 探討改變轉動角度時對循環次數及圖形的影響 

1. 1,2,3…x 實際操作繪製後所得圖形如下： 
x 值 1200 所成的圖形 轉 900 所成的圖形 轉 600 所成的圖形 

(一) 改變轉動角度後所形成的圖形 
規律一【走法規則： -1,x】改變角度後，

轉

1 

 

  

   

2 
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3 

 

4 

  

 

5 

   

 

6 

  

 



2. 1,2,3… 變角度後

x 值 1200 所成的圖形 轉 900 所成的圖形 轉 6 0  
規律二【走法規則： x-1,x,x-1…3,2,1】，改 所得圖形如下： 
轉 0 所成的圖形

1 
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2 

 

  

3 

   

4 

 

  

5 

 

6 

 
 



3. 1,2,3,4… ，改變角度後所得圖形如下： 
x 值 轉 900 所成的圖形 轉 600 所成的圖形 

規律三【走法規則： x-1,x,x,x-1…3,2,1】

轉 1200 所成的圖形 

 

 23

2 

 
 

3 

  
 

4 

   

5 

 

  

6 
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4. 向右轉「 轉「x-1 後

所得圖形如下： 
x 值 轉 1200 所成的圖形 轉 900 所成的圖形 轉 600 所成的圖形 

規律四【走法規則： 1,2,3…x-1,x」，向左 …3,2,1」】，改變角度

   

2 

   

3 

   

4 

5 

  

6 
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會變為以六邊形為主的圖形，此時循環次數的判

斷方法仍需先檢視第一次循環是否可以回到原點，若否，則再依一次循環的步伐

數目除以 6 的餘數來決定。 

 

3

伐 x」 本形狀邊長數」的餘數而有相對應

，我們發現餘數為 n/2、 或餘 形會  

餘數為 1 餘數為 n/2 時 

(二) 改變轉動角度時對循環次數及圖形的影響探討 
1. 當轉動角度改為 600 時，圖形

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(1) 若除以 6 餘數為 1，則下一個循環的第一步與第

一個循環的第一步夾 600，因此只要將第一循環

的圖形順時針轉 600，即可得到第二循環的圖

示，因此根據正方形的結論我們可知此時循環次

數為 36060=6。 
(2) 同理，若除以 6 餘數為 2，下一個循環的第一步

與第一個循環的第一步夾 1200，圖形順時針轉

1200，因此可知此時循環次數為 360120=3。 
(3) 同理，若除以 6 餘數為 3，下一個循環的第一步 基本形走法 

0) 與第一個循環的第一步夾 1800，圖形順時針轉

1800，因此可知此時循環次數為 360180=2。 
1,2,3,4,5,6,7(向右轉 60

(4) 同理，若除以 6 餘數為 4，下一個循環的第一步與第一個循環的第一步夾

2400，圖形逆時針轉 1200，因此可知此時循環次數為 360120=3。 

知此時循環次數為 36060=6。 
(5) 同理，若除以 6 餘數為 5，下一個循環的第一步與第一個循環的第一步夾

3000，圖形逆時針轉 600，因此可

 
 

2. 當轉動角度改為 1200 時，圖形會變為以三角形為主的圖形，循環次數判斷由除

的餘數來決定。 以

 
 
 
 
 

(6) 同理，若除以 6 餘數為 0，下一個循環的第一步與第一個循環的第一步夾

0 ，圖形會重複，因

(1)

0 此回不來。 

第一步夾 1200，

此可知此時循環次數為 360120=3。 

 若除以 3 餘數為 1，則下一個循環的第一步與第一個循環的

因此只要將第一循環的圖形順時針轉 1200，即可得到第二循環的圖示，因此

根據正方形的結論我們可知此時循環次數為 360120=3。 
(2) 同理，若除以 3 餘數為 2，下一個循環的第一步與第一個循環的第一步夾

2400，圖形逆時針轉 1200，因

 
 

3. 在規律一的走法下，當轉動角度改變時，所成圖案的基本形狀會隨之改變(例
如：轉 1200---三角形；轉 600---六邊形)，且不同轉動角度的圖形會隨著「最大步

(3) 同理，若除以 3 餘數為 0，下一個循環的第一步與第一個循環的第一步夾 0 ，

圖形會重複，因此回不來。 

0

除以「基 的情形出現，亦即若邊長數為

n 1、餘數為 餘數為 n-1 數為 0 的圖 非常類似。

轉 1200 圖形 轉 900 圖形 轉 600 圖形 轉  轉 900 圖形 轉 600 圖形 1200 圖形

  

無此類型 
的餘數 
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餘餘數為 n-1 數為 0 時 
轉 1200 圖形 轉 900 圖形 轉 600 圖形 轉 1200 圖形 轉 900 圖形 轉 600 圖形 

     
 
 
 
 
 
 
 

經我們討論的結果認為是因為一次循環的總步伐數除以

邊常數的餘數影響回到原點的循環次數，故將第

環圖形轉動得到整個圖形的情形類似所造成。 
我們也因此可以大膽預測，在此規律下若轉動角度為 720

時，所成的圖形會是以五邊形為主的圖案，若餘數為 0，

必走不回來；若餘數為 4，圖案會類似五片的風

一次循

扇；若餘

 
4. 若以 3.所得的結論來看規律二、規律三的圖形時，我們發現「最大步伐 x」

以「邊長數」的餘數為 1、餘數為 n/2、或餘數為 0 的圖形依舊非常類似。 

若轉動角度 720 的圖形 
數為 1，圖案會是具有 5 個循環結的五邊形。 

除

經計算「一次循環的步伐數」除以邊長數的餘數後發現，所得餘數也相同。 

 規律二 規律三 
餘數 轉 1200 圖形 轉 900 圖形 轉 600  1200 圖形 轉 600 圖形 圖形 轉 轉 900 圖形 

1 

  

   

 

n/2 無此餘數 

 

 

無此餘數 

 

 

0 

  

  

 

 

我們也發現「最大步伐 x」除以「邊長數」的餘數為 n-1 的圖形，會出現無法互

相對應的情形。 

 規律二 規律三 
餘數 轉 1200 圖形 轉 900 圖形 轉 600 圖形 1200 圖形 轉 900 圖形 轉 600 圖形轉

 

 

 

n-1 

  



經進一步計算「一次循環的步伐數」除以邊長數的餘數後發現，所得餘數並不相

同，我們認為這是造成圖形無法對應的原因。 
5.  

 
 

在規律四走法規則下，當轉動角度改變後，其風車狀的圖形特性並沒有改變，

而且我們可以發現不管在哪一種轉動角度下，隨著餘數的增加，風車圖形的風

扇會漸漸長出「角」來。 

伍、 討論 
一、 舞步圖形所圍面積的探討 

 
 
 

在資優數學課中老師曾經介紹過以行列式的方法計算面積，因此我們嘗試以圖形的

規律性，來找出邊界點的座標，並以此法計算圖形規則一【1,2,3…x-1,x(全部向右轉

90 度)】所圍面積的通式。今舉較複雜的情形(x=4n+3)來說明計算的步驟： 
(一) 利用圖形規律性，找出邊界點的座標 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.當 x=4n+3 時，回到原點的循環次數為 4，且圖形會是點

對稱圖形，且對稱中心的座標為第一循環起點座標與第

三循環起點座標連線的中心點。由圖可知，第一循環的

最後 4 點座標分別為 P4n+3=(-2n-2,-2n-2)、
P4n+2=(2n+1,-2n-2)、P4n+1=(2n+1,2n)、P4n=(-2n,2n)，對稱

中心的座標為(0,-2n-2)。 

P4n P4n+1 ● ● 
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(二) 以行列式計算所圍面積 
知道所有邊界點後便可利用行列式計算所圍面積，列式如下： 
 
 
 
 
經與之前(第 3 頁)我們歸納的面積通式，當 x=4n+3 時，面積為 3x2-8x+5，將 x=4n+3
代入後並展開的結果相同。 
 
 
 
 
 

2.根據點對稱的特性可知 =(-2n-1,-6n-4)、
=(2n,-6n-4)。第二循環的邊界點為第一循環逆時針

轉 900 而來，因此可以知道 =(-4n-2,-1)、
=(-4n-2,-4n-2)，同理順時針轉 900 可得

=(4n+2,-4n-3)、 =(4n+2, -2)。 

14
3

nP

P

nP 4
4

nP 4
3

nP 4
2

4
4

nP

14
2

n

1

3.第一循環與第二循環的邊界交點 P12=(-2n,-1)、第二循環

與第三循環的邊界交點 P23=(-2n-1,-4n-2)，再利用點對稱

可知 P34=(2n,-4n-3)，P41=(2n+1,-2)。 
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二、 規則三【走法規則：1,2,3,4…x-1,x,x,x-1…3,2,1】三角形舞步圖形的探討 

【註：圖形類似俄羅斯娃娃般為向內堆疊三角形的碎形圖案，故命名『俄羅斯』。】 
(一) 將圖形依 x=3n、3n+1、3n+2 分類後，發現當 x=3n、3n+2 時只需一次循環便可回

到原點，且會出現向內堆疊三角形的碎形圖案。 
x 值 n=1 n=2 n=3 n=4 

3n 

  
 
 
 
  

 

3n+2   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

經觀察後我們發現： 
1.在 x=3n 的圖案中，形成的大大小小正三角形，有以下規律存在： 

(1)邊長依序為 1，3，4，6，7，9，10，12，13，15，16…，a1，a2，a3，a4，…。

其中 a1，a2，a3，a4，有 a4= a3+ a2- a1 的關係存在。另外我們也發現邊長除以 3
的餘數依照 0、1、0、1…的規律排列。 

(2)若將三角形由內而外依序編號為1、2、3、…，則1、2 的底邊重疊；2、

3 的頂點共用，依此規則可推廣到n。 
2.在 x=3n+2 的圖案中，形成的大大小小正三角形，有以下規律存在： 

(1)邊長依序為 2，3，5，6，8，9，11，12，14，15，17……，a1，a2，a3，a4，…。

其中 a1，a2，a3，a4，有 a4= a3+ a2- a1 的關係存在。另外我們也發現邊長除以 3
的餘數依照 2、0、2、0、…的規律排列。 

(2)若將三角形由內而外依序編號為1、2、3、…，則1、2 的頂點共用；2、

3 的底邊重疊，依此規則可推廣到n。 
3.由這兩個規則，我們可以利用三角形的走向、邊長規則、由內而外的堆疊規律，便

可以預測任意 x=3n 或 3n+2 的圖形。 
(二) 正方形舞步碎形圖案的推論 

由於三角形舞步在多走了一步最大步伐後，出現了碎形圖案，因此我們猜測若在

正方形舞步中多走二步最大步伐，也會出現正方形的碎形圖案。實際繪製的結果

如下，果然驗證了我們的推測。 
走法 12221 123444321 1234566654321 123..78887..321 x=10 

圖案 
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陸、 結論 

一、 關於正方形之結論探討 
(一) 當舞者在正方形的方格紙上跳舞時，每次轉的角度為 90 度(外角)，所探討出的面

積、周長、循環次數，都與 360÷90=4 有密切的關係。 
(二) 雲霄飛車 x=4n+2 和 x=4n+1 所圍出的圖形，通過所有圍出圖形中所有的格子點，

若以智慧型吸塵器為構想，此規律為設計的最理想規律。 
(三) 我們推得出了基本形座標通式，可尋求任意座標，當 k=4n+1，Pk=(2n+1,2n)；當

k=4n+2，Pk=(2n+1,-2n-2)；當 k=4n+3，Pk=(-2n-2, -2n-2)；當 k=4n，Pk=(-2n,2n)。
(四) 雲霄飛車之所有圖形皆為線對稱圖形，而且至少存在一條通過原點的對稱軸。 
(五) 風車一、二不論最大邊長為何，皆可走回原點，且形成的圖形皆為點對稱圖形。 
(六) 「1,2,3…x-1,x」向右轉,「x,x-1,…3,2,1」向左轉，的圖形是永遠回不來的，同樣的

規律，不管改變成任意角度皆走不回。 
(七) 在正方形舞步中，由於是轉 90 度，因此在每一循環中奇數步和偶數步會分別影響

X 座標、Y 座標。若此循環開始的第一步為 X 方向，則奇數步影響 X 座標、偶數

步影響 Y 座標；若此循環開始的第一步為 Y 方向，則奇數步影響 Y 座標、偶數步

影響 X 座標。我們用每次循環的 X 座標和 Y 座標的累計改變量來判斷是否可以回

到原點。 
(八) 雲霄飛車走法規則下所成圖形必為線對稱，且存在著相對稱點。 

在此規律下都是以通過第 x 步中點(此點即為對稱點)的水平線或鉛直線為對稱軸

的線對稱圖形。在探討過程中我們整理出了：若最大步數為 x，且 a+b=2x-1，則

第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
(九) 三缺一走法規則下所成圖形必為線對稱，且存在著相對稱點。 

在此規律下，每一完整循環中的前 x 步和後 x 步，會呈現線對稱的情形，且會有

相對應點的存在。在探討過程中我們整理出了：若最大步數為 x，且 a+b=2x，則

第 Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
(十) 風車一走法規則下所成的圖形必為點對稱，且會有相對應點的存在。在此走法規

律下，每一完整循環中的前 x-1 步和後 x-1 步，會呈現點對稱的情形，且會有相對

應點的存在。在探討過程中我們整理出了：若最大步數為 x，且 a+b=2x-1，則第

Pa 點和第 Pb 點互為對稱點。 
(十一) 在探討風車二走法中，無法用線對稱或是點對稱來探討之，故我們發現圖形會

有抵銷的情形，最後只剩 x 步的位移，經過 4 次的循環後，即可繞回原點。 
(十二) 在探討正方形基本型的過程中，我們發現，x=4n+2 的圖形其循環次數為 2，異

於大多數的 4 次。對於基本型 x=4n+2 的圖形會形成一個線對稱圖形，其對稱點為

(n+0.5,-n-1)，對於探討任意點座標時，能更快速。 
二、 關於六角形之結論探討 

(一) 當舞者在三角形的格紙上跳舞時；當每次轉的角度為 60 度(外角)，所探討出的面

積、周長、循環次數，都與 360÷60=6，有密切的關係。 
(二) 六六大順中，X=6n 的圖形，循環節和循環次數皆為 1，和我們之前所研究出的結

果有些許的出入。 
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三、 關於三角形之結論探討 
(一) 當舞者在三角形的格紙上跳舞時；當每次轉的角度為 120 度(外角)，所探討出的

面積、周長、循環次數，都與 360÷120=3，有密切的關係。 
(二) 俄羅斯不論 n 為何，皆可走回原點。 
(三) 規則三三角形走法下，當 x=3n、3n+2 時只需一次循環便可回到原點，且會出現

向內堆疊三角形的碎形圖案。 
(四) 俄羅斯圖形中，大大小小的三角形個數：當 x=3n+1，個數通式為 2x+n-1；當

x=3n+2，個數通式為 x-n-1；當 x=3n，個數通式為 2n。 
四、 綜合討論 

(一) 角度、旋轉方向和步數是影響圖形的變化最重要的因素，步長居次。 
(二) 正方形雲霄飛車(x=4n)、三缺一(x=4n+3)、六角形的六六大順(x=6n)、胖愛心

(x=6n+5)和三角形的俄羅斯(x=3n+2)的圖形相當特殊，起點舞步與終點舞步夾的

度數，正方形並不是 90 度角(而是 0 度或 270 度)，六角形並不是 120 度(而是 0

度或 60 度)，三角形並不是 60 度(而是 180 度)……。 
(三) 正方形雲霄飛車、風車一、二和三角形的俄羅斯和六角形的六六大順、烏龜的

圖形所有皆走的回原點。 
(四) 利用奇數步影響 X 軸係數，偶數步影響 Y 軸係數，我們可以歸納出判斷是否可

以走回原點及所需循環次數的步驟如下： 
第一步驟：先檢視一個循環是否可以走回原點，若否則進入第二步驟。 
第二步驟：判斷第二個循環的第一步向何方移動， 
若是向+X 方向移動，則第二循環的圖形是第一循環的平移，因此無法回到原點。

若是向-Y 或+Y 方向移動，則第二循環的圖形會是第一循環的圖形順時針轉 900

或逆時針轉 900，因此需要 36090=4 次循環即可回到原點。 
若是向-X 方向移動，則第二循環的圖形會是第一循環的圖形轉 1800，因此需要

360180=2 次循環即可回到原點。 

柒、 未來研究動向 
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一、 用極座標的方式，進階討論每次旋轉的角度 (本研究終止討論 90 度、60 度和 120

度)與所得到的通式與圖形的關係(例如我們未來能研究每次轉 45 度角的圖形) 
二、 討論哪幾個位置走不到。 
三、 特定點被繞過的次數。 
四、 三角形碎形圖案和正方形碎形圖案的探討。 

捌、 參考資料 
一、 本校第九十四學年度校內科學展覽優良作品集，第 139-148。 

 



【評語】030408 

1. 設計舞步、規範規則，識別出 18 種變化，繪製徑路，點

算循環次數，在實作中探究旋轉軸與旋轉中心的參照作用，

繪製出各層次的圖形。在在都表現出作者們合作解題的智慧

與熱情。 

2. 利用高科技 GSP 軟體，追蹤或複製，針對封閉圖形外角

和為一周角的關係尋找理想規律與座標通式，自在地遊走於

正方格平面及正三角形網面，也值得鼓勵與推廣。 

3. 惟聽從建議，援用 logo 繪出完整迴法，仍需確認各指令

的內容與順序，且與筆端的進度與方向對照，才可以確知解

題策略的有效性。 
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