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集葉成球——n 球公切球之研究與探討 

摘要 

     本研究旨在探討「任意給定 n 球，存在多少個公切球？」。起初，在二維平面上找出圓

錐曲線性質作圖法和圓錐曲線方程式作圖法；接著利用旋轉的概念將平面上的雙曲線以貫軸

所在直線為旋轉軸旋轉，得到三維空間的雙曲面，即公切球球心所在軌跡圖形，以之推算平

面上三截圓雙曲線的標準式，再進一步推導三球雙曲面的標準式，並解出其交線方程式，證

明一般情況下相異三球存在無限個公切球。 

另外，我們找出了構成 n 球公切球最佳解(非無限多個的最多情形)的充分條件──n 等球

球心構成最多組環形，並利用畢氏定理計算公切球半徑，可推得 n 球公切球的個數，如下表。 

給定不共面相異 n 球數 2 3 4 5 6 7 8 9 ∞ 

公切球數最佳解 ∞ ∞ 16 12 10 8 8 4 4 

最後，我們以極限的觀點來觀察 n 球公切球的存在情形，再次驗證三球和四球中公切球

的存在狀況。 

壹、 研究動機 

曾看過關於公切圓的研究報告，我們不禁思考，在三維空間中是否能發現更有趣的現象？

兩球條件下，存在幾個公切球？n 球時又存在幾個？有何方法或公式可求得公切球個數？ 

為使之具體化呈現，我們用電腦軟體輔助觀察與思考，進一步探討公切球存在的幾何性

質。再透過數學方法及衍生的公式，推導 n 球條件下，公切球存在的個數。 

貳、 研究目的 

一、 探討如何將平面公切圓轉換成立體公切球 

二、 利用圓錐曲面探討公切球的存在性 

三、 利用三元二次方程式探討公切球的存在狀況 

四、 探討 n 球公切球之最佳解球數 

五、 利用其他方式判別 n 球公切球之最佳解球數 

參、 研究工具 

GSP 動態幾何軟體、Cabri 3D 幾何軟體、Matlab 套裝軟體、紙、筆 

肆、 研究過程與討論 

一、 平面公切圓求法 

ｎ球公切球的探討我們想先以平面著手，再將之轉換成立體。平面公切圓可用圓錐曲

線求得，或以便於運算的方程式求得其軌跡，兩種方法分述如下： 

(一) 圓錐曲線性質作圖法 

在研究過程中，我們發現，兩圓內離時，其公切圓之圓心軌跡為一橢圓；兩圓相交、

外離、內切或外切時，其公切圓之圓心軌跡為一雙曲線。令給定兩圓半徑 1r 、 2r ，當其

公切圓為一內一外切或一外一內切型時，其圓心之軌跡是定值為 21 rr  的圓錐曲線；當公

切圓為兩外切或兩內切型時，其圓心之軌跡是定值為 1 2r r 的圓錐曲線，因此我們將圓

錐曲線性質作圖法分成雙曲線和橢圓兩種，作法分述如下： 
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圖 1-4 圖1-5 

1. 雙曲線 

(1) 定義： 

平面上任一點 P 和兩定點 1F 、 2F 的距離差絕對值為 

定值時，所有 P 點構成的圖形稱為雙曲線。 1F 、 2F 稱 

為焦點，如(圖 1-1)，即 KPFPF  21 (K 為定值)。 

(2) 作圖法： 

設圓 A 半徑為 1r ，圓 B 半徑為 2r 。公切圓 1O 半徑為R，若公切圓圓心至兩圓

圓心距分別為 1r R 、 Rr 2 ，則依雙曲線定義可繪出以 A、B 為焦點且定值為

1 1 1 2( ) ( )OA OB R r R r     = 1 2r r 的雙曲線，如(圖 1-2)；若距離為 1rR 、 2R r ，

則可繪出定值為 1 1 2 1( ) ( )O A OB R r R r     = 21 rr  的雙曲線，如(圖 1-3)。雙曲線

上任一點與兩圓距離相等，以其為圓心即可作出圓 A、圓 B 的公切圓。 

 

 

 

 

 

a. 求定值為 21 rr  之雙曲線作法： 

i. 以B為圓心，作半徑為 21 rr  的圓C 

ii. 在圓C上任取一個點D，做出 AD的中垂線 

iii. 作BD


，交 AD之中垂線於E點 

iv. 利用GSP動態幾何使點D在圓C上移動，繪出E點的路徑軌跡，如(圖1-4)  

 

 

 

 

 

 

 

b. 求定值為 21 rr  之雙曲線作法： 

i. 以B為圓心，作半徑為 21 rr  的圓C 

ii. 在圓C上任取一個點D，做出 AD的中垂線 

iii. 作BD


，交 AD之中垂線於E點 

iv. 利用GSP動態幾何使點D在圓C上移動，繪出E點的路徑軌跡，如(圖1-5)  

圖1-1  雙曲線

圖 1-2 圖 1-3 
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圖 1-6 

2. 橢圓 

(1) 定義： 

平面上任一點 P 至兩定點 1F 、 2F 的距離和為定值之 

所有點構成的圖形，稱為橢圓。兩定點 1F ， 2F 稱為焦點， 

如(圖 1-6)，即 1 2PF PF K  (K 為定值)。 

(2) 作圖法： 

  令圓 A 與圓 B 內離、內切或相交(定值為 1 2r r )時，圓 A 半徑為 1r ，圓 B 半

徑為 2r ，公切圓圓心 1O 、半徑為R。作定值為 21 rr  的橢圓時， 1 1AO r R  、

1 2BO R r  ，由橢圓的定義，可得以 A、B 為焦點且定值為

1 2 1 2( ) ( )r R R r r r     的橢圓，如(圖 1-7)；或定值為 1 2 1 2( - ) ( + )r R r R r r   的

橢圓，如(圖 1-8)。其作圖法與雙曲線作圖法相同。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 用圓錐曲線求ｎ圓公切圓 

我們使用定值為 21 rr  和 21 rr  的圓錐曲線求出ｎ圓公切圓，步驟分述如下： 

(1) 兩兩圓作出以 21 rr  和 21 rr  為定值的圓錐曲線 

(2) 承上，共有 n(n-1)組圓錐曲線，但任兩圓只需提供定值為 21 rr  或 21 rr  其中

一組，因此若交點上有
2

)1( nn 條圓錐曲線，其交點即為所求公切圓之圓心，

如(圖 1-9)，給定任意 3 圓時，P 為 3 (3 1) 3
2

 
 條雙曲線交點，P 即公切圓圓心。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
圖1-9  3圓需3條圓錐曲線通過交點P 

圖 1-8 圖 1-7 

A 
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(二) 圓錐曲線方程式作圖法 

n 圓公切圓是使用圓錐曲線性質作圖法求得，但我們想用簡易的直角座標直接求出

雙曲線或橢圓的標準式。因此探究出第 2 種求法，直接求雙曲線或橢圓標準式的 a、b，

再藉由座標軸旋轉公式，求出所要的圓錐曲線。以雙曲線為例，研究過程如下： 

1. 用已知條件求雙曲線方程式： 

令兩圓半徑為 1r、 2r ，其圓心 1O、 2O 為雙曲線的焦點，P 為雙曲線上任一點，如(圖

1-10)，根據定義， 1 22a AG PO PO   ， 1 22c OO ，再利用其性質 a2+b2=c2，求出 b，

代入即可得到雙曲線標準式
2 2

2 2 1x y
a b

  ，即公切圓圓心軌跡方程式。 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
2. 公切圓圓心軌跡方程式的求法： 

求兩圓公切圓時，可旋轉使貫軸平行 x 軸，求得雙曲線標準式

   2 2

2 2 1
x h y k
a b
 

  ，利用 GSP 繪出，再將圖形依貫軸旋轉  即可。當求三圓以

上的公切圓時，我們推導的方法如下：     

(1) 求兩兩圓的雙曲線貫軸(即兩圓圓心之連線) ，令貫軸和 x 軸夾角為，如(圖 1-11) 

(2) 將雙曲線標準式
2 2

2 2 1x y
a b

  及，利用座標軸旋轉公式求得

   2 2

2 2

( ) cos sin ( )sin cos
1

x y x y
a b

        
  。 

(3) 將方程式輸入 GSP 繪出，即得到所求的雙曲線。 

二、 平面作圖的立體轉換 

已知平面公切圓可用圓錐曲線性質、圓錐曲線方程式等作圖法求得，因此我們想推廣

到立體空間，探討公切球之存在性。 

因三維空間不易思考，所以先將三維空間轉換成二維平面，再進一步探討。圓錐曲線

至圓錐曲面的作圖轉換中，我們利用旋轉的概念呈現。設空間中兩球 1S 、 2S ，球心 1X 、 2X ，

球半徑 1r 、 2r ，平面作圖的立體轉換分述如下： 

圖 1-10 圖 1-11 

x 軸 

 y 軸 

貫軸 
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圖 2-2 

X2 

X1 

圖 2-1 
C2 

X2 

N 

X1 

C1 
S2 

S1 

1. 令通過球心 1X 、 2X 的平面 N 

2. 取兩球與 N 的截圓圓 1C 、 2C   

3. 作定值 21 rr  (或 21 rr  )的圓錐曲線 

4. 連 1 2X X (即步驟 3.圓錐曲線之貫軸)，如(圖 2-1)  

5. 將平面 N 以 1 2X X 為旋轉軸旋轉(同時旋轉了圓 1C 、 2C 和圓錐曲線)，而圓旋轉後變

成球(即兩球 1S 、 2S )，圓錐曲線旋轉後成圓錐曲面，如(圖 2-2)。 

由以上步驟，可得到定值為 1 2r r 和 21 rr  的雙葉雙曲面，其性質為面上任一點和球

心 1X 、 2X 的距離相加或相減成定值，也就是面上任一點即為 1S 、 2S 公切球的球心。 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 ｎ球公切球的初探 

由於 n 球公切球限制較多，因此先從 2、3 球依序探討，針對球與球之間圓錐曲面的相

交情形初步研究公切球的存在個數，在【驗證與推廣】中有更完備的推導過程。 

(一) 2 球公切球探討 

空間中，兩球球心 1X 、 2X ，球半徑為 1r 、 2r ，用「二、平面作圖的立體轉換」步

驟將圓錐曲線以 1 2X X


為旋轉軸旋轉後，得到以公切球球心軌跡集合成的一圓錐曲面，

以兩球外離為例，請見(圖 3-1、3-2)，由此可知，兩球有無限個公切球。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3-1 兩球外離公切球球心軌跡為一圓錐曲面 

S2 

S1 

示意圖 3-2  旋轉後的雙曲線 
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示意圖 3-5 

S1 
S2 

S3 

示意圖 3-4 

S

S
S3 

(二) 3 球公切球探討 

1. 3 等球心成正三角形： 

定義 3 等球 1S 、 2S 、 3S ，球心連線為一正三角形。過正三角形外心作垂線 L正

三角形，則 L 上任取一點皆為全內切或全外切型公切球球心，如(圖 3-3)，至於一內

二外切型或二內一外切型公切球的作法與三球一般情況相同。由上述可得 3 等球球

心成正三角形有無限個公切球。  

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 3 球心成一般情況： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 無公切球情況： 

給定 3 球 1S 、 2S 、 3S 兩兩內離，如(圖 3-5)， 1S 與 3S 的公切球球心軌跡在 3S 內、

1S 外。 2S 、 3S 公切球球心軌跡在 3S 內、 2S 外，兩軌跡必不相交，故公切球不存在。 

(三) 特殊情形 

我們試著推導ｎ球公切球的特殊情形，發現兩種情形必有無限個公切球，分述如下： 

1. n 等球球心圍成圓形： 
 
 

 

圖 3-3  L 上任取一點皆為全內切或全外切型公切球

S3 
S2 

S1 
L

空間中平面Ｎ上，給定一圓Ｃ，則圓Ｃ直徑之垂直平分線Ｌ必通過圓心Ｏ，且必

垂直平面Ｎ，如(圖 3-6)。由垂直平分線的性質，可得知任意ｎ等球，只要球心皆在

圓Ｃ上，則必有無限個公切球，且公切球之球心必在垂直平分線Ｌ上，如(圖 3-7)。 

給定 3 不等球 1S 、 2S 、 3S 。做一平面通過 3 球球心，利用球與平面的截圓作六組

圓錐曲線，再用【二、平面作圖的立體轉換】步驟將圓旋轉成球、圓錐曲線旋轉成

圓錐曲面；共得到 8 條各由三圓錐曲面相交而成的曲線，得到無限個公切球，關於

其存在無限個公切球證明，將於【伍、驗證與推廣】詳述；而三截圓的所有相對關

係，詳如附錄一。 
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2. ｎ球切於一點： 

空間中，n 球球心在直線 L 上，n 球交於一點 Y，則 L 上任一點即可作為公切球

球心 P，公切球半徑為YP，而公切球球心 P 為任意在直線 L 的點，由此可知在此情

形中有無限個公切球，如(圖 3-8)。 

 
 
 

 
 
 
 
 

伍、 驗證與推廣 

一、 三球存在無限多公切球的證明 

在 n 球公切球的探討中，我們從作圖發現一般情況下三球有無限個公切球，因此想以

方程式解出三個圓錐曲面的交線，進而證明三球有無限多個公切球。我們以三球外離或外

切為例，推導證明至一般化的情況。 

(一) 證明 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ｎ 
Ｃ 

Ｌ 

Ｏ 

圖 3-6 

Ｎ 

Ｌ 

Ｃ 
圖 3-7 

圖 3-8  過 Y 的任意球皆公切於其他球 

P 

Y 

L 

圖 4-1 

 11 ,0xx

 3 33 y,xx

 22 ,0xx


因不共線相異三點可定義唯一平面，所以三球球心可視為在同一平面上。令三球

1S 、 2S 、 3S ，半徑分別為 1r、 2r 、 3r ，球心分別 1 1(  , 0)X x 、 2 2(  , 0)X x 、 3 3 3(  , y )X x ， 1X 、

2X 在 x 軸上， 3X 為 xy 平面上任一點，令 3 1 2X X X   ， 3 2 1X X X   ，如(圖 4-1)， 1S 、

2S 之雙曲線為 1-2H ， 1S 、 3S 之雙曲線為 1-3H ， 2S 、 3S 之雙曲線為 2-3H 。先推導出 xy 平

面上三圓之間雙曲面的標準式，以貫軸所在直線為旋轉軸旋轉後即是雙曲面，其中，因

為此雙曲面是雙曲線依貫軸旋轉而來，所以雙曲面標準式中的 c 與雙曲線標準式中的 b

相同；我們可以用圓半徑和兩圓圓心距求出雙曲線標準式中的 a、b，進而推導出雙曲面

的標準式。計算推導如下： 
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1. 1S 和 2S ： 

令 1-2H 之方程式為
2 2 2

2 2 2

( ) 1x y z
a b b


   ， ( ,0)其中，中心為 ， 1 2+x=
2

x
 。 

2. 1S 和 3S ： 

令 1-3H 之方程式為
   2 2 2

2 2 2

( )cos sin ( )sin cos
1

x y x y z
c d d

        
   ，其中，

中心為 1 3 3,
2 2

x x y 
 
 

，
 1 3 3cos sin

=
2

x x y 


 
。因為 3S 不在 x 軸上，因此我們利用座

標軸旋轉公式，將 3S 順時針旋轉 ，使 3S 在 x 軸上。 

3. S2 和 S3： 

令 2-3H 之方程式為
   2 2 2

2 2 2

( ) cos sin ( )sin cos
1

x y x y z
e f f

        
   ，其中，中

心 2 3 3,
2 2

x x y 
 
 

，
 2 3 3cos sin

=
2

x x y 


 
。因為 3S 不在 x 軸上，因此我們利用座標

軸旋轉公式，將 S3 逆時針旋轉 ，使 3S 在 x 軸上。 

接著我們分別解出兩雙葉雙曲面交線的方程式，再解兩交線方程式的聯立方程式，

作法敘述如後。 
  1-2H 和 1-3H 之交線： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  1-2H 和 2-3H 之交線： 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

2 2 2

2 2 2

22 2

2 2 2

2 2
2 2 2

2

2 2
2 2 2

2

2 2 2 2
2 2

2 2

( ) 1

( )sin cos[( )cos sin ] 1

( )

[( )cos sin ] ( )sin cos

( ) [( )cos sin ] ( )sin cos

x y z
a b b

x yx y z
c d d

x b y b z
a

x y d x y d z
c

x b x y dy b x y
a c



    



     

     

 
  


     

 
  

      
  

       2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

0

( ) [( ) cos 2( )cos sin sin  ] ( ) sin 2( )sin cos cos 0

sin 2 ( )cos sin ( ) ( ) cos( 1 cos ) 2( )sin cos

d

x b x x y y dy b x x y y d
a c
d d x x b d xy x y b
c c a



            

         

 

    
          

   
          

 
2 2 2

2 ( ) sin 0x d
c

 
 

    
 

 

 

2 2 2

2 2 2

22 2

2 2 2

2 2
2 2 2

2

2 2
2 2 2

2

2 2 2 2
2 2

2 2

( ) 1

( )sin cos[( ) cos sin ] 1

( )

[( ) cos sin ] ( ) sin cos

( ) [( )cos sin ] ( ) sin cos

x y z
a b b

x yx y z
e f f

x b y b z
a

x y f x y f z
e

x b x y fy b x y
a e



    



  
  

   
 

    



     
 

   
      

  
       2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2

0

( ) [( ) cos 2( ) cos sin sin ] ( ) sin 2( )sin cos cos 0

sin 2 ( ) cos sin ( ) ( ) cos( 1 cos ) 2( )sin cos

f

x b x x y y fy b x x y y f
a e
f f x x b f xy x y b
e e a e



      
     

      
   

 

    
          

   
          

 
2 2 2

2 ( ) sin 0x f 
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  解兩交線之聯立方程式：
2 2 2

2 2
2 2

2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 2
2 2

2 2

2 2 2
2

2

s in 2 ( ) c o s s in( 1 co s ) 2 ( ) s in c o s

( ) ( ) c o s ( ) s in 0

s in 2 ( ) co s s in( 1 c o s ) 2 ( ) s in c o s

( ) (

d d xy x y
c c

x b d xb x d
a c

f f xy x y
e e

x b f xb
a

   
   

    

      

 

 
       

 
  

      
 

 
       

 

 
 

2 2
2 2 2

2

) co s ( ) s in 0x f
e


 











  

     
  
化簡後得到 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F      ，其中 

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

2 2

2

co s co ss in s in

2 co s s in 2 co s s in2 s in co s 2 s in co s

s in s inco s co s
   

2 co s 2 co s2 s in 2 s in

2 co s s in 2 co s s i2 s in co s

d fA
c e

d fB
c e

d fC
c e

d fD
c e

d fE
c

 
 

      

 
 

   
   

    
  

    

   

    

   

    2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

n 2 sin co s

co s co ss in s in

e
d fF d f

c e


  

   
   













 


       


 

從二元二次式的判別式中得知： 

1. 當 2B 4AC 0  時，此圖形為雙曲類 

2. 當 2 4 0B AC  時，此圖形為拋物類 

3. 當 2 4 0B AC  時，此圖形為橢圓類 

不論是屬於雙曲類或拋物類或橢圓類，交線二元二次方程式是否退化影響了公切球

存在情形：若二元二次方程式不退化，則存在無限多的解，即存在無限多個公切球；若

二元二次方程式退化，則其圖形可能為空集合或一點等。 

(二) 討論 

在前述的證明中， 2 2 0 Ax Bxy Cy Dx Ey F      為二元二次方程式， 

令△＝
2

2
2

A B D
B C E
D E F

，我們參考高中基礎數學第四冊： 

1. 當 2B 4AC 0  ，△＝0 時，雙曲線退化為相交於一點的兩直線。 
2. 當 2 4 0B AC  ，△＝0 時，拋物線退化為兩平行線，一直線或空集合。 
3. 當 2 4 0B AC  ，A△＞0 時，橢圓或圓退化為一點或空集合。 

然而，計算上有其複雜度和難度，我們改以窮舉三球所有關係（共 5
3H =35 種，如附

錄），加以連結分析。一般而言，給定任意圓心不共線三圓，任兩圓作圓錐曲線，則可得

八個交點，再將平面轉換成立體，則此８點分別成為空間中的８條曲線，曲線上每一點

皆為公切球球心，亦即公切球存在無限多個；而前證退化情形，可視為附錄中不存在公

切球的情況，如圖 4-1，圓 1C 、 2C 、 3C 不存在任何公切球。 

圖 4-1 
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示意圖 4-4 三組雙葉雙曲面交於無限多點 示意圖 4-3 上述三組雙葉雙曲面方程式之交線 

(三) 驗證 
我們試著代入一組數據，令 1X =(0,0)， 2X =(4+4 3,0)， 3X =(4,4 3)， 3 1 2 60X X X    ，

3 2 1 45X X X    ， 1 1r  ， 2 2r  ， 3 3r   
 

 
 
 
 
 
 

 化簡後得到 

1-2H 、 1-3H 、 2-3H 的交線方程式為 2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F      ，其中 

   

       

   

 

2 22 0 2
2 0 2 0

2 2

2 20 0 0 0
0 0 0 0

2 2

2 22 0 2 0
2 0 2 0

2 2

2 2 0

2

23.75 cos 60 15 cossin 60 sin 45
0.5 1

2 23.75 cos 60 sin 60 2 15 cos45 sin452sin 60 cos 60 2sin45 cos45
0.5 1

23.75 sin 60 15 sin 45cos 60 cos 45
0.5 1

2 23.75 4cos 60
2

0.5

A

B

C

D


    

 
     


    


   

       

   

2 2 0
2 0 2 0

2

2 20 0
0 0 0 0

2 2

2 22 2 0 222 2 0
2

2 15 (4 4 3 2 6)cos 454sin 60 2(4 4 3 2 6)sin 45
1

2 23.75 4cos 60 sin 60 2 15 (4 4 3 2 6)cos sin2 4sin 60 cos 60 2(4 4 3 2 6)sin45 cos45
0.5 1

23.75 4 cos 60 (4 4 3 2 6) 154 sin 60 23.75
0.5

E

F

 

 
     

   
        

  
    

2 0 22 2 0
2

cos 45 (4 4 3 2 6) sin 45 15
1





















   


 將此方程式輸入 GSP 繪出為一雙曲線，線上任一點皆為公切球的球心，如(圖 4-2)。

由此可驗證三球任三個雙葉雙曲面可能交於橢圓、雙曲線或拋物線，進而推論一般情況

下，三球有無限個公切球，如(圖 4-3)。  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1-2H = 
      

2
2 2

2 22

(2 2 3)
1

0.5 2.5 2 3 1.5 2 3 2.5 2 3 1.5 2 3

x y z      
   

   2 2 2

2 22

( 4) cos( 60 ) sin( 60 ) ( 4) sin( 60 ) cos( 60 )
1

0.5 23.75 23.75

x y x y z           
  1-3H 

   2 2
2

2 22

(4 4 3 2 6) cos 45 sin 45 (4 4 3 2 6) sin 45 cos 45
1

1 15 15

x y x y z                 2-3H 
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二、 n 球公切球最佳解探討 

在研究中，因 n 球排列的不同使得公切球的存在數量不一致，所以我們著手討論 n 球

公切球的最佳解──除「無限多個」之外的最多存在數目，得到滿足最佳解的充分條件後

進而求出其存在個數，討論如下： 

(一) n 球公切球最佳解的充分條件 

在 n 球公切球最佳解探討中，我們做了很多嘗試和分類研究，得到一滿足 n 球公切

球最佳解的充分條件──n 等球排列呈現最多組環形，而此充分條件是由兩種面向結合

而成的，其分述如下： 

面向一：n 等球球心圍成一組環形  
由【肆─三─（三）】知，n 等球球心圍成圓形時，公切球球心軌跡為一通過圓

心的垂直線，其存在無限個公切球。因此若將 n 球球心置於一直圓柱的上、下兩底

面圓周上(稱一組環形)，公切球球心軌跡重合，可得公切球數量較多，以六球為例，

請見(圖 5-1、5-2 )。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

面向二：環形組數多寡  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
圖 5-4 ８等球排列共有 
綠、藍、紅三組環形  

圖 5-3 ｎ球球心分布位置呈現不 
只一組環型時，有多組對稱面 

圖 5-1  n 球球心圍成一組環

形，其存在四個公切球 
圖 5-2  兩環的公切球軌跡不重

合，僅得到兩個公切球 

當ｎ等球球心的分布位置呈現不只一組環形時(n 等球球心置於一直圓柱的上、

下兩底面圓周上)，代表ｎ球含有多組對稱面，由(圖 5-3)可以知道，若對稱面的上方

存在公切球，則下方亦然，因此當對稱面存在數量越多，公切球球數存在越多，以

八球為例，請見(圖 5-4)。 
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a 

B 

P 
D 

 圖 5-5 

P 

 

 

 

 

(二) 九球以下公切球最佳解探討 
由上述滿足 n 球公切球最佳解的充分條件後，我們從正四面體、正八面體、正六面

體頂點開始探討(分別是四球、六球、八球)，再進而討論到五球與七球，討論分述如下： 

1. 四球公切球最佳解詳述 

(1) 四球內外判別： 

在四球最佳解探討中，我們利用四等球在正四面體頂點上進行探討。令正四面

體邊長為 a，四球半徑為 b，公切球半徑 r，公切球球心為 P。 

a. 全外切型： 

此情形公切球球心即正四面體中心(各底面高的交點)，而其半徑為PB b ，

又PB為正四面體外接球半徑( 6
4

PB a )，可推得 r= 6 -
4
a b，如(圖 5-5)。 

 

 

 

 

 
b. 三外一內切型： 

令外切於公切球的已知球 A、內切於公切球的已知球 B，兩球球心皆在正多

面體的頂點上，底面外心 C；連接 BC，BC＝
6

3
a，接著連接 AP、 AC，如

圖(5-6)，在 APC 中，以畢氏定理和BC可列式 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

由此兩面向，我們可以得到形成 n 球公切球最佳解的充分條件：n 等球排列呈現最

多組環形，在此考量之下，得到當 n 等球球心在含有最多組對稱面的正四面體、正六面

體、正八面體頂點時必有最佳解，另外因為頂點個數的限制，所以我們將 n 球分為九球

以下、九球以上分別探討。 

   

   

 
 

2
2

2 2
2

2 2

2

2
3 2 2

2 2

6 3    
3 3

6 3
3 3

2 2 6 1( ) 4
3 3 3

2 6 2 6 4
3 3

2 6
6 46 2 4 63

4 242 6 4 64
3

a r b r b a

a r b r b a

a a r b rb a

a ar b rb

a ab a a ba a b abr
a b a ba b
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X
 

X2 

X3 
X4 

M1 
P 

M2 

圖 5-7 

2
2
a

2
a

2
a

P 

圖 5-8 

從上述公切球半徑 r 的探討，因 a、b＞0，所以解必為正數，又將所得 r 代

回驗算亦符合所求，由此得知三外一內切型公切球確實存在。 

 

 

 

 

 

 
 

c. 兩內兩外切型： 
令球心 1X 、 2X 一組，球心 3X 、 4X 一組，連接 1 2X X 、 3 4X X ，作 1 2X X 的垂

直平分面，與 3 4X X 的垂直平分面交於 L，如(圖 5-7)，則公切球球心必在直線

L 上，我們以此為前提進行兩內兩外切型公切球的討論。 

由上求得的直線 L 交正四面體於兩邊中點 1M 、 2M ，取 1 2M M ，利用畢氏定

理
2 23

2 2
aa

           
1 2M M ＝

2
2
a。接著，將 1 2M M 上的 P 點連接 1X 、 4X ，如

(圖 5-8)，利用畢氏定理由直角 1 1M X P 、直角 4 2PX M ，找出通式 

   

 

2 2
2 2

22 2

2 2 4 4
6 4 2 2 4

2 4 2 2

2
2 2 2

14 2 ( )
2 2

1 12 6 64 1282 4
16 2 32 4

a ar b r b a

arb a a r b

a b a a a a b a br
b a b a

           
   

      
 

    
   

 

 

由上述算式的推導，我們可以由 a、b 的不同得到公切球半徑，進一步得知

兩內兩外切型公切球的存在性。 

 

 

 

 

 

 
d. 一外三內切型： 

令外切於公切球的已知球 A、內切於公切球的已知球 B，兩球球心皆在正

多面體的頂點上，底面外心 C；連接 BC，BC＝ 6
3
a，接著連接 BP、AC ，

其中BP= 3
3
a，如圖(5-9)，在 BPC 、 ABC 中，以畢氏定理可列式如下，

求得公切球半徑通式。 

圖 5-6 

B 

C A 
P 

P 

3
3

 

6
3
a 
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C 

A 

C
P 

圖 5-9 

B 
C 

 

 

2
2 2

2 2
2

2

2 2 3

2 2

6 . ... .. ... .. ... .. .
3

3 . .. ..
3

          

6 3
3 3

2 6 2 64 0
3 3

4 6 2 6
2 4 4

r b P C a

P C a r b

r b a a r b

r b a a a b

a b a b ar
b a


  


         

   
           

   
   

          
   

 
 



由 代 入
 

    

 

 
 
 
 

e. 全內切型： 

在全內切型公切球中，由於球心在正四面體的中心與全外切型相同，因此只

有公切球半徑改變，其計算方式為
6

4
a b (

6
4
a為正四面體外接球半徑)。 

(2) 四球公切球的數量關係比較表： 

我們將四球公切球的種類、最佳解的示意圖、公切球半徑及個數彙整如下表，

以供比較參考，請見表 1-1、表 1-2。 
     表 1-1 

內切個數 4 3 2 1 0 

外切個數 0 1 2 3 4 

公切球存在個數 1 4 6 4 1 
     表 1-2 

公切球種類 全外切型 三外一內切型 兩內兩外切型 

示意圖 

 
 
 
 
 

 

 

公切球個數 1 個 4 個 6 個 

公切球半徑 6 -
4
a b  

 
 

6 4

4 6

a a b

a b




 

6 4 2 2 4

2 2

6 64 128
32 4

a a b a b
b a

  


 

○2  ○1  

○1  

○2  
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圖 5-10 

公切球種類 一外三內切型 全內切型 

示意圖 

 
 
 
 
 

 

公切球個數 4 個 1 個 

公切球半徑 
3 2 2

2 2

6 2 4 6
4 24

a a b ab
a b
 


 6

4
a b  

公切球總數：16 個 

2. 六球最佳解探討簡述： 

接續上述研究，我們先以正八面體進行探討，也就是以正八面體的六個頂點為已

知等球球心，討論其公切球的存在情形。令正八面體的邊長為 a，六等球的半徑為 b，

正八面體中心為 P(P 與各頂點等距)。 

(1) 全內、全外切型： 

在全外、內切情形中，公切球的球心為正八面體的中心，而半徑為 PA-b 與

PA+b 。又 PA 為正八面體外接球半徑
2 a

  2
，公切球半徑分別為全外切的

2 a-b
  2

 

與全內切的
2 a+b

  2
，如(圖 5-10)。 

 
 

 

 

 

(2) 三外三內型： 

如(圖 5-11)，於 ABC 的外心上做垂線 L。接著以畢氏定理算出公切球半徑後，

即可推得公切球球心。如(圖 5-12)利用圖上綠色兩直角三角形列出公切球半徑公

式
2 2

2 23a 3a 6a(r+b) - + (r-b) - =
3 3 4

   
      
   

，化簡結果見表 2-2。此公切球每個面各有

一個，故有八個公切球存在。 
 

 
 
 

 
 
 

P 

A           B 
C 

D 
E F 

P 

P 

D 

A 

3 a
3

 

r b

r b－

6
6
a

 

圖 5-12 圖 5-11 

A           
B C 

D 
E F 

P 

L 
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(3) 六球公切球的數量關係比較表： 
我們由上述討論彙整出公切球內外切性質、示意圖、公切球半徑以及個數，

以供參考比較，請見表 2-1、2-2。 
表 2-1 

內切個數 0 1 2 3 4 5 6 
外切個數 6 5 4 3 2 1 0 

公切球存在個數 1 0 0 8 0 0 1 
表 2-2 
公切球種類 全內切 三內切三外切 全外切 

示意圖 

   

公切球半徑 
2a +b
2

 
6 2 4 4 2

2 2

216a +192a b -2642a b
256b -24a

 (取正) 2a -b
2

 

公切球個數 1 8 1 

3. 八球最佳解探討： 
在八球最佳解探討中，以正六面體頂點為已知等球球心，討論其公切球的存在情

形。令正六面體的邊長為 a，六等球的半徑為 b，正六面體中心為 P(P 與各頂點等距)。 

(1) 全外切、內切型： 
在全外、內切情形中，公切球的球心為正六面體的中心，而半徑為 PG-b 與

PG+b 。正六面體外接球半徑 PA ＝ 3 a
  2

(小正六面體對角線)，公切球半徑分別為

全外切的 3 a-b
  2

 與全內切的 3 a+b
  2

，如(圖 5-13)。 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 四內四外切型： 
如(圖 5-14)，以平面 ADHE 為例，經計算後得到球心在通過外心且垂直於平

面 ADHE 的四內四外切型公切球，其餘面亦然，因此在此種情形可得六個公切球。 
 
 
 
 
 
 

圖 5-13 

P 

A B C 
D 

E 
F 

G 
H 

A 

B 
C 

D 
E 

F 
G 

H 

 
圖 5-14 
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(3) 八球公切球的數量關係比較表： 

我們由上述討論彙整出公切球內外切性質、示意圖、公切球半徑以及個數，以

供參考比較，請見表 3-1、3-2。 
表 3-1 

 

 

 
表 3-2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 五球最佳解探討簡述： 

由六球最佳解探討，我們視五球為拿掉正八面體頂點上任意一球的情形。設正八

面體 ABC-DEF，令正八面體的邊長為 a，五等球的半徑為 b，正八面體中心為 P(P

與各頂點等距)。 

(1) 內外判別公切球： 

a. 全外切、內切型：  

在全外、內切情形中，公切球的球心為正八面體的中心，而半徑為 PA-b 與

PA+b 。又 PA 為正八面體外接球半徑
2 a

  2
，公切球半徑分別為全外切的

2 a-b
  2

與全內切的
2 a+b

  2
。如(圖 5-15 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

外切個數 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

內切個數 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
公切球存在個數 1 0 0 0 6 0 0 0 1 

公切球性質 全外切 四內四外切 全內切 
 
 

示意圖 
 
    

公切球半徑 
2a +2a – b
2

 
2 4 6 4 2

2 2

16a b +3a -16a b
8b -2a

  
2a +2a +b
2

 

公切球個數 1 6 1 

P 

圖 5-15 

A           
C 

D 
E F 

P 

B 
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b. 四內一外、四外一內切型： 

已知公切球球心於 PA 上，以畢氏定理算出公切球半徑後，即可推出公切球

球心。利用圖中綠色直角三角形列出公切球半徑公式
2

2 3a 2a(r+b) - +(c-b)=
3 2

 
   

，

經計算此兩種情況各存在一個公切球，如(圖 5-16)、表 2-1。 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

c. 三外兩內與兩外三內型： 

已知公切球球心在垂直於通過外心且垂直於△ABC 的垂直線上，接著以畢

氏定理算出公切球半徑，如(圖 5-17)，圖上兩綠色直角三角形可利用畢氏定理

求出公切球半徑公式
2 2

2 23a 3a 6a(r+b) - + (r-b) - =
3 3 4

   
      
   

，如(圖 5-18)，化簡結果

詳如表 3-1。而在其餘三面(△ABE、△AED、△ADC)重複此步驟後，可得八

個公切球。 

 

 

 
 

 
 
 
 
 

3 a
3

 

P 

D 

A 

3 a
3

r b
 

r-b 

6
6
a

圖 5-18 圖 5-17 

A 

P 
C 

D 
E 

B 
A 

2 a
2

 

2 a
2

 

A 

B 

r+b 

r-b 
P 

X 

A 

C 

D 

E P 

B 

A 

B 
C D 

E P 

A 

B 
C D 

E 
P 

2 a
2

 

2 a
2

A 

B 

r+b 

r-b 
P 

X 

圖 5-16 

X 

X 

X 
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圖 5-19 圖 5-20 

(2) 五球公切球的數量關係比較表： 
我們由上述討論彙整出公切球內外切性質、示意圖、公切球半徑以及個數，

以供參考比較，請見表 4-1。 
表 4-1  
公切球性質 全外切型 一內四外切型 

示意圖 

  

公切球半徑 2a -b
2

 
2 3 2

2 2

-2a b+ 2a -4 2ab
2a -16b

 

公切球數目 1 1 
公切球性質 三外二內切型 二內三外切型 

示意圖 

  

公切球半徑 
6 2 4 4 2

2 2

246a +192a b -2642a b
256b -24a

 (取正) 
6 2 4 4 2

2 2

246a +192a b -2642a b
256b -24a

 (取正) 

公切球數目 4 4 
公切球性質 四內一外切型 全內切型 

示意圖 

  

公切球半徑 
2 3 2

2 2

2a b+ 2a -4 2ab
2a -16b

 2a +b
2

 

公切球數目 1 1 

5. 七球最佳解探討： 
在七球最佳解討論中，七球視為將正六面體頂點中任意取走一個，因此其討論方

式皆同八球公切球的情況。而公切球可區分為全外切、內切型，如(圖 5-19)、四內

三外切型、三內四外切型公切球，如(圖 5-20)。 
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在上述的七球最佳解討論中，我們以表格整理結果，表 5-1 為七球最佳解的歸納

表，表 5-2 則為七球的公切球簡表，其中包括了公切球示意圖、個數、半徑，經過

統計，公切球個數總共有八個。 
        表 5-1 

  
 

 
 

表 5-2 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(三) 九球以上最佳解公切球球數探討 

當 n 球(n≧9)時，正十二面體和正二十面體頂點無法如其他正多面體圍出兩組以上

的環形(對稱面至多存在一個)。其違背了構成最佳解公切球數的充分條件，以九球為例，

如(圖 5-21、圖 5-22)，公切球排列至多呈現一組環形。 

 

 
 
 
 
 

 

外切個數 7 6 5 4 3 2 1 0 
內切個數 0 1 2 3 4 5 6 7 

公切球存在個數 1 0 0 3 3 0 0 1 

公切球種類 全外切 三外切四內切 

示意圖 

  

公切球半徑 
2a +2a – b
2

 
2 4 6 4 2

2 2

16a b +3a -16a b
8b -2a

  

公切球個數 1 3 

公切球種類 四外切三內切 全內切 

示意圖 

  

公切球半徑 
2 4 6 4 2

2 2

16a b +3a -16a b
8b -2a

  
2a +2a +b
2

 

公切球個數 3 1 

圖 5-21 圖 5-22 
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圖 5-23 

C1 
 

C2 
 

A 
 

B 
 

C1 
 

C2 
B 
 

A 
 

由上，因為九球以上的球心排列只有一組環形的限制，所以 n 等球公切球最佳情形

(n 為≧9 的任意數)的限制皆相同，以 10 球為例，令球心所在環形 C1、C2，圓心 A、B，

且半徑為 a，公切球球心為 P，公切球半徑 r，h 為兩環形之間的距離，其討論分述如下： 

1. 全內切和全外切： 

首先連接 AB，作 AB中點( AB即為 h)，中點即為全內切或全外切型公切球球心，

如(圖 5-23)。所以
2

2r=
4
h a b   (全外切時)，ｒ=

2
2 +

4
h a b  (全內切時)。 

  

  

  

  

 

 

 

  

2. 一環內切，一環外切： 

令 10 等球球心於兩環 C1、C2 上，連接 AB ( AB即為 h)，10 等球半徑 b，如(圖

5-24)，由直角APE 和直角  PBF，可用畢氏定理，

   2 22 2r b a r b a h      ，得到公切球球心與半徑，即可確認其存在性。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P 

C1 

C2 
F B 

E 
A 

圖 5-24  

P 
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3. 九球以上公切球存在性的個數統計表： 
由以上九球以上公切球最佳解探討，我們彙整出表 6-1 以供參考比較，且九球

以上公切球限制皆相同，因此我們以 10 球為例，以下分別是公切球半徑、存在個

數、示意圖的比較。 
表 6-1 

 全內切型 一環內切一環外切 全外切型 

公切球半徑 
2

2

4
h a b   

3
62

3
4

3
68 2  abab  

2
2 +

4
h a b  

示意圖 

 

 

 

公切球存在個數 １ ２ １ 

由於九球以上公切球探討條件與上述十球公切球雷同，因此九球以上公切球最佳解

情形皆與上述討論相同，其公切球存在數目為 4 個。 

(四) n 球公切球最佳解存在性的實際驗證 
 
 
 

 
表 7-1 

 全外切型 三外切三內切 全內切型 

公切球半徑 2
2
a b  

6 2 4 4 2

2 2

216a +192a b -2642a b
256b -24a

  2
2
a b  

a=4，b=1 代入 
(四捨五入後) 

1.83 3.59(取正根) 3.83 

示意圖 如(圖 5-25) 如(圖 5-26) 如(圖 5-27) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 圖 5-25 

 
圖 5-27 圖 5-26 

我們用公切球半徑通式和正多面體邊長計算出實際公切球半徑，再以 Cabri 3D 度量

工具驗證，以六球為例，共有 10 個公切球，公切球種類分為三種，令正八面體邊長 a，

六等球半徑 b，公切球半徑 r，算出 r 的一般式後，以 a=4，b=1 代入，Cabri 度量工具驗

證，經計算後皆與之符合，表 7-1 是我們所作的驗證資料： 
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S1 S2 S3 

公切球球心從遠處逼近平面 

圖6-2 

三、 用極限的概念探討公切球之存在性 

 

 

 

 

 

(一) 將公切面視為半徑無限大的公切球 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

前述圓錐曲面的作圖法過程相當複雜，而且對於空間中的繪圖又有其一定的難度，因

此我們思考是否能夠在不作圖的情況下，也能獲得一樣的判斷結果？從作圖過程中，我們

有了新的想法：「公切線是半徑無限大的公切圓、公切面是半徑無限大的球」，甚至將「平

面上的圓視為半徑趨近於零的圓，n球視為半徑趨近於零的球，即幾何中最基本的幾何圖形

──點」，針對這兩個觀點，討論如下。 

平面狀況中，兩外離圓 1F、 2F 的公切線有 4 條，分別為 1L 、 2L 、 3L 、 4L ，如(圖 6-1)。

將 4 條直線都視為半徑無限大的公切圓。以 1L 為例，當半徑慢慢縮小時，圓心 1O 漸漸接

近(由 O1-1 到 O1-2)，且圓心之軌跡為雙曲線或直線。 

在半徑縮小時，曲率作連續性的改變，公切圓必有一時與圓 3F 相切，情況分別有兩種，

一種為外切第三圓如圓 C1，另一種為內切第三圓如圓 C2，因此公切線可以判斷有兩個公

切圓的存在。 

圖6-1 

承接上述想法，令空間中 3 球皆外離，分別為 1S 、 2S 、 3S ，我們將公切面視為一半

徑無限大公切球的一部分，當半徑慢慢縮小時，球心也會慢慢移動，其軌跡為一曲線。 

反之，公切球的球心在曲線上移動時，公切球半徑會改變，面的弧度也會隨著連續性

的改變，因此只要在空間中與第四球相切，便可決定其公切球。 
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空間中三球 1S 、 2S 、 3S 的一個公切面為 1E 。將面視為半徑無限大的公切球。當半徑

慢慢縮小時，球心 1P 漸漸接近(由 P1-1 向 P1-2 移動)。在半徑縮小時，弧度作連續性的改變，

公切球必有一時與第四球 4S 相切，情況分別有兩種，一種為外切第四球如球 Q1，另一種

為內切第四球如球 Q2，因此一個公切面可以代表兩個公切球的存在。如(圖 6-3)。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖6-4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

公切面代表有公切球的存在，三球有八個公切面，其公切球球存在數目列於表 8-1。 

 

 

1S  

3S  

3S  4S  

1 1P  

1 2P  

1Q  2Q  

圖6-3 

設空間中 3 球 1S 、 2S 、 3S ，作一個無限大的公切球(即公切面)，並將公切球半徑慢慢

縮小。當空間中出現第 4 球 4S 時， 1S 、 2S 、 3S 的公切面弧度逐漸變大，與空間中第四球 4S

外切、內切。 

由於三雙曲面必交於一曲線，所以三維空間中三球公切球球心軌跡為八條曲線，取曲

線上任一點(亦為公切球球心)，將點拉到無限遠處，所形成的公切球亦愈變大，直至成為

公切面，由此可推論：三球存在相異八個公切面，又每一個公切面都能推得兩個公切球，

因此可推算出 4 球公切球數量最多為 16 個。如圖(6-4)。 
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圖 6-5 有無限個球可過相同三點 圖 6-6 有特定一球可過四點 

表8-1 

面的代號 E1 E2 

示意圖 

  
公切球個數 2 2 

面的代號 E3 E4 

示意圖 

  
公切球個數 2 2 

面的代號 E5 E6 

示意圖 

  
公切球個數 2 2 

面的代號 E7 E8 

示意圖 

  
公切球個數 2 2 

(二) 將n球視為半徑趨近於零的點 
 
 
 

 
1. 將相異三球視為相異三點，探討公切球之存在性 

 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 

S1 
S2 S3 S1 S2 S3 

S1 

S2 
S3 S1 S2 S3 

S1 
S2 S3 S1 

S2 
S3 

S1 
S2 

S3 S1 S3 S2 

從無限遠處看空間中的球就像一個點，如同在外太空看地上的物體一樣，我們試著

將自己拉到無限遠處，將「探討空間中 n 球公切球存在情形」的問題轉換為「空間中 n
點共球與否」的問題：想像自己從無限遠處觀看給定的 n 個球，其半徑幾近於零，將之

視為空間中給定的任意 n 個點。 

在三維空間中，由球的方程式      2 2 2 2- - -x a y b z c r   可知不共面相異

四點方可定義唯一一球，若僅以三點代入方程式，並不足以求得唯一的球方程式，

甚至有無限多組解，代表著三點不足以定義唯一球面如(圖 6-5)，由此可推得空間中

給定球心不共線的相異三球有無限個公切球。 
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2. 將相異四球視為相異四點，探討公切球之存在性 

 
 
 
 
 
 

3. 將相異 n 球視為相異 n 點，探討公切球之存在性 

 
 
 
 
 

 

四、 公切圓和公切球的比較 

三維空間中的 n 球公切球探討是以平面上 n 圓公切圓的研究基礎所建立的，因此我們

將兩者之間的差異和相同處彙整以供比較參考，請見表 9-1。 

表 9-1 

註：公切圓部分參考比較自第四十八屆全國科展──有圓千里切線牽~探討 n 圓公切圓之存在性 

 

 

 

 

 

 n 圓公切圓探討 n 球公切球探討 

公切圓/球心求法比較 

1. 圓錐曲線性質作圖法 

2. 反演作圖法 

3. 方程式求解法 

1. 圓錐曲面性質作圖法 

2. 圓錐曲面方程式作圖法 

公切圓/球心的軌跡型態 圓錐曲線相交所形成的交點 圓錐曲面相交所形成的交線或點 

求方程式時所出現的軌跡圖形 雙曲線、橢圓 雙曲面、橢球 

圓/球分布的特殊情況 

(使公切圓/球數量無限) 
n 圓皆切於一點，如(圖 7-3) 當 n 等球排成環形時，如(圖 7-4) 

圓/球分布的最佳情形 (使公切

圓/球數量多於一般情形) 

視圓數而定，並無一定的規

則，而九圓公切圓個數皆為

2 個，如(圖 7-1)  

當 n 球在正多面體的頂點，且球

等大，如(圖 7-2)，或球心共線之

球切於一點 

圖 7-2 圖 7-1 圖 7-4 圖 7-3 

承上，給定不共面相異四點，將四點座標代入球的方程式可得唯有一解，代表四

點決定唯一球面，我們將之視為公切球面，如(圖 6-6)。從無限遠處拉近與給定四球

的距離，趨近於零的半徑略為變大，此時公切球與每個點都可視為內、外切兩個情

形，經推算後，可將公切球比作全內切、一內三外、二內二外、三內一外、全外切

型的公切球，即存在 42 =16 ( 4 4 4 4 4
0 1 2 3 4= + + + +C C C C C )個公切球 (取外切球數來探討，全內

切個數為 4
0 1C  、三內一外 4

1 4C  、二內二外 4
2 6C  、一內三外 4

3 4C  、全外切 4
4 1C  )。 

 
設球 A、B、C、D、E 點在無限遠處視為點 A、B、C、D、E(五點不共面)，當從

遠處拉近距離時，球心不共面之相異四球 A、B、C、D 可定義 16 個公切球，此時第

五球若與其中之ㄧ公切球相切，則其半徑與球心位置已被限制，不見得能與其它 15
個公切球相切，由此可知相異五球的公切球數必不大於 16 個公切球。 

由 1.2.3.我們再次驗證相異三球存在無限多個公切球，相異四球存在最多相異 16 個

公切球，然而五球以上無法依此判斷公切球的存在性及其存在時的實際數量。 
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陸、 結論 

一、 將平面公切圓轉換成立體公切球 

 

 

 

 

二、 圓錐曲面探究公切球 

 

 

 

 

 

三、 以方程式探討公切球存在性 

 

 

 

 

   

   

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) 1

( )cos sin ( )sin cos
1

( )cos sin ( )sin cos
1

x y z
a b b
x y x y z

c d d
x y x y z

e f f



     

     

 
  


       

    
   


 

四、 n 球公切球之最佳解球數 

(一) n 球的特殊排列存在無限多個公切球，即 n 球排列成環形或 n 球球心共線且彼此相切

於一點時。 

(二) 在一般情況下 n 球公切球並非存在一定數，本研究探討 n球公切球的最佳解──除「無

限多個」之外的最多存在數目，並利用正多面體頂點為 n 等球球心，一一探討其公切

球最大的存在數。隨著給定球數的增加，公切球的存在數也相對減少，當球數為九球

以上時最多公切球存在 4 個。我們將最佳解公切球存在數目列出表格及繪製成折線圖

如下： 

 

已知在２圓公切圓探討中，可利用雙曲線及橢圓求得公切圓的圓心軌跡，而我們將雙

曲線的貫軸(或橢圓的長軸)為旋轉軸旋轉，於是２圓經旋轉後轉換為２個以其焦點（即２

圓圓心）為球心的球。相對地，原本的雙曲線或橢圓也經旋轉後變為雙葉雙曲面或橢球，

而其面上任ㄧ點即為經轉換後的兩球公切球球心軌跡。 

求一通過空間中兩球球心的平面，再做出平面與兩球截圓的公切圓軌跡（即圓錐曲

線），將此圓錐曲線以貫軸為旋轉軸旋轉(亦可將之視為所有通過兩球心平面截圓的公切圓軌

跡)，得到圓錐曲面。 

在ｎ球公切球探討中，我們只需重覆作上述動作，得到各球之間公切球的球心軌跡，

而當交線上有
( 1)

2
n n 

個圓錐曲面時，其交線上任ㄧ點即為 n 球公切球球心。 

 

我們利用圓半徑和兩圓圓心距推導出雙葉雙曲面的標準式，並利用旋轉軸公式、空間

中雙葉雙曲面的標準式求出兩兩球之間公切球球心軌跡(即雙葉雙曲面)的方程式，利用方程式

存在無限多解驗證三球一般情況時存在無限多的公切球球心，進而推得一般情況時三球存在無限多

個公切球。進一步證實在三球公切球作圖時三雙葉雙曲面皆交於一線的發現，而過程中利用轉軸公

式推導的三個雙葉雙曲面標準式(二元二次方程式)如下： 
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n 球公切球數 2 3 4 5 6 7 8 9 ∞ 
公切球數最佳解 ∞ ∞ 16 12 10 8 8 4 4 

n球/圓公切球最佳解個數統計表
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五、 判別最佳解公切球球數 
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(一) n 球公切球最佳解存在性的實際驗證 

將求得的公切球半徑通式以數字代入後，算出其實際數字，再以 Cabri 3D 度量軟體作

圖進一步驗證其存在性。 

(二) 極限概念探討公切球    

1. 將平面上的公切線視為半徑無限大的公切圓，空間中切平面視為半徑無限大的公

切球，透過無限遠處公切圓(球)心的逼近，驗證並支持三球公切球存在無限多個的

發現，及四球存在 16 個公切球。 

2. 想像研究者拉到無限遠處，給定三球相形之下逐漸縮小，半徑幾近為零，相當於

三個點，又三點無法決定為一球面，可推得三球存在無限多個公切球；同理，給

定不共面相異四球，依空間中相異四點決定唯一一球，及四球分別可與公切球內、

外切的差異，仍可推論四球存在 16 個公切球；而五球以上的情況，也因侷限於四

點決定唯一球面而受限，致使其公切球數必不足 16 個。 

 



【評語】030405 

推廣 n 圓公切圓的研究成果，設置旋轉軸探查旋轉曲面，與

n 球公切球的球心軌跡、球半徑，分從全外切、有外有內切、

全內切的情況，也從同徑球分布於正多面體的頂點的情況，

表現數量關係，逐類判別，內容豐富，系統分明，值得肯定。 

引入極限概念，視平面為半徑為∞的球面，將切平面問題融

入，考慮周全。代數計算在座標化系統中操作，掌握符號運

算的便利，值得鼓勵。 
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