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神奇的 k 值─畢氏數的完全解 

摘要

 

壹、 研究動機 

貳、 研究目的 

一、 探討四元二次不定方程式 2222 z ωγχ =++ 的正整數完全解 

二、 推廣到五、六、七、……元的二次不定方程式正整數完全解探討 

三、 探討 N元二次不定方程式 2 
n

2 
1-n

2 
3

2 
2

2 
1 χχχχχ =++++ LL 的正整數完全解 

四、 推廣到型如

的正整數完全解探討 

參、 研究過程 

一、 在第四十七屆的全國中小學科展中，有一件作品為廣義的畢氏定理型

式— ( ) 2222
ACABBC ++= 平行線段長 探討。文中談及每一個△(不論是銳

角、直角或鈍角△)都存在兩個依次垂直各邊的垂直△(順逆時針方向各一

關於型如 的四元二次不定方程的正整數解的一般式，在各篇報

告或各著作書上，基於不同的觀點，站在不同的角度去研究，各有各的結果公式，

但經過詳細的檢查，都會發現一些漏解，當擴充到更多元時，漏解必然更多。本

文透過第 47 屆利用銳角Δ、鈍角Δ及直角⊿擴充廣義畢氏定理的探討，擷取 

”平行線段”及其 k值的概念，發展出一整套 N元二次不定方程正整數解的一般

式，並進一步擴展到型如  

。 

 

畢氏定理 =+ 22 γχ 2z 的正整數解是 ( )2222 ,2, nmmnnm +− ，其中 m,n 為任

意正整數，這表示式涵蓋了所有的畢氏數解，而在一般數學刊物中談到勾股

數的推廣時，總是把 2222 z ωγχ =++ 中的 χ ,γ ,z分別當成長方體中的長,寬,

高來做比喻，也因為受限於這個概念，我們在一本刊物從勾股定理談起中看

到它的一般解為 22 nmnz ,mn m ,mn +=+== γχ 22 nmnm, ++=ω ，其中m,n

為任意正整數，這是中國數學家嚴鎮軍、盛立人所發現的，可是我們偶然發

現(12,15,16,25)這一組解並不在裡面，陸陸續續也有一些其他解被發現不

在裡面，這強烈的引起我們的好奇，是否應該有一個更正確的一般解？於是

請教老師並展開一連串的研究。 
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個)，如圖(1)～(3)， 

 

 

 

圖(1)中，△DEF 為順時針方向依次垂直△ABC 的三邊，△GHI 為逆時針方向

依次垂直△ABC 的三邊。文中發現 BC//GD 且
2222

BCDCGDBG =++ 。 

圖(2)中，△DFA 為順時針方向依次垂直△ABC 的三邊，△DEA 為逆時針方向

依次垂直△ABC 的三邊。文中發現平行BC的平行線段退化為 0，所以
2222

BCAC0BA =++ 。 

圖(3)中，△DEF 為順時針方向依次垂直△ABC 的三邊，△GHI 為逆時針方向

依次垂直ΔABC 的三邊。文中發現 BCFI // 且
2222

BCFCIFBI =++ 。該文作

者以 l=AB 、 mAC = 、 nBC = ，利用所發現的“平行線段”，在各種類的

三角形中，導出其畢氏數組。例如從正△中導出唯一的一組畢氏數組

(2,1,2,3)，從等腰△中取得(6,7,6,11)、(24,23,24,41)、(12,1,12,17)…

等，從直角△中，取得(20,9,12,25)、(156,25,60,169)…等，最後用三角函

數推算出以 l、m、n為三邊長的畢氏數組一般式

( 222222  , 2 , 2 , nmmnnnm ++−+ lll )，這組一般式經檢討後發現，當 nm +=l

時，這個一般式就能轉換成嚴鎮軍與盛立人所發現的畢氏數組

( 2222  ,  ,  , nmnmnmnmnmmn ++++ )，又當 nm +≠l 時，就涵蓋了所有被遺

漏掉的畢氏數。這在四元二次不定方程 2222 ωγχ =++ z 的整數解中應算完

整，可是評審認為只有這 nm,,l 的三角形構想不太夠，作者應再往下延伸，

例如在四邊形邊長 ρ,,, nml 中也要能找到類似的構圖才好。因此今年我們以

此為題材，希望能往下再延伸。 

二、從立體圖形中去尋求解答 

    首先我們觀察 “47 屆”科展作者之所以可以找到那組畢氏數

一般解，是因為從直角△開始，如圖(4)，直角ΔABC 中， BCAE ⊥ 、

BAED ⊥ ，很快的就能找到那條“平行線段”，又這直角△先天上

就具有一個等式 222 z=+ γχ ，我們費盡心思要在立體圖形中找到如

同前文中的條件或類似條件，以便能在五元二次不定方程中找到整

數解的一般式。敘述如下： 

我們觀察到三維座標上也有一個類似 222 z=+ γχ 的等式，如圖（5）      

E

F
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H
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I

B C

A

X

ZY
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B

圖(4) 

圖(2)直角△

E

F

D

A

B C

E

D

F I

G

H

A

B C

圖(1)銳角△ 圖(2)鈍角△
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( ) ( ) ( ) ( )2222 ABCBOCAOC 面積面積面積面積例如 ∆=∆+∆+∆AOB    

驗證如下:左式
222

222







+






+






= zz γχχγ
 

             ( )222222

4

1
zz γχγχ ++=  

而右式 ( )面積ABC∆ 應先計算 面積ABC∆  

如圖(6)，設 PAB =+= 22 γχ  

              QzAC =+= 22χ  

              RzBC =+= 22γ  

利用海龍公式 

2222

RQPQRPPRQRQP
ABC

−+
•

−+
•

−+
•

++
=∆ 面積

         

( ) ( )




 −−•





 −+=

22

4

1
QPRRQP  

            

( )( )PQQPRPQRQP 22
4

1 +−−+−+=  

( ) ( )22
2

4

1
RQPPQ −+−=  

            

( )PRQRPQRQPPQ 2224
4

1 222 −−+++−=  

222222
4

1
RQPQRPRPQ −−−++=  

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )222222222

222222222222 222
4

1

zz

zzzz

+−+−+

−++++++++=

γγγχ

γχγγχχγχ
 

4224

422442244222222

22422222222224

2

222222

22222222
4

1

zz

zzzzz

zzzz

−−

−−−−−−−−++

++++++++=

χχ

γγγγχχγχγχ

γγχγχγγχχχ

 

x2+z2

x2+y2

y2+z2

B

C A

圖（6） 

圖（5） 

O

C(0,0,z)

A(x,0,0)

B(0,y,0)
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222222 444
4

1
zz χγγχ ++=  

222222

2

1
zz χγγχ ++=  

          

我們發現右式

( )
2

2222222

2

1





 ++=∆ zzABC χγγχ面積 ( ) 左式=++= 222222

4

1
zz χγγχ  

，因此基本上以這四面體 OABC 的四面“面積”

類比原畢氏定理中直角△的三邊長的“長

度”，恰可形成對稱的類比。觀察圖（4）的直

角△ABC 中有一條“平行線段”，希望在四面體

OABC 中也有一個類比的“平行面”，如圖（7），

平面 DEF 平行平面 ABO，明顯的△DEF～△ABO，

假設它們的對應邊縮放比為 k倍（0<k<1）。 

並假設存在

( ) ( ) ( ) ( ) =∆+++ 2222 DEFABEDOADFOBEF 面積面積面積面積  

( )2OAB面積底面∆ ，進而求出 k值 

在圖(7)中 ( ) ( ) ( )( )  , k-1z,0,kD , O(0,0,0) , z0,0,C , ,00,B , ,0,0)A( χγχ  

( )( ) ( )( )k-1z0,0,F , k-1z,k0,E γ  

代入 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22222 OABDEFABEDOADFOBEF ∆=∆+++  

得 =







2

2k
2

1 χγ  
2

2

1







 χγ  

( )[ ] ( )[ ] ( )( ) 22224222222222222 kk-1zzk-1zk-1z γχγχχγγχγχ =+++++∴  

( )( ) 22224222222222222 kk-1zzzz γχγχχγγχγχ =+++++∴  

( )( ) ( )42222222222 k-1k-1z2z2 γχχγγχ =++∴  

( )( ) ( )2222222222 k1k-1z2z2 +=++∴ γχχγγχ  

( ) ( ) 222222222222222222 kz2z2k-z2z2 γχγχχγγχχγγχ +=++++∴  

( )22222222222 z2z22kz2z2 χγγχχγ ++=+∴  

2
222222

2222

k
zz

z2z =
++

+∴
χγγχ

χγ
 

D

E
O

C

A

B

F

圖(7) 
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得
222222

2222

zz

z2z
k

χγγχ
χγ
++

+=  

當找到 k值之後接下來就可以去找五元二次不定方程的畢氏數了 

如圖(8)，設 z
2

1
m1 χ==∆ 面積AOC  

 

z
2

1
mBOC 2 γ==∆ 面積 222222

3 zz
2

1
mA χγγχ ++==面積BC  

χγ
2

1
mA 4 ==∆ 面積OB  

我們想利用這四個未知數 4321 m,m,m,m

來表示一個五元二次不定方程式的解，方

法如下:  

1. 由前文假設存在那個平行平面△DEF 的

情況下，取得 k值 

2 
4

2 
2

2 
1

2 
2

2 
1

222222

2222

mmm

mm

zxzyyx
zxzy

k
++

+=
++

+=

 

又△ABC 面積
222222

3 zxzyyx
2

1
m ++==  

2. 因為 OA//DF ，如圖(8)，所以△CDF～△CAO，△CDF 為△CAO 的 k 倍縮小圖，

因此△CDF 面積
2k

1= △CAO 面積，所以可推得 

   四邊形 AOFD 的面積 ( )2
1 k-1m ×=  

                    








++
+×=

2 
4

2 
2

2 
1

2 
2

2 
1

1 mmm

mm
-1m  

                    2 
4

2 
2

2 
1

2 
4

1 mmm

m
m

++
×=  

                    2 
4

2 
2

2 
1

2 
41

mmm

mm

++
•=  

同理,BOFE 面積 ( )
2 
4

2 
2

2 
1

2 
422

2 mmm

mm
k-1m

++
•=×=  

m3

m4

m2

m1
D

E
O

C

A

B

F

圖(8) 
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圖(9) 

ABEO 面積 ( )
2 
4

2 
2

2 
1

2 
432

3 mmm

mm
k-1m

++
•=×=  

△ DEF 面積 2 
4

2 
2

2 
1

4
2 
24

2 
12

4 mmm

mmmm
km

++
•+•=×=  

△ AOB 面積 4m=  

3. 計算並簡化畢氏數連比                                             

( ) ( ) ( ) ( ) ( )面積面積面積面積面積 AOB:DEF:ABEO:BOFE:AOFD ∆∆    

42 
4

2 
2

2 
1

4
2 
24

2 
1

2 
4

2 
2

2 
1

2 
43

2 
4

2 
2

2 
1

2 
42

2 
4

2 
2

2 
1

2 
41 m:

mmm

mmmm
:

mmm

mm
:

mmm

mm
:

mmm

mm

++
•+•

++
•

++
•

++
•=  

2 
4

2 
2

2 
1

2 
2

2 
1434241 mmm:mm:mm:mm:mm +++=  

此即為在立體圖概念下的畢氏數一般式，〝前四項的平方和等於第五項的平

方〞 

為了檢驗此立體圖形的畢氏數解，我們以 2z , 3y , 4x === 帶入先取得

6m , 61m , 4m , 3m 4321 ==== ，再帶入該連比，得 18:24: 616 :25:61，

雖然 ( ) 22222 61256162418 =+++ 是成立的，但第三項 616 不是整數，解決

的方法是，所取的 x,y,z 一開始要先考慮使 3m (即△ABC 的面積)為有理數，

例如取 x=2 ,y=1 ,z=3，則
2

7
49

2

1
zxzyyx

2

1
m 222222

3 ==++= ，此時即

可推出一組解為 12:6:14:45:49，看起來這個一般式有點難用，但顯然可以

找出五元二次不定方程式的很多解，至於會不會像嚴鎮軍與盛立人所找到的

四元二次不定方程式的解一樣，漏了一些解，那就說不定了。又我們拿這組

解去和第四十七屆的四元二次不定方程式比較，外觀上不太像，不太連貫，

因此我們也懷疑自己這個立體圖形導出的解的完整性，我們要另起爐灶。 

三、 從平面圖形尋求答案 

1.   四元二次不定方程正整數解一般式的再確

認 

假設△ADE 是△ABC 的 k 倍縮小圖，如圖(9)，

其中 BC//DE ，則

, BCkDE , ACkAE , ABkAD ===  

E

A

B C

D
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( ) ( )ACk-1EC , ABk-1DB ==∴  

為方便起見，我們取 nBC , mAC , AB === l  

由廣義畢氏定理的概念(即存在DE，使
2222

BCECDEBD =++ )， 

可得 ( ) ( ) 2222222 nmk-1nkk-1 =++l  

( ) ( ) ( ) 2222 nk-1mk-1 =+l  

   ( )( ) ( ) 1k , nk1mk-1 222 ≠+=+l  

( )
( ) 22

2

m

n

k1

k-1

+
=

+ l
 

( ) ( ) 22

2

m

n

k1

2
1-

+
=

+
+

l
 

( ) 22

222

m

nm

k1

2

+
++=

+ l

l
 

222

22

nm

m

2

k1

++
+=+

l

l
 

222

22

nm

2m2
k1

++
+=+∴

l

l
 

222

2

222

222

nm

2n
k-1   ,  

nm

n-m
k

++
=

++
+=∴

ll

l
又  

推得 ( )
222

2

nm

2n
k-1DB

++
==
l

l
l  

( )
222

222

nm

nn-m
knDE

++
•+==

l

l
 

( )
222

2
2

nm

m2n
mk-1EC

++
==
l

 

所以畢氏組為 BC:EC:DE:DB  

( )
n:

nm

m2n
:

nm

nn-m
:

nm

2n
222

2

222

222

222

2

++++
•+

++
=

ll

l

l

l
 

( ) ( )222222 nm:2mn:n-m:2n +++= lll  

這組解和第 47 屆科展的四元二次不定方程整數解的一般式一模一樣，真神

奇，雖然我們的推導過程比他們簡化許多，但那也是從他們的推導過程得到

的啟發。 
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圖(12) 

圖(10) 

A B C

A B CP

圖(11) 

2. 三元二次不定方程整數解一般式的再確認。 

有了前文推得相同的解，增強了我們的信心，如果能夠以同樣的方法，回溯

到三元二次不定方程整數解的推導法，就更能確認這新方法的有效性。 

因為四元二次不定方程的整數解推導法使用〝三邊形〞，所以我們猜想三元二

次不定方程整數解的推導法應該使用〝兩邊形〞，即同在一直線，如圖(10)，

設 mBC , AB == l 那個 k值的取得，要有點想像力，在BC上取一點 P，使

BCkPC= ，0<k<1,則 ( )  BCk-1BP= ，這個 k值能使我們將AB和PC折成如

圖(12)的直角Δ，此時
222

BPPCBA =+ ， 

同樣的為了方便計算我們令 , m,BC ,AB kmPC === 所以l 0<k<1 

( )
( ) ( )[ ]

2

22

2

22

22

2222222

222

2
1,

2

2

2

1

,,,1

m

m
k

m

m
k

kmm

mkkmmmk

mkkm

kmkPB

ll

l

l

l

+=−−=∴

−=
+−=+

−=+

−=

又

之值求代入上式

 

計算畢氏數的連比為 

( )

( ) ( )2222

2222

::2

2
:

2
:

1::

)(::

lll

ll
l

l

+−=

+−=

−=

mmm

m

m

m

m

mkkm

PBPBPCAB 為斜邊因為以

 

這就是著名的畢氏數組產生的一般式，我們終於找

到了三元二次不定方程和四元二次不定方程尋找畢

氏數時的一般式的關聯性了，就是那個神奇的〝k〞

值。 

3.   五元二次不定方程整數解一般式的推導 

給定一個四邊形，如圖(13), 希望能找到相關的  

“平行線段”及“k”值。尋找過程敘述如下： 

(1) 如同第 47 屆科展作品中，使用垂直各邊的概

念，以尺規作圖操作出逆時針的垂直四邊形

A'B'C'D'及順時針的 A〞B〞C〞D〞，如圖(14)，觀

察平行線段的存在性，並利用 GSP 的計算功能，試

圖找出一組五元二次不定方程的解，就算是近似值

C''

D''

A''

B''

B'

A'

D'

C'B C

A D

圖(14) 

P

A     C

B

B C

A
D

圖(13) 
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我們也試了好多好多回，但就是找不到，只得

放棄。 

(2) 我們也猜想一組 E ,F ,G 三點，各位在

AD,CD,AB 上，並使

222
GFEGBE ++

22
BCFC =+ ，如圖(15)，試

圖找出那個“k”值，其中

CD
k

DFAB
k

AE
1

,
1 ==  

而 ADkAD
k

AG )1(DG  
1 −== 或 ，但一直都不容易確定那 k值。 

(3)   直到有一天，組員想到在第 47 屆科展作品中不是有提

到，正△存在唯一的一組畢氏數解(2,1,2,3)嗎？現在利用正

方形，說不定也可以找到一組五元二次不定方程的整數解，並

可窺見平行線段的可能位置。首先，如圖(16)分別在

AD , DC , AB 上各取一點 E,F,G，明顯的，不論 E,F,G 位在該

線段的何處，
22222

BCFCGFEGBE >+++ ，不可能左右兩邊

會相等，因此我們猜想 G點可能不在AD上，如圖(17)，取 O

點是正方形 ABCD 的中心點，E,F 各位於兩邊 CD , AB 的中央，

則 ( ) ( ) ++ 22 2a2a ( ) ( ) ( )222 4a2a2a =+ ，即

22222
BCFCOFEOBE =+++ 會成立，更奇妙的是         

2

1
BC:FOAD:EODC:DFAB:AE ==== ，比值固定為

2

1
，且“平行線段” 

BC//OF , AD//EO 似乎也存在著。 

4. 我們找到了五元二次不定方程整數解一般式適用的

圖形，如圖(18)，連DB，假設存在 k值，使

DCkDF , ABkAE == , ( ) BCkGF , ADk-1EG == ，且

圖(16) 

圖(15) 

C

A

B

D

E

G

F

4a

2a

2a2a

2a

O
FE

CB

A D

圖(17) 

G
F

E

B C

A
D

B C

A
DG

E F

圖(18) 
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22222
BCFCGFEGBE =+++  

則 ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ] 22222
BCDCk-1BCkADk-1ABk-1 =+++  

  ( ) ( ) ( ) 222222222 111 BCkBCDCkADkABk −=−+−+−  

  ( ) ( ) ( ) 222222 11 BCkDCADABk −=++−  

  ( )( ) ( ) 2222
11 BCkDCADABk +=++−  

  222

2

1

1

DCADAB

BC

k

k

++
=

+
−

 

222

2

1

2
1

DCADAB

BC

k ++
=

+
+−  

222

2222

222

2

1
1

2

DCADAB

DCADABBC

DCADAB

BC

k ++

+++=+
++

=
+

 

2222

222

2

1

DCADABBC

DCADABk

+++

++=+
 

得
( )

2222

2222

2222

222

1
2

DCBCADAB

DCBCADAB

DCADABBC

DCADAB
k

+++

−++=−
+++

++=  

又 2222

2
2

1
DCBCADAB

BC
k

+++
=−  

當找到了這個 k值之後，我們就可以表示出五元二次不定方程的解了，為了

簡化符號起見，設 pBCnDCmADAB ==== , , , l ， 

BCFCGFEGBE ::::  

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ] pnkkpmkk :1::1:1 −−−= l  

( )
p

pnm

np

pnm

ppnm

pnm

mp

pnm

p
:

2
::

2
:

2
2222

2

2222

2222

2222

2

2222

2

+++
•

+++
•−++

+++
•

+++
•=

ll

l

ll

l

( )
1:

2
::

2
:

2
22222222

2222

22222222 pnm

pn

pnm

pnm

pnm

pm

pnm

p

++++++
−++

++++++
=

ll

l

ll

l
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( ) ( )22222222 :2::2:2 pnmpnpnmpmp +++−++= lll  

此即是五元二次不定方程整數解的一般通式。 

說明：對於五元二次方程式 
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1 xxxxx =+++ ，我

們可以任用四個正整數(負整數也可以，只要不要造成某

一比例項的值為零即可。)，代入前面的連比中，即可取

得一組解，(也許要化簡)，例如我們取 2n3,m,4 ===l 代

入 

)(277291021520  

27:10:2:15:20                   

54:20:4:30:40     

542549165234

202522

42549165234

303522

404522

22222

22222222

22222222

成立檢查

得連比為

==+++
=

=+++=+++=+++
=××=

=−++=−++=−++
=××=
=××=

pnm

pn

pnm

pm

p

l

l

l

 

我們也發現如圖(19)，連AC，同樣存在一個 k值，使 

成立

且此時
2222

2

BCFCGFEG

BE,AD//GF,BC//EG,DCkDF,ACkAG,

=++

+=== ABkAE

k中的值和前文圖但是這個 (18)k 值到底相不相同呢？我們非常好奇，計算如

下： 

222222222

22222

k)-(1k)-(1pkk)-(1  

BCFCGFEGBE  

k)n-(1CFk)m,-(1GFkp,EG,k)-(1BE

pBCn,DCm,AD,AB

pnm =+++

=+++

====∴

====

l

l

l

得

代入

由

 

觀察這個式子並和前文圖(18)的式子比較，只有中間兩項對

調，其餘各式皆相同，因此求得的 k值一定相同，也就是

2222

2222

pnm

pnm
k

+++
−++=

l

l
，當然所得的畢氏數連比僅是中間兩

項互換，其餘各項都相同。 

4.   六元二次不定方程整數解一般式的探討 

(1) 有了五元二次不定方程整數解一般式的探討經驗後，我們只要把多邊形的

邊數增加一邊，即利用五邊形來研究即可，如圖(20) 

E
G

F

CB

D
A

圖(19) 

H

I

G

F

A

B C

D

E

圖(20) 
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              :2qp:2qn:)(:2qm:2q

q : 
2

   

:
2

:
)(

  

:
2

:
2

BC:IC:HI:GH:FG:BF    

1k

2
-1

1
)(2

2

1

1

2

1

2
1

1

1

)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1()1(

)1()1()1()1(

BCICHIGHFGBF  

)1(,)1(,,)1(

,)1(,,,,,

2222222222

22222

2

22222

2

22222

22222

22222

2

22222

2

22222

2

22222

22222

22222

2222

22222

2222

2222

22222

2222

2

2222

2

22222

2222222222

22222222222

222222

qpnmqpnm

qpnm

pq

qpnm

nq

qpnm

qpnmq

qpnm

mq

qpnm

q

k

qpnm

q
k

qpnm

qpnm

qpnm

pnm
k

qpnm

pnmk

pnm

qpnm

k

pnm

q

k

pnm

q

k

k

qkpknkmkk

qkpknkmkk

qpknkqkmkk

k

pkCInkHIkqGHmk

FGkBFqBCpDCnEDmAEAB

++++−+++=
++++

++++++++
−+++

++++++++
=

−
++++

=

++++
−+++=−

++++
+++=

++++
+++=+
+++

++++=
+

+++
=

+
+−

+++
=

+
−

+=−+−+−+−

−=−+−+−+−

=−+−++−+−
=++++

−=−==−

=−======

lll

l

ll

l

ll

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

ll

了。算出不定方程的整數解值，我們就可以輕易的值及有了

又

得

值，我們要先去尋找並設

設

對於上述的連比我們來檢驗一下: 

已知一個六元二次不定方程 2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 χχχχχχ =++++ ，我們想利用上述的

連比快速的去找到一組整數解 

做法: 

a.如圖(20)，隨意的指定 7BC , 5DC , 2ED , 3AE , 4 =====AB 等各邊的

邊長。即 7q , 5p , 2n , 3m , 4 =====l  

b.代入連比公式

( ) ( )2222222222  :2:2::2:2 qpnmqpqnqpnmqmq ++++−+++ lll  
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( ) ( )2222222222 75234:572:272:75234:372:472 ++++××××−+++××××=
= 103:70:28:5:42:56  

c.檢驗  22222 702854256 ++++  

1060949007842517643136 =++++=  

又 106091032 = 成立 

因此我們能很輕易的給定五邊形的任意五個邊長，

再帶入連比中，進而取得一組六元二次不定方程的

整數解。 

(2)  觀察圖(21)，其中的對角線不一定要取   

CE , BE ，也可以取 BD , BE ，如圖(21)，或取 CE , CA ，

如圖(22)，而其中的 HI ,  , GHFG 等平行各三角形底邊

的線段，皆為所謂的平行線段，當然若是一個如圖(20)

的奇數邊形，我們以左右盡量對稱的畫法較美觀，也較

不易弄錯。 

(3)   反過來說，給定一組不定方程的整數解，(先都以

正整數來討論)，我們可以反推出原來所對應的多邊形

及其邊長，當然是取整數為原則。 

例如 

a.給定(1,1,1,1,2) 

       先求出
2

1=k ，是一個正四邊形 ABCD， 

       又
2

1

2

1
11 =−=− k  

       所以如圖(23-1) ，四邊長可取為(2,2,2,2) 

b.給定(56,42,5,28,70,103) 

如圖(23-2)，原圖形是一個五邊形 ABCDE，畢氏數圖形為 AFGHIE， 

為最長邊，令 

 

取 ，(其他的 k值也可試) 

由 ，得 ，將 k值帶入， ，同理 

 
再取整數值 即為原來外圍五邊

形的各邊長了。 

H

G

I

F

E

D

CB

A

圖(21) 

I

F

A

B C

D

E

圖(22) 

E
F

G

A

B

C

D圖(23-1) 

j HG I
F

A E

B

C

D

圖(23-2) 
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M

L
KJ

I

H

A

B

C

D

E

F

G

5. 七元、八元、九元……N元不定方程式整數解一般式的探討 

(1)  七元不定方程式，如圖(24) 

若 654321 ,,,,,, llllll ====== AFEFDECDBCAB

則 k值=
2

6
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

llllll

llllll

+++++
−++++

 

其整數連比為 AFMFJMIJHIGHAG ::::::   

)(:

2:2:)(:2:2:2

:)1(:)1(::)1(:)1(:)1(

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

6564
2

6
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1636261

6546321

llllll

llllllllllllllll

lllllll

+++++

−++++=

−−−−−= kkkkkk

 

(2)   八元不定方程式，如圖(25) 

     7654321 ,,,,,,, lllllll ======= AGFGEFDECDBCAB若 則 k值

=
2

7
2

6
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

lllllll

lllllll

++++++
−+++++

 

其整數連比為 AGMGLMKLJKIJHIAH :::::::   

)(:2:

2:2:)(:2:2:2

:)1(:)1(:)1(::)1(:)1(:)1(

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
176

7574
2

7
2

6
2

5
2

4
2

3
2

2
2

1737271

76547321

lllllllll

lllllllllllllllll

llllllll

++++++

−+++++=

−−−−−−= kkkkkkk

 

(3) 歸納得 N+1 元不定方程式的整數解為 

 
)

(:2:)(::2:2:2
22

1
2

3
2

2
2

1

1
22

1
2

3
2

2
2

1321

nn

nnnnnnn

llLLlll

llllLLlllLLllllll

+++++

−++++

−

−−

 

2 2 
1

2 
3

2 
2

2 
1

2 2 
1

2 
3

2 
2

2 
1

nn

nnk
llLlll

llLlll

+++++
−++++

=
−

−值

 

6. 嚴、盛“解”和本文“解”的比較探討 

   觀察嚴、盛“解” ),,,( 2222 nmnmnmnmnmmn ++++ ，我們發現他們企圖

用兩個未知數 m,n 去表達四元二次不定方程 2222 wzyx =++ 的解，這種想法

到底有無可能，或到底漏掉哪些解？請看下面我們的分析。 

   在之前大家看了嚴盛解之後，並不知道他漏了一些解，或許就算知道有漏

M

JI

H

G

C

B

A

D

E

F
圖(24) 

圖(25) 
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解，但也不知道漏掉哪些解，但從本文解 ):2::2( 222222 nmmnnmn ++−+ lll

中，可以回答上述問題。說明如下: 

   嚴、盛“解”的 m,n 為任意正整數，本文“解”的 nm,,l 亦為任意三個正

整數，根據三一律，如 nmnmnm +>+=+< lll ,, ，共有三種狀況，我們發現

嚴、盛“解”只是其中 nm +=l 這個狀況而已，未包含 nm +<l nm +>l, 這

兩個狀況。 

證明: 

   令 nm +=l 代入本文“解 ” 

)(::)(:)(

)222(:2:)22(:)22(

)2(:2:)2(:)(2

)(:2:)(:2  

2222

2222

22222222

222222

nmnmmnmnmnmn

nmnmmnmnmnmn

nmnmnmmnnmnmnmnmn

nmmnnmn

++++=
++++=

++++−++++=
++−+ lll

 

   成為嚴盛“解” 2222 ,,, nmnmwnmnzmnmymnx ++=+=+==  

因此我們可以確定嚴盛“解”漏掉 nm +>l 及 nm +<l 這兩部分的“解”，至

於這兩部分的解有沒有涵蓋在本文“解”中，請再看下面探討。 

 

7.     由任意給定的畢氏數解(以四元二次不定方程為例)反推出對應的

nm,,l 三數的方法探討。                                                         

因為我們若想探討本文“解”是否有涵蓋 nmnm +<+> ll 或 的狀況的

話，我們應分成正反兩方向來探討，其中正向上，不難看出任意給定

nm,,l ，不論 nm +>l 或 nm +<l 都可代入本文解

( )222222 ,2,,2 nmmnnmn ++−+ lll 中而取得一組解，(當然目前不可讓各

項為零或負數)。反向上，對於任一組本文“解 ”，我們是否有方法找出

它所對應的 nm,,l ？並觀察這組 nm,,l 是否包含 nm +≠l 的情況，方法敘

述如下：                                         

我們發現在本文“解”中的兩項 2222222 2n只相差與 nmnm ++−+ ll ，而

碰巧的是其他兩項 22nn,2mn2 和這l 的連比經化簡後竟然成為 n:m:l  

( nmnmnn ::2:2:2 2
ll = )因此對於給定的任一組畢氏數解例如(四元)，

只要做如上文的計算化簡，就能找到原來的 nm,,l ，並觀察是

nmnm +≠+= ll 或 。例如:     

  

( )
( )10314,10:3:14)2161(:12:5661:12:56:21

51221,5:12:21)5661(:12:2161:12:21:56

)52112(,5:21:12)5661(:21:1261:21:12:56

)10143(,10:14:340:56:12)2161(:56:1261:56:12:21

)783(,7:8:349:56:21)1261(:56:2161:56:21:12

+>=−→
+>=−→
+<=−→

+<==−→
+<==−→

 

   由上述例子中可看出我們輪動前三項可得出很多組 nm,,l ，這些 nm,,l 包含
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nmnm +<+> ll 或 若輪動不出 nm +=l 的情況時，這組本文解一定不包含在嚴

盛解中，也就是嚴盛漏掉了這組解。 

8.   給定任意 n元二次不定方程式的畢氏數解，都可以找到對應的 nm,,l …..，為

其外圍的多邊形邊長，以最簡整數比來表示。 

四、 推廣型如 元二次不定

方程的畢氏數解探討 

名詞定義:(1)二對一的二次方程式，如  

         (2)三對一的二次方程式，如  

         (3)四對一的二次方程式，如 ，其餘類推 

         (4)三對二的二次方程式，如  

         (5)三對三的二次方程式，如 ，其餘類推 

         (6)m 對 n 的二次方程式，如

 
1. 多對多二次不定方程的整數解形式猜想 

  之前的二對一整數解通式  

        三對一整數解通式 ( ) ( ) ( ) ( )2222222222 22 nmmnnnm ++=++−+ lll    

四對一整數解通式
( ) ( ) ( )

( )22222

22222222 )2(22

pnm

npmpppnm

+++=

+++−++

l

ll
 

( )

( )

的多邊形邊長比

為其外圍可推出

的多邊形邊長比

為其外圍可推出

的一組解同理十元二次不定方程

例如

因此化簡

相差和觀察

舉例來說，

1:2:2:1:1:1:1:1:1)7795(:36:36:18:18:18:18:18:18

95:77:36:36:18:18:18:18:18:182

9:8:7:6:5:4:3:2:141)-(95:48:42:36:30:24:18:12:6

95:41:48:42:36:30:24:18:12:61

9:14:16:522)-(31:14:16:531:22:14:16:5         

15:14:5:2216)-(31:14:5:2231:16:14:5:22         

17:5:16:2214)-(31:5:16:2231:14:5:16:22         

13:7:8:1126:14:16:225)-(31:14:16:2231:5:14:16:22  

:::2:2:2:2p

2pp-

::2:2:2p  解五元二次不定方程式的

2

222222222

22222222

=−→

=→

=→
=→
=→

==→
=

+++++
+++−++

pnmppnpm

pnmnm

pnmpnmpnpm

ll

ll

lll
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2222.三對二的不定方程畢氏數解探討(一) 

  因為三對二的畢氏數解探討僅需 4個未知數 符號變化共有 =64

種，左右兩式型如 222222 )( pnm ±±±l ，首先我們從左式符號全是正號，右式

符號逐一改變位置及數量，列如下表: 

(1)  

(2)  

(3)  

(4)  

(5)  

(6)  

(7)  

(8)  

(9)  

(10)  

(11)  

(12)  

(13)  

(14)  

(15)  

(16)  

(17)  

(18)  

(19)  

(20)  

……等，推測出多對一整數解通式為

，觀察此式中的首末兩項除了 外，其他皆同號，而式子中間插入 ，

。我們可以從這個角度大膽的去猜想多對多二次不定方程的整

數解形式，以三對三為例，共需五個整數解符號，設為 ，首末兩項

應皆類似 ，因此首項有 共 16 種變化，末

項也應有 16 種變化，這樣搭配起來，總共應有 256 種變化，我們已一一列出放

在附錄裡。 

現舉一個例子如下: 

=

 

這 256 種中有些經符號整理後會相同，有些不符合我們指定的三對三整數解的需
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(21)  

(22)  

(23)  

(24)  

(25)  

(26)  

(27)  

(28)  

(29)  

(30)  

(31)  

(32)  

(33)  

(34)  

(35)  

(36)  

(37)  

(38)  

(39)  

(40)  

(41)  

(42)  

(43)  

(44)  

(45)  

(46)  

(47)  

(48)  

(49)  

(50)  

(51)  

(52)  

(53)  

(54) =  

(55)  

(56) = 

(57)  

(58)  
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(59)  

(60)  

(61)  

(62)  

(63)  

(64)  

(34)得  

(35)得  

(36)得  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(37),,1705612080106   )56(

(36),,19223480272106   )52(

(35),,192394120408106   )51(

(34),,170472408272106   )50(

(33),,2725619280184  )48(

(32),,12023480170184   )44(

   (31),,272394408170184  )43(

(30),,120472192408184   )42(

    (29),408,56192120344   )40(

22222

22222

22222

22222

22222

22222

22222

22222

2222

如圖四邊形得

如圖四邊形得

如圖四邊形得

如圖四邊形得

如圖四邊形得

如圖四邊形得

如圖四邊形得

如圖四邊形得

如圖四邊形得

+=++
+=++
+=++
+=++

+=++
+=++
+=++
+=++

+=++

觀察上表，針對三對二來說，表中的 64 個式子，有些不合類型三對二，有些

重複，有些可以替換，敘述如下: 

甲:左右兩邊各一項且相同，可刪掉

(1),(10),(19),(28),(37),(46),(55),(64) 

乙:左右兩邊為三對三，或四對一或五對一，而非三對二者，可刪除

(2),(3),(4),(5).(6).(7).(8).(9),(11),(12).(16).(17).(18).(20),(24),

(25),(26),(27),(32),(33),(38),(39),(41),(45),(47),(49),(53),(54),(5

7),(58),(59),(60) 

丙:左右為三對二與二對三者，可再刪除一半，有(13),(14),(15),(21),(22), 

  (23),(28),(30),(31),(61),(62),(63) 

經過甲、乙、丙刪除後，僅剩下(34),(35),(36),(40),(42),(43),(44),(48), 

(50),(51),(52),(56)共 12 式子，這意思是說當我們任意給定四個正整數

代入上面的 12 個式子，我們最多可以找到 12 組三對二的二次不定方

程式的畢氏數解，當然這 12 組中有可能經加減計算後會有些重複，但最多就

這 12 組解，舉一個例子，敘述如下: 

    關於三對二的二次不定方程式 ，其畢氏數解應有

無限多組，但當我們要實際上找出其部分解時，我們可先指定一組

代入前文中的 12 個式子，有效率

的同時把和(17,5,8,12)這四個數相關的最多 12 種三對二的畢氏數解全找出

來。例如: 
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L

M

N
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\

B C

D

A

P

N

M

L

B C
A

D

L

M

P

N

B C

D

A

P

N

M
L

B
C

D

A

圖(32) k為正真分數 

圖(35) k為正真分數 

圖(25) k為正真分數 

L

M

P

N

B C

A

D

P

N

M

L

B
C

D

A

L

N

M

P

B C

A

D

L

M

N

P

B C

D

A

圖(26) k為正真分數 

圖(30) k為正真分數 

圖(33) k為正假分數 

圖(36) k為正真分數 

圖(29) k為正假分數 

L

M

P

N

B C

D

A

圖(27) k為正真分數 

圖(31) k為負真分數 

圖(34) k為負真分數 

N

P

L

M

B C

A

D

N
P

L

M

B C

A

D

N

P

L

M

B C

DA

圖(37) k為正假分數 
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上述的十二個圖形的作圖法，我們選出三個介紹如下: 

(1)   我們以 12:8:5:17P:N:M: =L 在平面上任意畫出四邊形

ABCD 圖(26)，分析其三對二的方程式

，

是
2222

222222222

)2()

()2()2()(

mnpn

mnpnpnm

+++
−=+++−− lll

   觀察

這個式子，右式當中有一個 2MN，且左右式的 2LN,2NP,2MN,都有重複 N，所以

底邊長為 N，相鄰邊長必須是 M，因為這兩個邊長所代表比例的都在畢氏數式

的右邊，而右圖畢氏數圖形裡的對角線代表的是分開了三對二的邊長，其餘的

兩平行邊長與 2LN 與 2NP 式可任意變動，所以決定一個三對二畢氏數圖形關鍵

在於與底邊相鄰的邊長代表畢氏數解右式的解是哪一線段，如本圖(26)是

MDC = 的情形，當我們取得 k值後，即可將此畢氏數圖形畫出來。 

 

(2)   我們以 L:M:N:P=17:5:8:12 在平面上任意畫出四邊形

ABCD 圖(27)，分析其三對二的方程式

，

是
2222

222222222

)2()-

()m2()m2()(

mnpn

mppnm

++
+=+++−− lll

觀察

這個式子，右式當中有一個 2MN，且左右式的 2LM,2MP,2MN,

都有重複 M，所以底邊長為 M，相鄰邊長必須是 N，因為這

兩個邊長所代表比例的都在畢氏數式的右邊，而右圖畢氏數圖形裡的對角線代

表的是分開了三對二的邊長，其餘的兩平行邊長與 2LM 與 2MP 式可任意變動，

所以決定一個畢氏數圖形關鍵在於與底邊相鄰的邊長代表畢氏數解右式的解

是哪一線段，如本圖(27)是 N 的情形。當我們取得 k值後，即可將此畢氏數圖

形畫出來。 

 

(3)   我們以L:M:N:P=17:5:8:12在平面上任意畫出四邊形

ABCD 圖(28)，分析其三對二的方程式

，

是
22222

22222222

)m2()

()2()mn2()(

l

ll

+−−
−=++−−+

pnm

mppnm
       

觀察這個式子，右式當中有一個 2LM，且左右式的

2MN,2MP,2LM,都有重複 M，所以底邊長為 M，相鄰邊長

必須是 L，因為這兩個邊長所代表比例的都在畢氏數式

的右邊，而右圖畢氏數圖形裡的對角線代表的是分開

了三對二的邊長，其餘的兩平行邊長與 2MN 與 2MP 式

可任意變動，所以決定一個畢氏數圖形關鍵在於與底邊相鄰的邊長代表畢氏

數解右式的解是哪一線段，如本圖(28)是 M 的情形。當我們取得 k值後，即

L

M

P

N

B C

A

D

L

M

P

N

B C

D

A

圖(27) 

圖(37) 

圖(26) 

N

P

L

M

B C

A

D
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可將此畢氏數圖形畫出來。不過像右圖我們因為代入的數字關係，所以 k是

負假分數，但是並沒有影響，只是畢氏數圖形跑到外面去了。 

3. 三對二的不定方程畢氏數解探討(二) 

    觀察前段敘述，似乎是說我們需要 12 個公式才可以涵蓋所有三對二不定方

程的畢氏數解，事實上不是這樣，我們仍然只需要一個公式即可涵蓋三對二不定

方程的所有畢氏數解，說明如下: 

    先任取四數 代入三對二的公式(34)，

  

得 ，再反過來打亂(37653,22538, 

8614,44615,3068)成為(22538,8614,37653,3068,44615)要去逆推原來的  

四數，觀察前三數中的 37653，和後兩數中的 44615，利用輾轉相除法取得

最大公因數(37653,44615) ，再將 拿去遍除其餘的三數 22538, 

8614,3068，得商依序為 191,73,26，因此推得原四數

，雖然這四數次序和原本所取得的四數

對應次序不同，但可以看出來那很可能只是輪

動而已，也就是說也許我們輪動 這四個數(共 組)並

逐一代入三對二的 12 公式會發現每一個公式都能產生同樣的畢氏數，實驗如下: 

(一) =191,m=26,n=59,p=73 

1  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.   

9.  

10.   

11.  

12.  

(二) =191,m=26,n=73,p=59 

1.  

2.  

3.  

4.    

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(三) =191,m=59,n=73,p=26 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

(四) =191,m=59,n=26,p=73 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  
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8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(五) =191,m=73,n=26,p=59 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(六) =191,m=73,n=59,p=26 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(七) =26,m=191,n=59,p=73 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(八) =26,m=191,n=73,p=59 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(九) =26,m=73,n=191,p=59 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

(十) =26,m=59,n=191,p=73 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  
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7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(十一) =26,m=59,n=73,p=191 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(十二) =26,m=73,n=59,p=191 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(十三) =59,m=191,n=73,p=26 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(十四) =59,m=191,n=26,p=73 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9  

10.  

11.  

12.  

(十五) =59,m=73,n=191,p=26 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

(十六) =59,m=73,n=26,p=191 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  



 25

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(十七) =59,m=26,n=191,p=73 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(十八) =59,m=26,n=73,p=191 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(十九) =73,m=59,n=26,p=191 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(二十) =73,m=59,n=191,p=26 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(二一) =73,m=191,n=59,p=26 

1.  

2.  

3.  

4.  

(二二) =73,m=191,n=26,p=59 

1.  

2.  

3.  

4.  



 26

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

5.  

6.  

7.  

8. z 

9.  

10.  

11.  

12.  

(二三) =73,m=26,n=59,p=191 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

(二四) =73,m=26,n=191,p=59 

1.  

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  

8.  

9.  

10.  

11.  

12.  

 

觀察上述實驗，我們可以清楚的看見這 12 個公式中的任一個都能產生相同的畢

氏數解，因此只需要一個公式即可涵蓋三對二不定方程的所有解。 

4. 關於五對一的二次不定方程再探討 

  觀察前文(41)式 

 

也許你會認為你又發現了另外一組五對一的表示式，且你會想說是不是之前的 

本文解可能也有漏解，但事情不是這樣。 

在本文解 2222222222 )2()2()2()2()( pqnqmqqqpnm ++++−+++ ll  
222222 )( qpnm ++++= l 明如下：式所產生的任一解，說中應已經涵蓋(41)  

 ，如果我們先找四個數字代入第(41)式，如 得到

，我們可在本文解中找到一組 ,',',',',' qpnml  

代入本文解的畢氏數表示中，得到相同的 222222 992440427031 =++++ 這個

式子，說明如下： 
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(2)四對一 

若 為四對一的二次不定方程，則可以用 的代

數式來表示其畢氏數解的產生式為

，其中 。 

反之，若 是四對一的二次不定方程一組解，則可以輪動

 

等四種 這組解。 

(3)n 對一 

若 為 n對一的二次不定方程式，則可以用

等 n個代數式表示其畢氏數解的產生式為

使用以前的速求解法，便可得到五種連比，而他們只是排列次序不同而已，其實

同解。 

(1) ，帶入以前的方程式得

 連比為  

(2) ，帶入以前的方程式得

連比為  

(3) ，帶入以前的方程式得

連比為  

(4) ，帶入以前的方程式得

連比為  

(5) ，帶入以前的方程式得

連比為  

 5.   m 對 n 的二次不定方程的畢氏數解產生式歸納

 

(1)三對一 

若 為三對一的二次不定方程，則可以用 的代數式表

示其畢氏數解的產生式為

，其中 為任

意正整數。 

反之，若 是三對一的二次不定方程一組解，則可輪動 ，如

或 或 而得到三種 的組合，使每一

種組合都可產生 這組解。 
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(4)三對二 

若 為三對二的二次不定方程，則可以用

的代數式表示其畢氏數解的產生式為

，只要一式即可。 

反之，若 是三對二的二次不定方程一組解，則可以用前文找公

因數方法逆推出一組 ，再輪動這 依序帶入前文的 12 個

畢氏數產生式，會發現每一個產生式都有機會出現原來這組 的

解。也就是說我們可以找到 12 個 的四邊形，用以產生

 

  

反之，若 是 n對一的二次不定方程一組解，則可以輪

動 。如 或

或 等 n條 使每一種組合

都可產生 這組解 

(5)三對三 

若如 為三對三的二次不定方程，則可以用

的代數式表示其畢氏數解的產生式為

，只要一式即可。 

反之，若 是三對三的二次不定方程一組解，可以用前文找公

因數方法，逆推出一組 ，再輪動這 依序帶入 15 個

畢氏數產生式，也就是我們有 15 個 組成的五邊形，都可產生

 

(6)四對二 

同理，畢氏數產生式為

。 

反之，有 20 個畢氏數產生式，可逆推出指定的一組解。 

(7)四對三 

同理，畢氏數產生式為
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肆、 結論 

1. 關於 N+1 元二次不定方程的正整數解，我們可以在平面上畫出一個凸 N邊多  

邊形，習慣上我們以最長邊當底邊(或第 n邊)，當 N是奇數時，此 N 邊形剛好可

以被對角線左右對稱分割，當 N是偶數時，有一邊多或少一條對角線。 

此時存在一個 k值，0<k<1 或-1<k<0， 2 2 
1

2 
3

2 
2

2 
1

2 2 
1

2 
3

2 
2

2 
1

nn

nnk
llLlll

llLlll

+++++
−++++

=
−

− ，造成一

組平行線段，使這些平行線段長和底邊長的連比為

( ) :2::::2:2:2 1
2 2 

1
2 
2

2 
1321 nnnnnnn llLllLllLllllll −− −+++

(8)四對四 

同理，畢氏數產生式為

。 

反之，有 70 個畢氏數產生式，可逆推出指定的一組解。 

(9)五對二 

同理，畢氏數產生式為

。 

反之，有 30 個畢氏數產生式，可逆推出指定的一組解。 

(10) m 對 n 

由左右式括號內正負號的位置，可推出一個畢氏數產生式為

反之，當

畢氏數

產生式，可逆推出指定的一組解。 

由上式的歸納，得到一個結論，關於 m 對 n 的二次不定方程的畢氏數解產生式
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( )2 2 
1

2 
3

2 
2

2 
1 nn llLlll +++++ − ，其前 N項平方和等於最後一項的平方，此即為 N

對一的二次不定方程的正整數解一般式。 

2. 一個凸 N邊多邊形的對角線分割可有很多種(都以最長邊當底邊)，每一種分

割法造成的整數解連比只是比例項中的某些項調動位置而已，其實都是同一組

解。 

3. 對於任意一組 N元二次不定方程的正整數解，我們可以由取得 k值後，逆推，

推出原來所在的 N-1 邊形。 

4. 當推廣到三對二的二次不定方程(形如 )，其畢氏數

解共有十二種形式，也就是說有十二種 k值，分別對應十二種畢氏數解的圖形。 

例如其中一為 222222222222 )()2()mn2()( pnmmppnm −−−=++−−+ ll  

2)m2( l+ ，而 k值=
2222

2222

pnm

pnm

−−−
−−+

l

l
，圖形如圖(37)，其中若 K值為正分數，

則畢氏數線段在原四邊形的內部，反之若 K值為負分數，則畢氏數線段跑到原四

邊形的外部。 

 5.   關於 m對 n的二次不定方程式的正整數解一般式                    

 

 

 

 
又其中一個畢氏數產生式可寫成

，其 k值為 。 

伍、 參考資料 

1. 第四十七屆的全國中小學科展“廣義的畢氏定理” 

2. 黃家禮 2001 年 10 月  幾何明珠  P1-9 頁  九章出版社 

3. 盛立人、顏鎮軍  2001 年 2 月  從勾股定理談起  P40-41 九章出版社 

4. 朱浩緯  1998 年  從畢氏定理談起  第 38 屆全國科展 



【評語】030401 

1. 由畢氏數推廣到更多元二次不定方程正整數解，主題目標

明確。與國中教材銜接。 

2. 利用平面幾何的知識求得一些正整數解，靈活運用國中所

學數學。 

3. 解說表達不夠順暢。 

4. 所得結論沒有嚴密證明。事實上，只有求得一些特別形式

的解，而非一般解。 
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