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在平面上，有 A，B 兩點及一直線 L，欲在直線 L 上找一點 P，使得
PA

PB
的比值最大或 

最小，亦即將 PB 視為一單位，若 PA為 PB 的 倍，那麼 的最大或最小值為何？ 

域如四面體的表面上變動，我們都努力地試著尋求
PA

PB
的最大或最小值。 

與賣場的距離 PA為基準（即一個單位），且工廠與賣場的距離 PB 等於 PA的 倍，欲使 之 

值最小，應如何選定場址？還有
PA

PB
的最大值是最小值的倒數嗎？

PA

PB
的最小值與

PA

PB
的最大 

值有何關係？ 

2. 在平面上給定二點 A，B 及一直線 L，在 L 上找一點 P，使
PA

PB
的比值最大或最小， 

並研究動點 P 具有哪些性質。還有，
PB

PA
的最大、最小值與

PA

PB
的最大、最小值有何 

關係？ 

3. 探討動點 P 在平面上的圓、橢圓、拋物線或三角形邊上變動時，
PA

PB
比值的最大或最 

小值。 

4. 探討動點 P 在空間中的直線、平面、球面、圓或四面體表面上變動時，
PA

PB
比值的最 

大或最小值。 

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( 1)
PA

A a a B b b P x y
PB

P

  設 ， 為兩定點， 為座標平面上任一點，滿足

的 點所形成的圖形稱為阿波羅圓。
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令

當 時， 。 表 的垂直平分線

 

摘要 

 

 

動點 P 除了在平面的直線上變動外，也可能在圓、橢圓、拋物線、其他封閉圖形如圓的

部分圖形或封閉區域如三角形區域內變動，甚至在空間中的直線、圓、平面、球面或封閉區 

 

壹、 研究動機 

某公司有一工廠，董事會決議要在某一筆直的公路上找一賣場，使工廠與賣場的距離是

公司與賣場距離的最小倍數。設公司位於 A，工廠位在 B，公路為 L，賣場位在 P，若以公司 

 

 

 

除了賣場在筆直的公路上，也可能在環狀的道路上，或其他圖形上，雖然遇到了許多困

難，我們還是竭盡所能的思考各種解決之道。底下是我們努力的成果報告。 

貳、 研究目的 

1. 探討阿波羅圓的基本性質。 

 

 

 

 

 

 

 

參、 研究設備及器材 

電腦、Cabri 3D、Geometer’s Sketchpad (簡稱 GSP)、白紙、筆、Word 

肆、 研究過程 

一、阿波羅圓的基本性質 
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半徑 ，

設 ，由算幾不等式得： ，而 時 ，

與 的關係如下圖

 

1k

k

C C並且 與 半徑相等。 

證明： 
1 1 2 2 1 1 2 2
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又

即 ，阿波羅圓的圓心 在直線 上，而且是在 的外分點上；

即 時，圓

12

0 1

1

12 1 12
k k

k

D B k D A

k AB
r AB AB C C

k k k k
k k

 

  
    

心 在 的右方外分； 時，圓心 在 的左方外分。

而半徑 ，因此， 與 半徑相等。

 

 

 

 

 

 

（一） 1 kk k C B B當 時， 值愈大， 的半徑愈小，圓心愈靠近 ，而且永遠在 的右方。 

0 1 kk k C A A 當 時， 值愈小， 的半徑愈小，圓心愈靠近 ，而且永遠在 的左方。

 

 

證明： 
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而圓心

設 ，
當 時， 值愈大， 的半徑愈小，圓心愈靠近 ，而且永遠在 的右方
當 時， 值愈小， 的半徑愈小，圓心愈靠近 ，而且永遠在 的左方
當 時，半徑 ，圓心 ；當 時，半徑 ，圓心
並非共軸圓系，因 2 2

1 1 1 2 2 2) ( ) 0
)

x e y f k x y d x e y f k        中的參數 ，
兩極點也非極限點。

      如下圖： 

 

 

 

 

（二） : :1D AB AD DB k阿波羅圓的圓心 在直線 上，而且是在 的外分點上。 
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當 時， 為阿波羅圓

     

的圓心 ，半徑
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2
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A B P PT

PTB PAT PT PA PB PT PT PA PB
A P T

P A B PT PA PB B C

PA C B PA PB PT PA PB PB PB
B B B C

  

 

     


 



設 、 為圓上兩點， 為圓外一點且 為切線，

由 可得 即
反之，若 為圓上兩點， 為圓外一點， 為切點，

、 、 三點共線，且 ，則 為圓 上一點。

理由如下：設 交圓 於 ，則
故 即 在圓 上。
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設 為任一阿波羅圓， 為過 且與 正交的圓， 為 的圓心。
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設 為 軸上一個動點，

令

當 時， ，即 的中垂線 與 軸相交於 ，

可使

當 時，

故 有最大值 ，這時

阿波羅  

 

(2 5,3 5) 3 5 (2 5,0)

3 5 6 2
2 5

4 4 1

(2 5,3 5) 3 5 (2 5,0)

x

PA k
t

kPB
x

   

 
   



   

圓 圓心 ，半徑 與 軸相切於

又 有最小值 ，此時

阿波羅圓 圓心 ，半徑 與 軸相切於

 

（三）任意一個阿波羅圓都是 A B、 兩點的鏡射圈，即 A B、 對任一個阿波羅圓互為鏡像

點。 

證明： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 22 ( )k k

k

C C r DT DT DA DB T

C B A B C

  又 與 正交，所以 ，故 為切點 。

由前述知圓 過 ，因此 、 對 鏡射。
 

二、動點 P 在直線上 

先看一個例子： 

(0,1) (1,2) : 0( )A B L y x L P

PA

PB

設 ， 為坐標平面上兩點， 軸 ，欲在直線 上找一點 ，

使 的值最大(或最小)。
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A

T

P

B

 



 4 

  

 
  

   

2

0 1 0 2 0 1 0 2

2 2 2 2 2 2

0 1 0 2 0 1 0 2

2 2 2 2 2 2
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k t
D
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c d k x b y b k x a y a

d x b c y b c d x b y b k

d x b c y b c y a d x a

c d

 

        

            

          
      

 

 當 時，
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0 0 1 1 0 0 2 2 0 0 0 2 0 1 1 2
2 2 2 2 2 2

0 0 0 1 0 2 1 2
2
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c y a d x a c d x a y a

k d x x b b c y y b b cd x y x b y b b b

c d x y x b y b b b

c

        

           
        

      

 

其中 項係數：

 

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 1 1 2 2 0 1 2 0 1 2
2 2

0 0 1 2 1 2 0 0
2 2

0 0 1 2 1 2
2 2

0 1 0 2 0 1 0 1 0 2

2 ) ( 2 ) 2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2( )( )

( ) ( ) ( )
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x cdx y d y c b cdb b d b dy cb db cx cb db

cx dy cb db cb db cx dy

cx dy cb db cb db e

k cd x b y a d x a x b c y a y

        

       

        

      項係數：
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0 1 0 2 0 1 0 1 0 2 0 2

2

2

)

2 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )( )

2 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(

b
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2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
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a b cd b a a b ce a b de a b e

c d AB ca cb db e da cb db e e cb db e

c d AB cb db e ca da e

c y a d x a cd x a y a

c d x a y

      

          

      

     

   

常數項：

   

2

2

2 2 2 2

0 2 0 1 0 1 0 2
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0 1 0 2 0 0 1 2
2
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)
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a
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c x a d y a cx dy ca da
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cb db e k c d AB cb db e ca da e k ca da e

  
       

         

   

             
 

整理一下，得

 

22 2 ) 0

0

i A B L c d AB k

PA

PB

 



( )　當 ， 均在 上時：(

的最小值為 ，無最大值。
 

（一）一般情形討論： 

1 2( , ) ( ) : 0
PA

A a a B b b L cx dy e L P
PB

  1 2設 ， , ， ，欲在直線 上找一點 ，使 的值最大(或最小)。

     

0 0 0 0
2

2 2

0 1 0 2

2 2

0 1 0 2
2 2 2

0 1 0 2 0 1 0 2

2 2 2 2

0 1 0 2 0 1 0 2

( , ) ( , )
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1

P x dt y ct L x y L

PA x a dt y a ct
k

x b dt y b ctPB

k c d t d x b c y b k d x a c y a t

x b y b k x a y a

k AB

  

      
  

     
          

          



設 為 上的動點，其中

令

當 時， 之 1
PA

L P AB L
PB




中垂線交 於 點（設 不垂直 ），可使
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2
1 2 1 2

2 2

2 1 2 1 2
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2 1 2 1 2

2 2 2 2

2
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4( ) ( )

4 ( )

4

4

4 0

cb db e ca da e
AB

c d

cb db e ca da e
AB

c d

cb db e ca da e
AB

c d c d

AC CB AD BE C AB L D E A B L

AD BE AD BE AD BE

    




    
 



   
   

 

   

      

而

其中 為 與 的交點， ， 分別為 ， 在直線

上的投影，如右上圖。

 

 

22 2 2 2

1 2
2 2

1 2

( ) ( ) 0

0
( , )

ii A L B L cb db e k c d AB k

PA c d AB AB

cb db e d B LPB

    

 
   

 

( ) 當 在直線 上，而 不在直線 上時：

的最大值 ，而最小值
 

csc
( , )

PA AB AB
A

d B LPB BH

 
   

 
的最大值  

22 2 2

1 2

1 2

2 2

( ) ( ) ( ) 0

( , )

iii B L A L c d AB k ca da e
ca da ePA d A L

PB ABc d AB

    
 

  
 

當 在直線 上，而 不在直線 上時：

的最小值 ，但無最大值。
 

( , )
sin

PA d A L AH
B

PB AB AB

 
   

 
的最小值  

2
22 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

4 22 2 2 2 2

1 2 1 2

2 22 2 2 1 2 1 2

2 2

1

( )

( ) 2( )( ) 4( ) ( )

( ) 4( )( )( )
4( ) ( )

( )

(

iv A B L

D c d AB cb db e ca da e cb db e ca da e

c d AB cb db e ca da e c d AB
cb db e ca da e

c d AB AB
c d

A B L cb d

            
 

       
     

    


當 ， 均不在直線 上時，

若 ， 在直線 同一側時， 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

) ( ) 0
0

( ) ( ) 0
0 0 ( )

b e ca da e
D

A B L cb db e ca da e
cb db e ca da e

    


     
     

所以，
若 ， 在直線 相異側時，

此時，設 ， 另一情況類似處理

 

2
1 2

1

2

2 2

1 2

tan , 0
sin sin

(1)
sin sin

sin 1 90

csc

sin
(2)

sin sin

sin 1 90

sin

b
A b b

bPA B B
bAPB A

b b

B B

PA
A

PB
PB A

B BPA

B B

PB
A
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，

定值

當 即 時

的最大值

定值

當 即 時

的最小值

 

 

 

 

如下圖： 

 

 

 

 

〈另解〉由正弦定理， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

參考右圖： 
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2
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2 2 1 2 2 2 4 2 1 6 2 5 3 5

2 2 8 4
6 2 5 3 5

8 4

3 5 6 2 6 2

4 4 4

A B L x p q B A L

PA

PB





 

        
  


 

 

  
  

因 ， 都在 軸 的上方，所以 ， 分別為 與 到 的距離。

故 的最大值為 ，而最小值為 ，

與前述答案相符。

 

1 0

C D E AD BE DB

L AB k D

 

 

等號成立於 、 、 三點重合，且

即直線 為 的垂直平分線，亦即 。此與假設不合，所以， 。
 

22 2

1 2 1 2

2

1 2

2

1 2

2

1 2

( )

2( )( ) ( )
0

( )
4 2

( )
0

( )

k

cb db e ca da e c d AB

cb db e

ca da e

cb db e

   

 



 



     
  

 

 
 

 

設 的二次方程式有兩相異實根 ， 設

因

（將上述中 改為 ）

所以， ， 為相異兩正根。

 


22 2

1 2 1 22

1 2

22 2 1 2 1 2

2 2

2 2
2

1 2 1 2

2 2 2 2 2
1 2

2
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2 2

1
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2
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4

k

cb db e ca da e c d AB
cb db e

cb db e ca da e
c d AB AB

c d

c d cb db e ca da e
AB

cb db e c d c d

cb db e ca da
AB AB

c d

       
 

   
    

 
    

    
   

   
   



接著求 的二次方程式的兩根：

 
 

 
 

2 2

2 2

2

1 2 1 2

2 2 2 2

2 2

2

0 0

0 0

1
2 4

2 ( , )

1
2 4

2 ( , )

( , )

( , )

e

c d

pq AB AB AB pq
d B L

cb db e ca da e
p q

c d c d

pq AB AB AB pq
d B L

PA
L x d y c

PB
PA

L x d y c
PB



  

  




 
 

    
  

   
 

 
 

    
  

 

 

其中 ，

同理

所以， 的最大值為 ，此時阿波羅圓與直線 相切於點 ，

而 的最小值為 ，此時阿波羅圓與直線 相切於點 。
 

檢視一下，上述結果是否正確。看一開始所舉的那個例子： 

(0,1) (1,2) : 0( )
PA

A B L y x L P
PB

， ， 軸 ，欲在直線 上找一點 ，使 最大或最小。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）性質： 

性質 1： 

 

 

 

 

1 0 0 2 0 0

2 2

2 1

2

2 2

1

( , ) ( , )
A B A B

T x d y c T x d y c

C C T

C T L TT C

T A B

C

T

T

      

所以，

因 與 對任意一個阿波羅圓互為鏡像點，所以過 ， 兩點的圓
必與阿波羅圓正交，若此圓過切點 必過 。

。
理由是：因圓 與 正交，所以過交點 的切線互相垂直，

而圓 在 的切線垂直

以 為直徑

，亦即 為圓 的直徑，故

的圓必過

圓

兩

過

， 點

。
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1 1

2 2 2

1

2 2 2
1

2

2

( )

2 cos 2 2cos

2 2cos2 cos

2 2(1 2sin ) sin
2 2

sin2 2(1 2sin )
22

AB L C ACT BCT r CA

PA T A r r r

PB T B r r r

 

 



 



     

  
  

 

 

 

 

設 中垂線交 於 ，並設 ， ， 半徑

那麼， 的最大值  

2 2 2

2

2 2 2
2

cos
2 cos( ) 2 2cos 2

2 2cos2 cos( ) cos
2

r r rPA T A

PB T B r r r


  

 

   
   

  
的最小值  

證明： 

 

2 1

2 1

1 2
2

2

2 2

cos sin
2 2

cos sin
2 2

.7 ( , ) ( )

( , )

( , )2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , )

2
2 ( , ) 2 ( , )

PB T B T B
Max Min

PA T A T A

p A a a B b b k

k k

PA X Y XY d A L
Max Min

d B LPB d B L d B L d B L

PB X Y
Max Min X pq AB AB AB

PA d A L d A L

 

 
   

   

    

1 2

，

或將 中 與 , 互換，在 的二次方程式中
項與常數項互換， 項不變，

， ，其積

而 ， 其中

2 2

( , )
1

2 ( , ) ( , )

4

2 4

( , )

PA PB XY d B L
Max Min

d B L d A L d B LP

pq

Y pq AB AB AB pq

PB PA

PA

B

P

P

B

A

   
      





  






 

也可說明 的最小值是 最大值的倒數。

 

sin cos
sin2 2( ) ( )
sinsin cos

2 2

PA PA AD GA
AB L G Max Min

PB PB BE GB

 


  
     


設 交 於 ，則  

性質 3： 

性質 2： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（三）舉例說明： 

1. (0,1) (1,2) : 3 4 6
PA

A B L x y L P
PB

 設 ， ， ，欲在直線 上找一點 ，使 最大或最小。 

1 1

2 2

: 2 (2,0)

5
3 4 4 3

(2,0) 5( , ) (2 , )
5 5 5 5

3 4 4 3
(2,0) 5( , ) (2 , )

5 5 5 5

AB x y L C

r CA CB

OT OC CT

OT OC CT

 

  

     

  
     

  

  

的中垂線 交 於

 

 

1 2TT A B現在考慮以 為直徑且過 ， 兩點的圓。 

PB PA PB PA

PA PB PA PB
的最大值為 最小值的倒數，而 的最小值為 最大值的倒數。 

1 2

1 2

1 2

1 2

( ) ( ) = ( )

( , )

( , )

PA PA T A T A GA
Max Min AB L

PB PB T B T B GB
ca da ePA d A L GA

cb db e d B LPB GB


   

 
   

 



由(一)的討論：

常數 前提： 與 相交但不垂直

最大值與最小值

兩者有異曲同

的乘積

工之妙。
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2 2

1 2

2 2
1 2

1 2

3 4 6
( 10, 9)

1

( 10) ( 9 1) 10 2 10 ( , )

11 ( , )11 2( 10 1) ( 9 2)
4 3 4 3

( , ) ( , ) ( 2,1) ( 1,2)
5 5 5 5

x y
G G

x y

GA T A T A d A L

d B LGB T B T B

CT CT CA CB

 
  

  

   
    

    
 

     
   

令

也等於

或利用向量： ， ， ，  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. A L再看 在直線 上的情形。 

(0,0) (1,2) : 0 ( )
PA

A B L y L P
PB

設 ， ， ，欲在直線 上找一點 ，使 最大 或最小 。 

   

2

2 2 2

( ,0)
( ) 4 5 0

5
0

4
5

5 10 10 (5,0)
2

csc 0

2 5 2
(0,0) sin

5 5

P t L
ii k k

k

PA
x y L P

PB
PA PA

PB AB A
PB PB

PB
L A

PA

 

  

    

  

  



設 為 上的動點，
由一般情形的討論 得

因此， 的最大值 ，此時阿波羅圓： 與 相切於

且 的最大值 ，而 的最小值 ，也可看作阿波羅圓（點圓）

與 相切於 ，如右上圖。還有， 的最小值 ，沒有最大值。

2 2

1

2 21

2 2

2

2 22

1 2

1 2

4 3 10
(2 ) ( 1) 10

5 5 55 5 5

4 3 4 5 5 2
(1 ) ( 2) 10

5 5 5

1 1 5 10
5(27 7 5) 54 14 5 (7 5)

11 11 2 22
4 3

(2 ) ( 1)
5 5 5 105 5

(7 5)
224 3 5 5 2

(1 ) ( 2)
5 5

( ) ( )

PA T A

PB T B

PA T A

PB T B

PA PA T A T A
Max Min

PB PB T B T B

   


    


   

     


  


    

 
  

  

最大值

最小值

10 10 10
(7 5) (7 5)

22 22 11
    

 

1

1

2

2

2

2

1

1

5
1

5 5
sin

5 5 522

2 5 5 2sin 1
2 5 5

2
5

1
5 5

cos
5 5 522

2 5 5 2cos 1
2 5 5

2

5 5 2 10
(7 5)

205 5 5

5 5 2 10
(7 5)

205 5 5

T A
Max

T B

T A
Min

T B

PB T B

PA T A

PB T B

PA T A












   







   





   




   



還有， 的最大值

的最小值

 

1 1

5 2
cos cos( ) cos cos( )

5 5 5 5
ACT BCT 


     ，  

 

（例二附圖） 
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（四）特殊情形： ( )AB L AB L


考慮 即 的中垂線平行 的情形。 

2 2 2 2

2 2 2 2

1

2

sin( ) sin( )

sin( ) sin( )

PA OA PA OA OP OA
P O

PB OB PB OB OP OB
PA PBA QBA QA

PAB QABPB QB

PA
P x

PB
AB x

A B


    


 

  
 

當 時， 為最小值，因

由正弦定理，

欲得 的最大值， 應往 軸正向移動至無窮遠處。

的中垂線與 軸亦相交於無窮遠處，所以有一個半徑無窮大，
而圓心在無窮遠的圓，此圓將過 ， 兩點。

 

0

1 2 3 1 2 3 0

0

( , , ) ( , , ) : ( )

x x lt

A a a a B b b b L y y mt t

z z nt

 


  
  

在三維空間中，設 ， ，欲在直線  

PA
P

PB
上找一點 使 的值最大或最小，其解法與平面的處理如出一轍，

只是將阿波羅圓換成阿波羅球面而已。
 

6 4 2
3 2 2 4 2 5 7 5 2

5 2( 1) 1 2 2 2

5

k k
k t

k k




     
   

而當 時，  

6 4 2
3 2 2 5 7 5 2

5 2 2 2

5

k t




   
 

時，  

2 21 2 4
( ) ( ) (0,0)

2 3 9

PA
x y L x O

PB
P P

   而在 時，阿波羅圓為 與 軸 相切於 。如上圖。

動點 在平面的直線上的討論也可利用第九項〝動點 在平面上〞的情況，
只是將阿波羅球面改為阿波羅圓即可。

 

 

2

2 2

( ,0)

1 3
1 1

4 4

lim 1
t

P t

PA t

t tPB
PA PA

t
PB PB


   

 

 

事實上，設 ，則

當 時 ，所以， 沒有最大值。

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、動點 P 在空間中的直線上 

（一） 一般情形討論： 

 

 

 

 

（二） 舉例說明： 

(0,0,1) (2,4,3) : ( )
PA

A B L x L P
PB

設 ， ， 軸，欲在直線 上找一點 ，使 最大 或最小 。 

2
2

2

2

2 2

( ,0,0)

1

( 2) 16 9

( 1) 4 (29 1) 0

1 7 (7,0,0) 1

1

4 ( 1)(29 1) 0 25 30 1 0
4
3 2 2 3 2 2

5 5
2 1 2 1

5 5

P t L

PA t
k

tPB

k t kt k

PA
k t P

PB
k t

D
k k k k k

k

k

  
  

   
     

  

 

         

 
  

 
  

 

設 為 上的動點。

令

當 時， ，即取 可使

當 時， ，  

 

 

(0,1) (0,2) ( )
PA

A B L x L P
PB

設 ， ，而 為 軸，欲在直線 上找一點 ，使 最大 或最小 。 
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' '

2 7
0

'(7,0,0)
0

AB L

O O A S S L P

AB x y z
y

x O
z

  



仿平面阿波羅圓的作法，先作 的垂直平分面，其與直線 的交點
就是球心 ，以 為半徑得一球面 ， 與 的交點即為最大值及最小值的 點。

的垂直平分面 :

而 軸: ，聯立解之，得交點

 

2 1
(7 5 2,0,0)

5
2 1

(7 5 2,0,0)
5

PA
P

PB
PA

P
PB


 




取 時， 的最大值為

取 時， 的最小值為

 

1 2

1 2

( ) '(7,0,0) (7 5 2,0,0) (7 5 2,0,0)

' (5 2,0,0) ' ( 5 2,0,0) ' ( 7,0,1)

A L O T T

O T O T O A

 

    
  

再以正餘弦的半角計算：
因 與 所在的圓 大圓 上， ， ，
所以， ， ， ，

 

7
1 2

10sin
10 7 2 2 122

10 5 2 52sin 12 2
2
7

1 2
10cos

2 122

52cos 12 2
2

( ) cos
cos

AB L x A L
B L














 
    







  





最大值

而 最小值

雖然 與 軸 歪斜，但我們利用 與 所在的大圓計算 ，
再利用 與 所在的大圓計算 。

 

1 2

2 2
( , )

cb db e
d B L

c d
B L

 



至於第二項導出的公式中

在空間中並不是點 到直線 的距離，所以不能套用它的結果。

 

 

 

 

1 2

1 2

' ( 5,4,3)

35 2 7
cos cos( ' ) 2

1050

25 2 2
cos cos( ' )

250

B L O B

AO T

BO T





 

 
   

 
   


另在 與 所在的圓上，

故  

   

   

2 2 22 2
1 1 1 2 2 21 2

2 22 2

1 2 1 1 1 2 2 2
2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2

( , )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2( )( ) 2( )( ) ( ) ( )

2( )( ) 2( )(

P x y C

x c a c y c a cPA x a y a

x b y bPB x c b c y c b c

a c x c a c y c a c a c r

b c x c b c y c

          
  

          
          


     

設 為圓 上的動點，

2 2 2

2 1 1 2 2) ( ) ( )b c b c r
k

    
設上式

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、動點 P 在平面的圓上 

（一）一般情形討論： 

2 2 2

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) : ( ) ( )
PA

A a a B b b C x c y c r C P
PB

   設 ， ， ，欲在圓 上找一點 使 最小或最大。

       

       

 

1 2
2 2 2

1 2

2

1

2
1

2

2

2
2

(7 5 2,0,0) (7 5 2,0,0)

( 7) 50

(7 5 2) 1 100 70 2 10 7 2 2 1

5(5 5 2) 16 9 100 50 3 10 5 2

(7 5 2) 1 2 1

5(5 5 2) 16 9

x T T

T T x y z

PA T A

PB T B

PA T A

PB T B

 

   

    
   

    

  
 

  

而阿波羅球面與 軸的切點為 及
以 為直徑的球面方程式為

所以， 的最大值為

的最小值為
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2 2 2 2 22 2 2 4 2 2 2 2

2 22 2

2 22 2

22

( ) 2( 2 ) ( ) 0

2

( ) 2

2 0

BD r k r r AB r AD BD AD BD k AD r

AD BD AD BD AD BD AB

i A B C AD BD r AD BD AD BD AD BD AB

r AB k k

          

     

       

  

 

    


    
當 、 均在圓 上時， ，又 ，

所以上列不等式可化為 即

2 2 24 2 2

2 2 2 2 24 2 2 2

2 2 2 22 2 2

22

2 22 2 2 2

0

0

( ) 0

2( 2 )

2 ( )

2 ( )

4

( ) 4 0

PA

PB
ii A C B C AD r

k r r AB r AD BD AD BD

r r AB r AD BD AB r BD

r r AB r BD AB BD

r AB

k BD r k r AB k

PA

P

 

      

        
 

      

 

   

 

故 的最小值 ，無最大值。

當 在圓 上而 不在圓 上時， ，常數項

項係數為

的二次不等式為：

這時，
2 2

2
0

r AB

B BD r
的最小值為 ，最大值為

 2 2

2 2

( )( )

2 2

PA r AB r AB
B C

PB BD r BD rBD r
r BA BG r

BE BF BG BG


 

 
 

 

若 在圓 外， 的最大值為
 

PA RA SA
C R S

PB RB SB
因阿波羅圓的半徑愈大， 愈小。所以，當圓 上取 時， 最大，取 時， 最小。 

1 //L若

   

 

2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( , )

( ) ( ) ( ) ( )

2( ) 2 ( ) 2( ) 2 ( )

( ) ( ) 4 ( ) ( )

k

k

k

L L L Q L Q P C
L C

d D L r

a c a c r k b c b c r
r

a c k b c a c k b c

b c b c r r b c b c k



           
 

      

              

，設 、 相交於 ，則 表過 的直線系，因 在圓 上變動，
必與圓 相切或相交，所以，


 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2

1 1 1 1 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) ( )

8 ( )( ) ( )( )

( ) ( ) 4 ( ) ( ) 0

( ) 4 2 ( )( ) 4 ( )

b c b c r a c a c r

r a c b c a c b c k

a c a c r r a c a c

BD r r BD k BD r AD r r AD BD

               
     

               
         
  

 

2 22 2 2

2 2 2 2 22 2 2 4 2 2

2 2 2

( ) 4 0

( ) 2 ( 2 ) 2

( ) 0

k

AD r r AD

BD r k r r AD BD AD BD r AD BD AD BD k

AD r




   

           
 

  

   

 

 

 

A B D設 ， ， 的關係如下圖： 

2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2
2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

2 1 1 1 2

: 2( )( ) 2( )( ) ( ) ( )

2( )( ) 2( )( ) ( ) ( ) 0

: 2( )( ) 2( )( ) ( ) ( ) 0

: 2( )( ) 2(

kL a c x c a c y c a c a c r

k b c x c b c y c b c b c r

L a c x c a c y c a c a c r

L b c x c b

           
              

          

   

令

設兩直線
與 2 2 2

2 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

)( ) ( ) ( ) 0

// ( , ) //( , ) // ( , )

c y c b c b c r

L L a c a c b c b c AD BD D c c C

       

   
 

若 即 ，亦即 其中 為圓 的圓心。
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如下圖： 

 
 （B 在圓 C 外） （B 在圓 C 內） 

 

2
2 2 2 2 2 2 2 24 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 24 2 2 2

2 2 2 2 2 2 24 2 2 2

2 24 2

( )

( ) ( ) ( )
4

(2 ) ( )( )

(2 ) ( )( )

(2

iv A B C
D

r r AB r AD BD AB AD BD BD r AD r

r r AB AD BD AD BD r BD r AD

r r AB AD BD AD BD r BD r AD

r r AB AD B

          
 

           
   
           
   

   

當 、 均不在圓 上時，

 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 22 4 2

2 222 4 2

2 222 4 2

22 2 2

) ( )( )

4 ( )

4 2

4 2

4 ( ) 0

D AD BD r BD r AD

r AB r r AD BD AB AD BD

r AB r r AD BD AD BD

r AB r r AD BD AD BD

r AB r AD BD

AD

       
   

      
 
     
  
    
  

    

   

   

 
其中等號發生在

1 2//
BD A B

C C L L

 
與 平行且同向，又 、 兩點中有一點

在圓 內，一點在圓 外，如右上圖。此時 ，與所設不合。

 

 

2

2 2 24 2 2

2 2 2 22 2 2

22

2 22 2 2

2 2

( ) 0

2( 2 )

2 ( )

4

4 ( ) 0

2

iii B C A C BD r k

k r r AB r AD BD AD BD

r r AB r AD AB AD

r AB

r AB k AD r

AD rPA

PB rAB

 

     

      

 

    



 
當 在圓 上而 不在圓 上時， ， 項係數

項係數為

這時， 的最小值為 ，但無最大值。

 

2 2 2

( )( )

PA rAB r AB BG r
B C

PB r BD r BD BE BF BG BG

 
 

   
若 在圓 內， 的最大值為  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2 1 2

2 2 2 2 24 2 2 4 2

1 2 2 2

2 2 2 2 24 2 2 4 2

2 2 2 2

1 2

( )

2 2 2

( )

2 2 2

( )

k k k k k

r r AB r AD BD AD BD r AB r r AD BD AD BD

k
BD r

r r AB r AD BD AD BD r AB r r AD BD AD BD

k
BD r

k k



 
          

  


 
          

  




   

   

所以， 的二次方程式有兩實根 、 設

22 22 2 2 24 2 2

2 22 2 2 2

2 2 2

1 2 2 2 2

1 2

1 2

2 ( )2( 2 )
0

( ) ( )

( )
0

( )
0

r AB r AD BDr r AB r AD BD AD BD

BD r BD r

AD r
k k

BD r
k k

PA
k k

PB

           
 


  


  



   

的最大值為 ，最小值為 。
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22 2

1 2 2 2

2 2 22 22

1 2 2 2 22

( ) ( )

( ) ( )

2

2

AD r AD r AD r AE AF A C
A B C k k

B CBD r BD r BG BHBD r

AEr AD AE EF A
A B C k k

BGHr BD BG BG

     
     

     

   
       

   

到圓 的切線長
若 ， 均在圓 外時，

到圓 的切線長

過 的弦長
若 ， 均在圓 內時，

過 的弦長

 

  
（A，B 均在圓 C 外） （A，B 均在圓 C 內） 

（ EF GH AD BD、 分別為垂直 、 的弦 ） 

 
1 //L設

 

2 1 2

1 2

1 2 1 2 1 2

2

1

2

1

2

1

'
' '

' '

//

L L L Q Q C
T T

A B A B C
C C C C C C T T

T T C C Q

L L C D R

A B T T Q

S

，若 與 相交於 ，過 做圓 的兩切線，
設切點為 、 ，

理由是：因 與 對任意一個阿波羅圓互為鏡像點，設過 、 兩點的圓為 ，
與兩阿波羅圓 ， 正交，如上圖。若 與 ， 的交點依次為 ， ，

則過 ， 的切線過 圓的圓心，因此這兩切線

則 、 、 、 四點

的交點就是圓 的圓心 。

若 ，阿波羅圓與圓 圓

共圓，且 為此圓的圓心。

心為 相切的切點為 及
A B R S

，
此四點 、 、 、 共線，請參考第11頁上方附圖。

 

2

1 2( , ) ( )k A a a B b b

PB PA P

k
k P

B PA

PA PB PA PB

1 2觀察上述 的二次方程式，當 ， , 互換時， 項係數與常數項互換，
而 項係數不變。這與動點 在平面上的直線變

的最大值為 最小值的倒數，而 的

動時相當，

最小值為 最大即 值的倒數。

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）性質： 

性質 1： 

 

 

 

 

 

 

 

性質 2： 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 22 2

2

1 1 2 1 1 2 2 2 2 2

2 2
2 22 2 2

2

2 1 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

( , )

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

( , )

( ) (

k BD r AD r C
a c k b c a c k b c

r r
PA p p

k
PB k BD r AD r C

k b c a c k b c a c
r r

p p

p a c k b c

    
      

 



   
       




   

當 時，阿波羅圓與圓

相切於點

的最小值為
當 時，阿波羅圓與圓

相切於點

其中    

   

2 2

1 2 2 1 2 2

2 2

2 1 1 2 1 1 2 2 2 2 2

) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a c k b c

p a c k b c a c k b c

   

       

 

如下圖： 

2 22 2

1

1 1 1 1 1 2 2 1 2 2

1 1
2 21 2 2

1

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

( , )

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( ) ( )

( , )

k BD r AD r C
a c k b c a c k b c

r r
PA p p

k
PB k BD r AD r C

k b c a c k b c a c
r r

p p

    
      

 



   
       




當 時，阿波羅圓與圓

相切於點

的最大值為
當 時，阿波羅圓與圓

相切於點
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2 2

2 2 2

2

( , ) 1
7 7

1
(2 2 ) (3 3 )

(7 7 ) (2 2 ) (3 3 )
9 22 9 0

11 2 10

9

11 2 10 1 2 3
( 10 1) ( 10, )

9 3 7 7

11 2 10 1 2 3
( 10 1) ( 10, )

9 3 7 7

kd O L
k

k k

k k k
k k

k

PA
C

PB

C




 
  

     
   


 

 
 

  
 

令

故 的最大值為 ，這時阿波羅圓與圓 相切於點

最小值為 ，這時阿波羅圓與圓 相切於點

 

2
2 2

2 2

(cos ,sin )

(cos 2) (sin 3) 4cos 6sin 14

(cos 2) (sin 3) 4cos 6sin 14
2cos 3sin 7

2cos 3sin 7
(2 2 )cos (3 3 )sin 7 7

P

PA

PB

k

k k k

 

   

   
 

 
 

      
  

      
 

 
  

     

解法二：利用圓的參數式
設

 

以圖形說明： 

 

2
2 2

2 2

( , )

( 2) ( 3) 4 6 14 2 3 7

( 2) ( 3) 4 6 14 2 3 7
2 3 7

2 3 7
: 2 3 7 (2 3 7) 0k

P x y C

PA x y x y x y

x y x y x yPB
x y

k
x y

L x y k x y

        
    

         
 


  

      

解法一：利用直線系
設 為圓 上一點

設

 

2 2

2 2

(2 2 ) (3 3 ) cos( ) 7 7

7 7
cos( ) 1

(2 2 ) (3 3 )

k k k

k

k k

 

 

      


   

  
以下處理與上述直線系解法相同。

 

 

 

22

1 2

2 2

1

2 2

1

2

(0, )

1 4 3
7

3
7 7 3 2 3 2 3

(0, ) 1 ( 10, ) ( 10, )
3 3 7 7 7 7 7

2 3
2 10 3

10 10 17 7
10 1

310 102 3
2 10 3

7 7

Q AB Q t

QS QB t t

t

Q y y T T

PA T A

PB T B

PA T A

PB T

     


 

     
  

   
             

   
     

   



因圓心 在 的中垂線上，設

過 的切點弦為 ，得兩切點 、

再計算 的最大值

的最小值  
2

10 10 1
10 1

310 10B


  



 

（三）舉三個例子說明： 

1. 2 2( 2, 3) (2, 3) : 1 ( )
PA

A B C x y P
PB

    設 ， 欲在圓 上找一點 使 最大 或最小 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

解法三：利用一般情形討論的結果  

解法四：請參考第13頁的附圖  

 

 

 

 

 

 

 

 


0

1

72 3 7 0
(0, )

2 3 7 0 3
( ) ( 0 : 2 3 7 0

1 : 0 )

k

k k

x y
L Q

x y
k L C k L L x y

C k L x C

  
  

    
 

為過兩直線 的交點 的直線系。

欲求得最大 或最小 的 值， 必與圓 相切。 時
不與圓 相交，而 時 與圓 相交於兩點
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1 2

2 5 2
(1,0) ( ) 5

4 1 3
9 40

( , )
41 41

//
( , )

k

k

PA
A C ii

PB

C

L L L
d D L r k









點 在圓 上，由上述討論 得 的最大值為

這時阿波羅圓與圓 相切於點 。

最後，交代一下前面的漏網之魚：當 時， 表一平行線系，
利用 ，也可得到前述 的二次不等式。

所以，這是個十分完美的方程式！

 

     

     
           

           

2 2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3
2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1

( , , )

2( )( ) 2( )( ) 2( )( ) (

P x y z

x a y a z aPA

PB x b y b z b

x c a c y c a c z c a c

x c b c y c b c z c b c

a c x c a c y c a c z c a

      
 

     

                    
                    

         


設

 

2 2 2

1 2 2 3 3

2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 2 2 3 3

2
2 22 2 4 2

) ( ) ( )

2( )( ) 2( )( ) 2( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

c a c a c

b c x c b c y c b c z c b c b c b c
k

P S D r
P C

BD r k r r AB r AD

    

              

   


令上式等於 ，即可得過二平面交線的平面系或兩平行平面的平面系，
因 在球面 上變動，所以球心 到此平面系的距離小於或等於半徑 ，
仿動點 在圓 上變動時的情形可得：

 
2

2 2 2 2 0BD AD BD k AD r      
 

 

 

19 325 38 2 325 5 13

18 36 6
5(11 13) 4 5(5 13)

(2 , )
742 182 13 742 182 13

19 325 38 2 325 5 13

18 36 6
5(11 13) 4 5(5 13)

(2 , )
742 182 13 742 182 13

PA

PB

C

PA

PB

C

  
  

 


 

  
 

 


 

的最大值為 ，

此時阿波羅圓與圓 相切於點

的最小值為 ，

此時阿波羅圓與圓 相切於點

 

2. 2 2(1,0) (3,4) : ( 2) 5 ( )
PA

A B C x y P
PB

  設 ， ，欲在圓 上找一點 使 最大 或最小 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 2 2(1,0) (0,2) : 1 ( )
PA

A B C x y P
PB

 設 ， ，欲在圓 上找一點 使 最大 或最小 。 

 

 

 

 

 

 

五、動點 P 在球面上 

（一）一般情形討論： 

     
2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

( , , ) ( , , ) ( , , ) :

( , , )

A a a a B b b b C c c c S x c y c z c r

PA
D c c c S P

PB

     設 ， ， ，球面 ，

球心 ，欲在球面 上找一點 使 的比值最大或最小。
 

 

 

 

 

 

 

 

 

2
2 2

2 2

2 2

2

( , )

( 1) 2 2 1

( 3) ( 4) 2 8 26 4 13

( 1) ( 4 13) 0

(2,0) 5
3 11

5
( 1) (4 )

9 19 1 0

19 325

18

A C B C
P x y C

PA x y x x

x y x y x yPB
k x k x y

k

k k

k k

k

     
    

         
      




 

   


 

由點到圓心的距離，可判斷 在圓 內， 在圓 外。
設 為圓 上一點

設上式
令圓心 到上列直線之距離等於半徑

即
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2
2 2 2

2 2 2

( , , )

( 2) 4 5

( 1) ( 2) ( 3) 2 4 6 15

: ( 4 5) (2 4 6 15) 0
4 5 0

2 4 6 15 0

k

k

P x y z S

PA x y z x

x y z x y zPB
k

E x k x y z
x

E L
x y z

      
   

        

      

  
   

設 為 上一點

設上式 ，那麼

表過兩平面 交線 的平面系

 

2 2 2

2 2 2 2

2

( , , )
1

5 15
1

( 2 4) (4 ) (6 )

25(3 1) (2 4) 16 36
169 166 9 0

83 2 1342

169

k k

P x y z S k
E S S E

k

k k k

k k k k
k k

k




   

     
   


 

因 為球面 上一點，故欲得 的最大值或最小值，
必須使 與 相切，即 的球心到 的距離等於半徑 。

 

2 2

2 2 2rAB r AB r

AB BS BSBD r


  


最大值  

 
 

2 22

B C

BD r BT AB BS

 
     

在圓 外，
 

2 22

B C

BD r BT AB BS

 
     

在圓 外，
 

  
22

B C

r BD r BD r BD

BE BF AB BS

 
    
 
     

在圓 內，

 

5

4
35

: 3
8

2

x

L y t t

z t





  

 



其中直線 ，  

（二）舉例說明： 

 
2

2 22 2 2

2

2 2

2 2

4 0

2
0

2
0

A B S
A S B S

BD r k r AB k

rAB
k

BD r
PA rAB

PB BD r

  

 
    

 




依 、 是否在球面 上有四種情形，其結果都與「動點在圓上變動」的結論相當，舉其中
的 在球面 上，而 不在球面 上的情形討論如下：

所以， 的最小值為 ，最大值

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

現在就上述兩平面相交的情況討論。在 A、B 與球面 S 的球心 D 所決定的平面 E 中，若

平面系的交線與平面 E 相交於 Q，自 Q 作大圓（平面 E 與 S 的截圓）的切線，切點為 1T 、 2T ，

由第 13 頁知 A、B、 1T 、 2T 四點共圓，且 Q 為此圓的圓心，利用這個性質可求出 1T 、 2T ，進

而找出最大值及最小值。 

 

 

2 2 2(2,0,0) ( 1,2,3) : 1
PA

A B S x y z P
PB

   設 ， 欲在球面 上找一點 ，使 的值最大或最小。

    解法一： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A B D S C
AB S

考慮 、 、 所決定的平面上，其與球面 截出一個大圓 ，
若直線交 於 ，如下圖，則
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2

2
2 2 2 2

2 2 2 4 2

4 2

2

(2 , )

4 ( 2) 4

4 ( 2) 8 4

( 1) 8 4( 1) 0

1 0 (0,0) 1

P t t

PA t t t

t t t tPB

k k t kt k

PA
k t P

PB



    
   

    
      

  

設 上一點 ，

設上式

當 時， ，取 可使

 

以圖形說明如下： 

 

2 2

2

1 4 ( 1) 0
16

(3 1)( 1) 0
1

1
3

0
8

0 0 1
1

1
1

3
3

1
3

D
k k k

k k

k or k

t
k

k
k

k

PA

PB

    

   

   




    


  

當 時，

又 ，故兩根之和及兩根之積均為正數

綜合上列條件，得

所以， 的最大值 ，而最小值為 。

 

83 2 1342 61 22 61 22

13 13 13
421 2 1342 166 4 1342 249 6 1342

, ,
200 15 1342 200 15 1342 200 15 1342

421 2 1342 166 4 1342 249 6 1342
, ,

200 15 1342 200 15 1342 200 15 1342

PA

PB

S

  

    
 

   
     
 
      

故 的最大值為 = 而最小值為 。

而阿波羅球面與球面 相切於

及

 

2 2 2

1

(2,0,0) ( 1,2,3) (0,0,0) : 3 2 0
65 70 105

( , , )
52 52 52

65 70 105 52
65 70 105 52 3 2

1

421 2 1342 166 4 1342
,

200 15 1342 200 15 134

A B S D E y z

E L Q Q S

x y z
x y z y z

x y z

T

  

   
   

  

  

 

、 及 的球心 落在平面 上，

若 與解法一中 交於 ，自 作 的切線其切點所成的圖形是一個圓，

此圓落在平面： 上，解 即可得：

2

1 2

1 2

249 6 1342 421 2 1342 166 4 1342 249 6 1342
, , ,

2 200 15 1342 200 15 1342 200 15 1342 200 15 1342

83 2 1342 1 1
( 61 22) ( 61 22)

169 13 13

T

PA T A T A

PB T B T B

        
   

         


    

及

而 的最大值為 ，最小值為

 

 

 

 

 

 

 

 

解法二： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

六、動點 P 在拋物線上 

（一）舉例說明： 

2(0,2) (0, 2) : 4
PA

A B x y P
PB

  設 ， ，欲在拋物線 上找一點 ，使 的值最大或最小。 
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2
2

2 2
22

2 2 2

2 22 2 2
2

2

( , ) 4(1 )
9

5
4(1 ) 4

5 369 9
5( 4) 5 72 180

( 4) 4(1 ) 8 20
9 9

5( 1) 72 36(5 1) 0

2 2
1 (2, 5) (2, 5) 1

3 3
1

x
P x y E y

x x
x

PA x y x

x xx y x xPB
x x

k k x kx k

PA
k E P or P

PB
k x

 

     
     

         

      


 

 

設 為橢圓 上一點，故滿足 ，

設上式

當 時，在橢圓 上取 可使

當 時，因 ，所
2

2

2

2

2

2

36 5( 1)(5 1) 0
144
11 30 5 0

15 2 70 15 2 70
( )

11 11

( , ) 3 3

36 6 11 30 5
3 3

5( 1)

5 6 11 30 5 5

2 1 2
5 5

1 ( 1) 6 11 30 5 ( 1)
2 2
17 5

11 30 5
2

D
k k k

k k

k or k

P x y E x

k k k

k

k k k

k

k k k k k k

k
k k

    

   

   
  

  

  
  



   
  




       

  
     

以

不合

但 為橢圓 上的點，所以 ，即

當 時，

7 5

2

k 

 

 

2

(3cos ,2sin )

12 2 11 30 5
cos

5( 1)
cos 1

P

k k k

k

  





  





另設 ，以參數 處理，得

因 ，接下來處理與上述處理方式相同。

 

15 2 70
9

11

15 2 70
3

11

k

PA

PB

 

 

所以， 的最大值為 ，最小值為

因此， 的最小值為 ，而最大值為 。

 

七、動點 P 在橢圓上 

（一）舉例說明： 

2 2

(0,0) (4,0) : 1
9 4

x y PA
A B E P

PB
 設 ， ，欲在橢圓 上找一點 ，使 的值最大或最小。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

2

2

2

2

17 5 7 5
1 11 30 5

2 2
1 9

5 5
0 1 ( 1) 6 11 30 5 ( 1)

2 2
17 5 7 5

11 30 5
2 2

17 5 5
11 30 5 ( )

2 17
17 5 7 5 5

11 30 5 ( )
2 2 17

9 5
0 1

49 17

k k
k k k

k

k k k k k k

k k
k k

k
k k k

k k
k k k

k k

 
    

 


        

   
     

 
   

 
    

   

因 ，故取負，得：

解之，得

當 時，

取正號時，

取負號時，

解之，得 或

 

圖形如下： 
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2
2 2 2

2 2 2

( , )

( 1) ( 2) 2 6 3

( 2) ( 1) 4 2 6 2 3

: ( 3) (2 3) 0
3 0

:
2 3 0

3 0 3
0 2 3 0 (3, ,0)

20

k

k

P x y C

PA x y z x x

x y z x z y zPB
k E x k y z

x
E L

y z

x
L z y z Q

z

        
   

         
      

 
  

 
   



設 為圓 上一點，那麼

設上式

表包含直線 的平面系。

而 與平面 的交點 即

 

2

2 2 2

0 ( , , )
3

( 3) ( ) 0
2

1
0

1 2 1 2
( , , ) ( , ,0) ( , ,0)

5 5 5 5
1

3
3 3 5 1 49 15 55

42 3 293 5 43
5

1
3

3 5 1 49 15 55
4 293 5 43
5

z Q C l a b c

a a b b c

a b c
c

a b c or

a
k

b

k




    


  



 




  

   
 




 
  



設在平面 上過 且與圓 相切的直線為 ，且其切點為 ，那麼

解之，得切點

所以，

或

 

 

最後想到平面上的阿波羅圓與所給直線相切時，
PA

PB
有最大或最小值，在空間中的平面 

49 15 5 49 15 5

29 29
1 2 1 2

( , ,0) ( , ,0)
5 5 5 5

PA

PB

C

 

 

因此， 的最大值為 ，最小值為

而阿波羅球面與圓 的切點為 或

 

八、動點 P 在圓（空間中的圓）上 

（一）舉例說明： 


2 2 2 1(1,0,2) (0,2,1) :

0

PAx y zA B C P
z PB

  


設 ， ，欲在圓 上找一點 ，使 的值最大或最小。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

九、動點 P 在平面上 

一般來講，空間中的平面是平面上的直線的延伸，它們有許許多多共同的性質，既

然如此，動點 P 在平面上的直線（第二項）是利用直線的參數處理。那麼，空間中的平

面也可用平面的參數來處理，但平面有兩個參數，如何利用判別式呢？百思不得其解， 

 

是否也可以考慮阿波羅球面與所給平面相切呢？ 

 

k

k

C L E
E l L C
l C

 
 
 
 

圓 與 的平面系 相切時有最大值及最小值。
當 取 與 所決定的平面時，會與圓 相切，
故 與圓 相切的切點就是產生最大（最小）值的點。
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2
2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3
2 2 2

1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

( , , )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

: ( 1) ( 1) ( 1) 2( ) 2( ) 2( )

( )

// (

k

k

P x y z E

PA x a y a z a

x b y b z bPB

k S k x k y k z b k a x b k a y b k a z

b b b k a a a S

AB E AB

      
 

     
            

      


 

設 為平面 上的動點，

令上式
， 即為阿波羅球面。

若 ，即 , , )

1

c d e AB E Q

PA QA
A B Q

PB QB

PA QA
B A Q

PB QB

k AB 


，設直線 交平面 於 ，

當 介於 ， 之間時， 的最小值為 ，無最大值。

當 介於 ， 之間時， 的最大值為 ，無最小值。

當 時，若
2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

1
: ( ) ( ) ( ) ( )

2

1

1 :
1 1 1

( 2 2 2 )

( 1)

k

E

S b a x b a y b a z b b b a a a

PA
E P

PB
b k a b k a b k a

k S x y z
k k k

a a a b b b a b a b a b k

k

          



       
          

       

       




，

則

與平面 的交線上任一點 ，可使 ，

當 時， 可化為

2

2 2( 1)

AB k

k



 

 

1 1 2 2 3 3

2 2 2

22 2 2 2

1 1 2 2 3 3

2 2

1 2 3 1 2 3 1

( , , ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( )

1 1 1
:

1

( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

( ) 2( )(

kP x y z E S E d E r
c b k a d b k a e b k a

f
AB kk k k

kc d e

c b k a d b k a e b k a k f c d e AB k

cb db eb f k cb db eb f ca


  

  
  


 

            

        

因 為平面 上任一點，所以 必與 相交 或相切 ，即 球心 半徑

亦即

22 2 2

2 3

2

1 2 3

) ( )

( ) 0

da ea f c d e AB k

ca da ea f

     
 

    

 

22 2 2

22 2 2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

( ) ( ) 0

0

( )

( ) ( ) 0

( )
0

( , )

i A B E c d e AB k

PA

PB
ii A E B E

cb db eb f k c d e AB k

c d e ABPA AB

cb db eb f d B EPB

  



      

  
   

  

當 ， 均在平面 上時：

的最小值為 ，無最大值。

當 在平面 上且 不在平面 上時：

的最大值 而最小值

 

22 2 2 2

1 2 3

1 2 3

2 2 2

( )

( ) ( ) 0

( , )

( )

iii B E A E

c d e AB k ca da ea f
ca da ea fPA d A E

PB ABc d e AB

      
  

  
  

當 在平面 上且 不在平面 上時：

的最小值 ，但無最大值。

 

參考下圖： 

 

( , )
sin

PA AH d A E
B

PB AB AB
    

（一）一般情形討論： 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) : 0A a a a B b b b E cx dy ez f E P

PA

PB

   設 ， ，平面 ，欲在平面 上找一點

使 之值最大或最小。
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 



 21 

2
22 2 2

1 2 3 1 2 3

2 2

1 2 3 1 2 3
4 22 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

2 22 2 2 2 1 2 3

( )

2( )( ) ( )

4( ) ( )

( ) 4( )( ) ( )
4( )

( )

iv A B E

D cb db eb f ca da ea f c d e AB

cb db eb f ca da ea f

c d e AB cb db eb f ca da ea f c d e AB
cb db eb f

c d e AB AB

          
 
      

            
  

    

當 ， 均不在平面 上時，

1 2 3

2 2 2

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

( )

( )( ) 0
0

( )( ) 0
( ) 0 ( ) 0( )

ca da ea f

c d e
A B E cb db eb f ca da ea f

D
A B E cb db eb f ca da ea f

cb db eb f ca da ea f

   
   

      


      
       

若 ， 在平面 同一側時，
所以
若 ， 在平面 相異側時，
此時，設 ， 另一情況類似處理

 

 

 

 

2
1 2 3 1 2 3

2 2 2

2 1 2 3 1 2 3

2 2 2

2 1 2 3 1 2 3

2 2 2 2 2 2

2

2

4( )( )

4 ( ) ( )

4

4

cb db eb f ca da ea f
AB

c d e
cb db eb f ca da ea f

AB
c d e

cb db eb f ca da ea f
AB

c d e c d e

C AB EAC CB AD BF
D F A B E

AD BF

     


 
      

 
 

     
   

   

 
     

 

  

其中 為 與平面 的交點，
、 分別為 、 在 上的投影，如上圖。

 
2

22 2 2

1 2 3 1 2 3

2

1 2 3

2

1 2 3

1 2 3

4 0

1 0
( )

2( )( ) ( )
0

( )
( 4 2)

( )

(

AD BF AD BF

C D E AD DB

E AB k D
k

cb db eb f ca da ea f c d e AB

cb db eb f

ca da ea f

cb db eb f

   

 



   



 


        
  

  

  


  

等號成立於 ， ， 三點重合且 ，
即 為 的垂直平分面，亦即 ，此與假設不合，故 。
設 的二次方程式有兩相異實根 ， 設

又

將上述中 改為

2
0

)
 



所以， ， 為相異兩正根

 

 



 
 

22 2 2

1 2 3 1 2 32

1 2 3

22 2 2 1 2 3 1 2 3

2 2 2

2 2

2

1 2 3 1 2 3

2 2 2

1
2( )( ) ( )

2( )

( )( )
( ) 4

1
2 4

2 ( , )

cb db eb f ca da ea f c d e AB
cb db eb f

cb db eb f ca da ea f
c d e AB AB

c d e

pq AB AB AB pq
d B E

cb db eb f ca da ea f
p q

c d e

          
  

     
    

  
 

    
  
     

 
 

設

其中 ，

 
 

2 2 2

2 2

2

1
2 4

2 ( , )

c d e

pq AB AB AB pq
d B E



 
 

    
  

 PA

PB

AB

 



所以， 的最大值為 ，最小值為 。

還有，當
( , )

( , )

PA d A E

d B EPB
E  平面 時， ，

這與動點在平面上

最大值與最

的直線變動

小值的乘積

時相當。
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1 1 2 2 3 3

0 0 0

0 0 0
0 0 0 2 2 2

1 1 2 2

( , , ) : 0
1 1 1

( , , ) : 0

( , , )

( ,
1 1

k

k

k

b k a b k a b k a
S E cx dy ez f

k k k
E S

x y z E cx dy ez f
cx dy ez f

x ct y dt z et t
c d e

b k a b k a
S

k k

  
   

  

   
  

   
 

 

 

接下來看阿波羅球面 的球心 在平面

上的投影，即平面 截球面 的截圓圓心的軌跡是什麼？
我們已經知道點 在平面 的投影點

為 ，其中 ，

所以 的球心 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2 2 2

1 1 1 1 1 2 3 1 2 3

2 2 2

, )
1

1 1 1( , , )
1 1 1

( , , )
( ) ( )

1 1 ( 1)( )

b k a
E

k
b k a b k a b k a

c d e f
b k a b k a b k a k k kct dt et t

k k k c d e

x y z
b k a b k a cb db eb f k ca da ea f

x ct c
k k k c d e

b




  

     
        
    

        
    

    



在 上投影點為

，其中

設此投影點為 ，那麼

 

1 1 1 1 2 2 3 3
1 1 2 32 2 2

1 1 2 2 3 31 2 3
1 1 12 2 2 2 2 2

1 2 3
1 2 2 2

1

( ) ( ) ( )
( )

1 1
( ) ( ) ( )( ) 1

( )
1

( )

1

(1

b a c c b a d b a e b a
cb db eb f

k c d e k
c c b a d b a e b ac cb db eb f

x b b a
c d e k c d e

c cb db eb f
x b

c d e

bk

      
          

       
      

     
   

     
  

   

2 2 2

1 1 1 2 2 3 3

2 2 2

1 2 1 3

2 2 2

1 1 2 2 1 1 3 3

2 2 2

2 2

2 2 1 1 2 2
2 1 2 32 2 2

)( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) (

( )
1

a c d z c c b a d b a e b a

c d e
d db cb e eb cb cf

x
c d e

d d b a c b a e e b a c b a

c d e
b k a

y dt
k

b a d c b a d b a
b cb db eb f

k c d e

       

 
   


 

      

 


 


   
      

  

同理，

   

3 3

2 1 2 3

2 2 2

2 2 1 1 2 2 3 3

2 2 2

3 3

3 3 1 1 2 2 3 3
3 1 2 32 2 2

) ( )

1
( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )1

1
( ) ( ) ( )

( )
1 1

1

1

e b a

k
c cb db e cb db df

y
c d e

c c b a d b a e e b a d b ak

c d e
b k a

z et
k

b a e c b a d b a e b a
b cb db eb f

k c d e k
c

z

k

  
  
   


  

      

 


 


      
           


 

    

3 1 3 2

2 2 2

3 3 1 1 3 3 2 2

2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

cb eb d db eb ef

c d e
c c b a e b a d d b a e b a

c d e

   

 
      

   

   

   

1 2 1 3

2 2 2

1 1 2 2 1 1 3 3

2 1 2 3

2 2 2

2 2 1 1 2 2 3 3

3 1 3 2

2

' :
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

kE S L
d db cb e eb cb cf

x
c d e

d d b a c b a e e b a c b a
c cb db e cb db df

y
c d e

c c b a d b a e e b a d b a
c cb eb d db eb ef

z
c

   


 

      
   


 

      
   




因此，平面 截球面 所得截圓的圓心軌跡為一直線

   

2 2

3 3 1 1 3 3 2 2( ) ( ) ( ) ( )

d e

c c b a e b a d d b a e b a
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1 2 3 1 1 2 2 3 32 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 32 2 2

1 2 3 1 1 2 2 3 32 2 2

0 - 0 -
1

0 0 -
1

' : ( )

- 0 - 0
1

e d e d

x b b b cf b a b a b a t
c d e

c d e c d e

e c e c

L y b b b df b a b a b a t t
c d e

c d e c d e

d c d c

z b b b ef b a b a b a t
c d e

c d e c d e

  
  

           
 
 
 

            
 
 
 

          
 

即










 
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

2 2 3 3 3 3 1 1 1 1 2 2

'

2 2 3 3 1 1 3 3 1 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
: 0

, ,

L AB

b a x b a y b a z b b b a a a

E cx dy ez f L

b a b a b a b a b a b a

d e e c c d

L L

b a b a b a b a b a b
e d

d e c e

          

   

      
 
 

    
 

設直線 為 的垂直平分面 :

與平面 的交線，則直線 的方向向量為

又 與 互相垂直，因它們的方向向量內積為：

2

3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2

1 1 2 2 2 2 3 3 1 1 3 3
0

a

c d

b a b a b a b a b a b a
e c

e c d e c d

b a b a b a b a b a b a
d c

c d d e c e

E E L

 
 

 
      

   
 

      
    
 

故在平面 上，阿波羅球面與 的交圓形成以 為根軸的共軸圓系，而以兩切點為
極點，如下圖。

 

 

:
' :

L AB E
L E
E L G H

E

的垂直平分面與平面 的交線
阿波羅球面與平面 的交圓圓心的軌跡

平面上，形成以 為根軸的共軸圓系，而 ， 是兩個極點，
也就是阿波羅球面與平面 相切的二個切點。

 

2
2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , , )

( 1)

( 1) ( 1) ( 1) 2 0

P x y z E

PA x y z

x y zPB

k k x k y k z kz k

   
  

   
         

設 為平面 上一點，

設上式

 

( )
1

k
E

k



到平面 之距等於其半徑  

(0,0, )
1

k
k E

k 
欲得 的最大或最小值，阿波羅球面必與平面 相切，即其球心

 

2 2 2

2

2 2

2

5 1
1 ( , , ) 1

2 2
1

2
0

1 1

1 ( 1)

PA
k P t t

PB
k

k k
x y z z

k k
k k

x y z
k k

  



    
 

 
    

  

當 時，取 均可使

當 時，上述阿波羅球面為

即

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          

 

（二）舉例說明： 

(0,0,0) (0,0,1) : 3
PA

A B E x y z P
PB

  設 ， ，欲在平面 上找一點 使 之值最大或最小。 

解法一：利用阿波羅球面與平面 E 相切，可得最大或最小值。 
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2

2

1 2

3
1

13

2 3 3

4 12 9 3
4 15 9 0

3
3

4
3

3
2

1 1
( , ,2) (2, 2,1)
2 2

k

kk

k

k k

k k k
k k

k or k

PA

PB

E T T







   

   
   

  




亦即，

故 的最大值為 ，最小值為 ，

而阿波羅球面與平面 相切於 及 。

 

圖形如右： 

1 2

5

2
:

1

2
2

' : 2
1 2

1 1
( , ,2) (2, 2,1)
2 2

x t

L AB E y t t

z

x t
L E y t t

z t

E L T T

E


 


 





 
   
  








的垂直平分面與平面 的交線:

阿波羅球面與平面 的交圓圓心的軌跡:

在 平面上，形成以 為根軸的共軸圓系，而 ， 為兩極點

，也就是阿波羅球面與平面 相切的二個切點。

  

解法二：利用上述一般情形討論的結果。 

PA
P

PB
P

雖然動點 在三角形區域內變動，但 的最大或最小值發生在三角形的三邊上，

所以只需考慮點 在三角形三邊上變動即可。
 

 

1 5
: 0 1

4

4
: 0 1

3 3

3 4
: 0 1

6 2

x t
EF t

y t

x t
FD t

y t

x t
DE t

y t

  
 

 

 
 

 

 
 

 







，

，

，

 

18
(1, ) (1,12) (1,5)

5

18 349 (5. 1) 349 18 349
(1, ) (1 , )

5 5 526 26 5 26
349

2
349 261 1 5 1.13 1

526
1

(1,

AB EF FD DE G H I G H I

G GA EF J K

OJ OG GJ

t t

OK OG GK

  


       



       

  



  

  

設 的中垂線與 ， 及 相交於 ， ， ，而 ， ，

以 為圓心， 為半徑作圓交直線 於 及 ，

若令

8 349 (5. 1) 349 18 349
) (1 , )

5 5 526 26 5 26
349

2
349 261 1 5 0.33 0

526
t t


    



        若令

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

十、動點 P 在三角形區域內變動： 

（一）舉例說明： 

(0,0) (2,0) (3,6) ( 1,4) (4,3)A B P DEF D E F

PA

PB

設 ， ，動點 為 區域內的點，其中 ， ， ，

求 的最大或最小值。
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5

13
17

5

(1, 3) 29 29
(1,12) 145 (1 ,12 3 )

2 210
29 29

1 4 3 0.81 0
2 2

5

13
3 2

37

PA FA
P EF

PB FB
PA EA

PB EB
H HA DF M

OM OH HM

t t

PA FA
P FD

PB FB
PA DA

PB DB

 

 


       

        







  

所以，當 在 上時， 的最大值

的最小值

若以 為圓心， 為半徑作圓交 於 ，

令

所以，當 在 上時， 的最大值為

的最小值為

若
(2,1) 26 26

(1,5) 26 (1 2 ,5 )
5 55

26 26
2 2 1

26 5 51 2 3 4 0.64 0
5 4 2

(2,1) 26 26
(1,5) 26 (1 2 ,5 )

5 55
26 26

2 2 1
26 5 51 2 3 4 1.64 1
5 4 2

I IA DE R S

OR OI IR

t t

OS OI IS

t t

       

 

        

       

 

       



  

  

以 為圓心， 為半徑作圓交 於 ，

令

令

 

3 2

37
17

5
5 5

13
1313

17

5

PA DA
P DE

PB DB
PA EA

PB EB
PA

P DEF
PB
PA

PB







所以，當 在 上時， 的最大值為

的最小值為

故 在 邊上變動時， 的最大值為

的最小值為

 

2
2 2

2 2

1 2

( , ) '

( 2) ( 3) 2 3 7

( 2) ( 3) 2 3 7

: (2 3 7) (2 3 7) 0
7

: 2 3 7 0 : 2 3 7 0 (0, )
3

2 2
( , ) '

3 3

k

k

k

P x y C

PA x y x y

x y x yPB
k l x y k x y

l L x y L x y Q

k
P x y C l QD

k
QE

      
  

      
       

     









設 為半圓 上一點，則

令上式

表過 與 交點 的直線系。

因 在半圓 上，故 的斜率 應大於或等於 的斜率

或小於或等於 (1,0) (0,1)D E的斜率，其中 ，

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

十一、 動點 P 在圓的部分圖形上變動： 

（一）舉例說明： 

2 2( 2, 3) (2,3) ' : 1 0 1 'A B C x y y P C

PA

PB

     設 ， ，半圓 但 ，若 為半圓 上一點，

求 的最大或最小值。
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2 2

2 2

2 2 7 2 2 7

3 3 3 3 3 3
9 5

1 1
5 9

(0,1) 1
5 9

9 5
3 3

' 5
55

7) ( 3) 45 (1,0)

5
7) ( 3) 45 ( 1,0)

3

k k

k k

k k

P k

k

PA
P C

PB
x y D

PA
x y E

PB

  
 

 

   



 



   

    

即解： 或

得 或

但取 時，

所以，

故 在半圓 上變動時， 的最大值為 ，

此時阿波羅圓：( ，過

而 的最小值為 ，此時阿波羅圓：( ，過

 

 

2
2 2 2

2 2 2

( , , ) '

( 1) ( 1) 2 2 6 3

( 2) 4 8 2( 2)

: ( 3) 2 ( 2) 0k

P x y z S

PA x y z x y x y

x y z z zPB
k E x y k z

          
   

      
      

設 為半球面 上一點，則

令上式

 

圖形如下： 

 

 

(OQRS 四面體) 

2
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( , , )

( 1) ( 1) ( 1)

( 2) ( 2) ( 1)

: ( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 2) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1) 2(2 1) 2(2 1) 2( 1) (9 3) 0

1

k

k

P x y z OQRS

PA x y z

x y zPB

k S x y z k x y z

k x k y k z k x k y k z k

k S A

      
 

     
              

             



設 為四面體 表面上一點，那麼

令上式

即
若 ， 表

 
2 2

2

2

3

2 1 2 1 2
1 1

1 1 ( 1)
k

B x y

k k k
k S x y z

k k k

 

    
         

     

的垂直平分面：

若 ， 為

 

1 2

3
: 3 0 : 2 0 : ( )

2
k

x t
E E x y E z l y t t

z

  
      

 

表過 與 兩平面交線 的平面系。 

2 2 2

2 2 2

( , , ) ' 3 4 2 2
2 3 4 2
2 4 3 2

1 5

4 4
5

( 4) ( 4) ( 10) 120 (0, 2,0)
2
1 4 4 2 8

( ) ( ) ( ) (0,2,0)
2 3 3 3 3

kP x y z S E y k
k

k

k

PA
x y z

PB
PA

x y z
PB

 
   

    

  

      

     

因 在半球面 上，故 的 截距 必須不大於 而且不小於 ，
即

所以， 的最大值為 。此時，阿波羅球面為 過 。

的最小值為 。此時，阿波羅球面為 過 。

 

 

 

 

 

 

 

 

 

十二、 動點 P 在球面的部分圖形上變動： 

2 2 2(1,1,0) (0,0, 2) ' : 4 0 2 'A B S x y z z P S

PA

PB

     設 ， ，半球面 但 ，若 為半球面 上一點，

求 的最大或最小值。

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

十三、 動點 P 在四面體的表面上變動： 

(1,1,1) (2,2,1)

(4,0,0) (0,4,0) (0,0,4)

PA
A B OQRS P

PB

O Q R S

設 ， ，欲在四面體 表面上找一點 ，使 最大或最小

其中 為原點， ， ，
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2

1

2

( )
2 1 2 1

0 ( , ,1), 0
1 1

2
1 4 1 0 2 3

1

3 3 3 3
2 3 ( , ,1) 1

2 2
3 3 3 3

( , ,0)
2 2

3 3 3 3
2 3 ( , ,1) 1

2 2
3 3 3 3

( , ,0)
2 2

k

k

k

i P OQR
k k

z S d z r
k k

k
k k k

k

k S

T

k S

T

  
   

  

       


 
  

 


 
  

 


點為 區域內一點

設 為 的一個切平面，則 平面 半徑

即

當 時， 的球心 ，半徑

切點

當 時， 的球心 ，半徑

切點

 

 1 2

(
0

' :
0

x t
L AB E y t t

z

x t
L E y t t

z
L T T


 



 






的垂直平分面與平面 的交線):

阿波羅球面與平面 的交圓圓心的軌跡

左圖為以 為根軸， ， 為極點的共軸圓系。

 

( , , ) 'P x y z OQR L OQR 當 在 區域內變動時， 與 區域相交的情況如下圖： 

 

1 2

3 3
( , ,0) '
2 2

(2,2,0) '

M TT L L

D L QR

其中 為 的中點，也就是 與 的交點，

而 為 與 的交點。
 

2

2

3

3 1 6 2
2 3

22

PA DA

PB DB
PA T A

PB T B

 

 
    

因此， 的最大值

的最小值
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點為 區域內一點

設 為 的一個切平面，則 平面 半徑

即

當 時， 的球心 ，半徑

切點

當 時， 的球心 ，半徑

切點
若 3 4ORS T T


在 區域內變動時， 與此區域相交的情況如下圖：
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其中 為 的垂直平分面與平面 的交線，

而 為 與 的交點，正好落在 上。
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0z 阿波羅球面與平面 的截痕如下圖： 
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因此， 的最大值

的最小值
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所以， 的最大值
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點為 區域內一點

設 為 的一個切平面，則 平面 半徑

即

當 時， 的球心 ，半徑

切點
3 3 3 3 ( 1, 1, 1)
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當 時， 的球心 ，半徑

切點

又 ， ，

欲將 寫成 與 的線性組合，即
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，其中 為 的中點

同樣的方法，也可得到
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點為 區域內一點
設 為 的一個切平面，情況與 類似，切點 ，

若 在 區域內變動時， 與此區域相交的情況如下圖：
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所以， 的最大值

的最小值
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的最大值 ，最小值

其中 ， ，

而且， 。

另一方面，利用任一阿波羅圓都是 ， 兩點的鏡射圈，當阿波羅圓與直線

分別相

的最大值與最小值乘積為

切於 ， 時，產生 的最大及最小值，如下圖。
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的最大值為 ，最小值為 ，

其中 ， 。

而 ，其中 為直線 與最大值與最小 的交點。

當 時， 的最大值（或最小值） ，而其最小值（或最大值）

值的乘積

不存在。
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的垂直平分面與平面 的交線
阿波羅球面與平面 的交圓圓心的軌跡

平面上，形成以 為根軸的共軸圓系，而 ， 是兩個極點，
也就是阿波羅球面與平面 相切的二個切點。

 

7 8( , , )P x y z QRS T T


若 在 區域內變動時， 與此區域相交的情況如下圖： 
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( ) ( ) ( ) ( ) 6 2 10 2

2 4

PA
i ii iii iv

PB
 綜合 ， ， ， 的最大值為 ，而最小值為  

伍、 結論 

一、給予兩個定點 A 與 B，當動點 P 在平面上的直線、圓、拋物線或橢圓與空間中的平

面、球面或圓上變動時，欲使
PA

PB
的值最大或最小，其共同的特性是阿波羅圓（或球

面）與所給圖形相切，該切點即是產生最大（或最小）值的點。但如果所給圖形是直

線、圓、拋物線、橢圓、平面或球面的一部分時，產生
PA

PB
的最大或最小值的點就未

必是個切點。 

二、在坐標平面上，兩定點 1 2( , )A a a 及 ( )B b b1 2, ，P 點在直線 : 0L cx dy e   上變動，使

用直線的參數及判別式法與使用阿波羅圓與直線 L 相切，這兩種方法殊途卻同歸。 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、在空間坐標系中，動點在平面上變動時，阿波羅球面與平面 E 的交圓，形成一個以 L

為根軸的共軸圓系，而以兩切點為極點，如下圖。 
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最大值與最

的最大值

最小

小 的乘積為

值

值而 。
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到圓 的切線長
當 ， 均在圓 外時，最大值與最小值乘積 ，如下圖(一)。

到圓 的切線長

到圓 的弦長
當 ， 均在圓 內時，最大值與最小值乘積 ，如下圖(二)。

到圓 的弦長

 

  
圖（一） 圖（二） 

而
PA

PB
的最大值或最小值與結論二相當。 

四、在坐標平面上，兩定點 1 2( , )A a a 及 ( )B b b1 2, ，當動點 P 在圓 2 2 2

1 2: ( ) ( )C x c y c r    上

變動時，我們利用平面上過一定點或平行的直線系與圓 C 相切時有最大（或最小）

值的性質推導出： 

當 A，B 均不在圓 C 上時， 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                

 

 

 

 

 

五、在坐標平面上，當 P 在直線或圓上變動時，觀察 k 的二次方程式： 

當 1 2( , )A a a 與 1 2( , )B b b 互換時， 2k 項係數與常數項互換，而 k 項係數不變， 

所以，
PA

PB
的最大值為

PB

PA
的最小值的倒數，而

PA

PB
的最小值為

PB

PA
的最大值的倒數。 

    在空間坐標系中，當 P 在平面或球面上變動時，也有相同的結論。 

陸、 展望與心得 

  我們討論動點 P 在部分封閉圖形如圓、球面的部分圖形，或封閉區域（或形體）如三角

形區域、四面體（表面或內部）內變動，是希望對類似直線（線段）、圓（圓的部分圖形）及

延伸後的多邊形區域、多面體及部分封閉曲面提供部分的處理方法；至於其解法，還是要用

到它的整體圖形，如平面上的直線、圓及空間中的平面、球面或曲面來處理。 

柒、 參考資料及其他 

1. 高中數學實驗教材第四冊。國立編譯館，第三章第三節及第四節。 

2. 高級中學數學第四冊。台南：南一書局，第一章第二節及第三節。 



【評語】040401 

阿波羅圓(Apollonian circles)是重要的幾何物件，出現於複變

數函數論、球面幾何、平面幾何中。阿波羅圓是正交圓系的

重要的例子。阿波羅圓也是共軸圓系的重要的例子。要解釋

共軸圓系一詞「共軸」二字，球面幾何環境要比平面幾何更

為恰當。科展重視實驗性。當阿波羅圓被轉變成一堆代數公

式時，反而遞減了其實驗性。反之，若將阿波羅圓放在 Cabri 

3D 的球面幾何環境來呈現，動態幾何的實驗性立刻使它變得

生動活潑。 
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