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摘要 
 
使用尤拉函數尋找某一個自然數 n 互質個數 k，Ψ（n）=k 是大家都以精熟悉的
方法。而，我們有一個想法，某一個互質個數是 k 的情況下，則對應於自然數 n
的情況是如何？如何從 Ψ（n）=k 反推Ψ-1（k）=n？Ψ-1（k）=n 有沒有解？對於
Ψ-1（k）=n 有哪些性質？Ψ-1（k）=n 解的範圍如何？在本研究將逐一研究及討
論。 
 

壹、前言 
 

一、研究動機 
 
（一）致謝 
 
「該給小朋友的學習，老師不會少給。否則，老師就對不起小朋友。」 
這一直是我們的老師口頭禪，也因此，談科學展覽一直是老師上課的重點。所以，
每一年參加全國科學展覽已經是是我們學校的傳統。這四年來，已經有五件作品
在縣級比賽被選為國展代表。 
2006 年台灣國際科學展覽會有史以來最年輕的得獎者，就是我們學校九十三學
年度畢業的學長，以當時國小畢業的作品得到台灣國際科學展覽佳作。 
另外一位學長，九十二學年度畢業的學長在國小階段，閱讀一篇「數學傳播」的
文章，在學校的圖書館和師長討論，破解平面「Sperner 棋」並且討論「定點原
理」，該科展作品曾經發表在九十三學年度年縣賽，同樣題材在去年再出現，由
別的學校高中學長以「永不妥協」發表獲得第 47 屆全國科展高中組數學科第一
名。 
這都要感謝學校給我們好的研究環境，我們感謝著。 
 
（二）科學展覽的教育性 
 
之所以會選擇「尤拉函數」當做研究題材，來自老師的堅持。 
老師認為，科學展覽的目的不能侷限於是否能得獎。科學展覽有其一定的教育
性，題材的選擇必需要和我們的學習有一定程度的相關。質數一直是我們小學五
年級提到的課題，也因此，互質個數變得很有趣的問題。 
 
（三）學長科學展覽作品延續 
 
民國九十四年三月，當時小學六年級學長參加科學展覽的作品「不能再約分的真
分數」，利用小學五年級所學的因數、倍數、以窮舉方式及排容原理規律，並討
論整數的互質性質。該作品曾經提到一個有趣的例子。 
 
分母是 77 的最簡真分數有多少個？ 
 
因數、倍數及互質一直是國小數學課程討論的題材。過去，我們會以尤拉函數計
算某自然數 n 的互質個數。本研究中希望我們能由 Ψ（n）=k 反推 n 值。如果，
無法知道 Ψ（n）=k 反推 n 值的唯一值，也希望我們能夠找到由 Ψ（n）=k 反推
n 值的過程。也就因為此一緣故，本作品稱為「反尤拉過程」。 
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二、研究目的 

 

尋找 k=1~50 反尤拉過程Ψ-1（k）。當Ψ-1（k）有解時，將全部的解找出來。 
 

三、研究材料與設備 

 

紙及筆。 

 

四、名辭定義 

 

Ψ（n）的定義：比 n 小又和 n 互質的自然數的個數。 
Ψ-1（k）的定義：設Ψ（n）=k，則反尤拉過程Ψ-1（k）=n。 
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貳、研究過程 
 

一、文獻探討 

 
我們把尤拉函數的相關性質排列如後。 
 
性質一：比質數 p 小的自然數，和 p 互質個數為 p-1 個。 
 
性質二： 
當 p 為質數時，自然數 n 和 p 互質則 n 和 p 2 也一定互質。 
 
性質三 
Ψ（p2）=p（p-1） 
 
推理四 

Ψ（p
n）=pn-1（p-1） 

 
性質五：設 n=a×b，a 和 b 都是相異質數，則Ψ（ab）=Ψ（a）×Ψ（b）。 
 
猜測六： 
設有一個整數 n 為相異質數 p1、p2、p3、…pm乘積，則， 

Ψ（n）=n×（1-
1

1
p

）×（1-
2

1
p

）×（1-
3

1
p

）×…×（1-
mp

1
）。 

 
推理七： 
設有一個整數 n 為相異質數 p1、p2、p3、…pm乘積，則 p1-1、p2-1、p3-1、…、
pm-1 為Ψ（n）的因數。 
 
 
推理八 

Ψ（anbm）= an-1 bm-1（a-1）（b-1） 

 

性質九 

設某自然數 n=p1
a1p2

a2p3
a3…pm

am， 

則Ψ（n）= p1
a1-1p2

a2-1p3
a3-1…pm

am-1(p1-1)(p2-1)(p3-1)…(pm-1) 

 
性質九就是有名的尤拉函數，其概念如圖一所示，Ψ（1）~Ψ（50）如表一所示。 
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圖一、尤拉函數概念圖 

 
表一、比整數 n 小，又和 n 互值的自然數個數 

n Ψ（n） n Ψ（n） n Ψ（n） n Ψ（n） n Ψ（n）
1 0 11 10 21 12 31 30 41 40 
2 1 12 4 22 10 32 16 42 12 
3 2 13 12 23 22 33 20 43 42 
4 2 14 6 24 8 34 16 44 20 
5 4 15 8 25 20 35 24 45 24 
6 2 16 8 26 12 36 12 46 22 
7 6 17 16 27 18 37 36 47 46 
8 4 18 6 28 12 38 18 48 16 
9 6 19 18 29 28 39 24 49 42 
10 4 20 8 30 8 40 16 50 20 

 

 

多質因數互質 多質因數襙方互質 

（尤拉函數） 

單質因數互質 單質因數高次方互質 

各
質
因
數
互
為
獨
立
事
件 

 

單質因數p的n次方有p的n-1次方循環，每個循環有p-1個互質 
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二、尤拉函數的唯一性 

 

性質十 

尤拉函數沒有唯一性。 

當 n=7，9，14，18 時，Ψ（n）=6，尤拉函數沒有唯一性。因此，本研究之所

以被命名為反尤拉「過程」，而不稱為反尤拉「函數」。 
 

 

三、反尤拉過程 

 

為了說明反尤拉過程，我們假設 n= P 3
1  P 3

2 ，Ψ(n)=P 2
1 P2

2(P1 -1)(P 2 -1) 

 

第一步： 

首先要找出 P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1)的因數，此時，(P1 -1)(P 2 -1)不再因數分解。  

 
第二步： 

接下來把因數中加上 1不是質數的數刪除。 

 

第三步： 

「尤拉公式」是 互質的自然數個數小且和比
的質因數

的質因數 nn
n

nn =×
1-

 

將剩下的數一一帶入「n 的質因數-1」（可一次帶兩個或兩個以上，因須包含所有

情形），以求出 n值。 

 

第四步： 

把 n值帶入後，若 P 1 、P 2 沒有包含 n全部的質因數或不等於 n的質因數，那 n

值會不正確。 

 

第五步： 

若分子的乘積不等於 P 2
1 P

2
2 (P 1-1)(P 2 -1)的因數，那 n值無法等於整數，所以這

種情形 n值也會不正確。 
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参、研究結果 
 

我們設Ψ（n）=k，由於，尤拉函數沒有唯一性，故反尤拉過程Ψ-1（k）=n。我

們把 1~50 的Ψ-1（k）的結果，列成表二，反尤拉過程Ψ-1（k）印證如表十四。 

 
表二、1~50 的Ψ-1（k） 

k 值 Ψ-1（k） k 值 Ψ-1（k） k 值 Ψ-1（k） 

1 2 66 37 無解 

6 50 38 無解 

4 44 39 無解 

2 

3 33 150 

3  無解 

20 

25 132 

12 21 無解 110 

10 46 100 

8 

22 

23 88 

4 

5 23 無解 82 

5 無解 90 75 

18 84 55 

14 78 

40 

41 

9 72 41 無解 

6 

7 70 126 

7 無解 56 98 

30 52 76 

24 45 63 

20 39 49 

16 

24 

35 

42 

43 

8 

15 25 無解 43 無解 

9 無解 26 無解 44 92 

22 27 無解 45 無解 10 

11 58 94 

11 無解 

28 

29 

46 

47 

42 29 無解 47 無解 12 

36 30 62 48 260 
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28 31 210 

26 31 無解 180 

21 120 168 

13 102 156 

13 無解 96 144 

14 無解 80 140 

15 無解 68 112 

60 

32 

51 105 

48 33 無解 104 

40 34 無解 65 

34 35 無解 49 無解 

32 126 50 無解 

16 

17 114 

17 無解 108 

54 76 

38 74 

27 63 

18 

19 57 

19 無解 

36 

37 
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肆、研究討論 
 

一、Ψ（n）的性質 

 

（一）奇偶性 

性質十一 

除了Ψ（2）= 1，以外，尤拉函數Ψ（n）必為偶數。 

（二）映成性 

推理十二 

尤拉函數沒有映成自然數。 

（三）成對性 

性質十三： 
 當 n＞2，比 n 小且和 n 互質的自然數中，必然有一個數 1 且必然有一個數 n-1。
 
推理十四： 
除了 2 以外，比 n 小且和 n 互質的自然數中，最大的數減最小的數是 n-2。 
 
 
性質十五： 
小於 n 的自然數，若某一數 a 和 n 互質，則 n-a 和 n 互質。 
 
推理十六： 

當 p是質數，比 p小且和 p互質的自然數總和是
2

1−p
×p。 

 

Ψ（n）成對性應用可以得到推理十七。 

推理十七 

以 n為分母的最簡真分數總和為 0.5Ψ（n） 
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二、正因數個數及正因數和 

 

讓我們再度觀察反尤拉過程的第一步： 

我們把 P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1)改變成假設 P1 -1 不再約分，同時，P 2 -1 也不再約分。

分析如表三。 

 

決定 P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1 )的因數時， P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1)都是為不相關的獨立事

件，必須每一分類各選擇一個數。 
 

表三、P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1)的因數整理 
第一種分類 1、P 1 、P 2

1  

第二種分類 1、P 2 、P 2
2  

第三種分類 1、P1 -1 

第四種分類 1、P 2 -1 

P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1)因數個數為每一分類各選一個數相乘，因此正因數個數： 

（1+2）（1+2）（1+1）（1+1） 

=3×3×2×2 

=36 種。 

 

 
猜測十八 

設相異質數 p1、p2、p3、…pm，某自然數 n=p1
a1p2

a2p3
a3…pm

am，則 

n 的正因數個數為（a1+1）（a2+1）（a3+1）…（am+1） 

由上面的分析，我們思考 P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1) )正因數和。 

由於表四中每一分類至少且只能選擇一個，因此： 

第一分類的和：1＋P 1 ＋P 2
1  

第二分類的和：1＋P 2 ＋P 2
2  

第三分類的和：1＋（P1 -1） 

第四分類的和：1＋（P 2 -1） 

因此 P 2
1 P 2

2 (P1 -1)(P 2 -1) )正因數和 

（1＋P 1 ＋P 2
1 ）（1＋P 2 ＋P 2

2 ）（1＋（P1 -1））（1＋（P 2 -1）） 

=（p1
3-1）（p2

3-1）p1p2 
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猜測十九 

設相異質數 p1、p2、p3、…pm，某自然數 n=p1
a1p2

a2p3
a3…pm

am，則 

n 的正因數和為(p1
a1+1-1)(p2

a2+1-1)(p3
a3+1-1)…(pm

am+1-1) 

 

 

三、正因數個數及正因數和的應用 

 

社團的同學常常上網挑戰昌爸數學工作坊的題目，動動腦 080315 提到 7 的倍數

的問題，和因數及倍數有關，特別提出討論： 

 

動動腦 080315 

 有規律的數列  22 - 2，32 - 3，42 - 4，...，982 - 98 ，試問在這 97 項之中有幾項

是 7 的倍數？(數列的第 a 項是 a2 - a) 

 

 

同學的解答： 

動動腦 080315 

a2-a=a(a-1)， 

由題目，該數列可以化簡 

 

2×1、3×2、4×3、5×4、6×5、7×6、8×7、9×8、…、a×(a-1)、…、98×97 

 

觀察該數列，每 7 個會有 2 個 7 的倍數， 

98÷7=14，2×14=28， 

但是本次的計數只到 982－98=98×97，並沒有包含 992－99=99×98， 

所以，要扣掉一個計數，28－1=27， 

答案：為 27 個 
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四、印證 
 
表四是表二中 k=1~50 反尤拉過程的印證。 
 

表四、k=1~50 反尤拉過程的印證 
 
 

(Ψ n)=k 印證 (Ψ n)=k 印證 

(Ψ n)=1 2 1
2
1
=×  

Ψ (n)=26 無解 

6 2
3
2

2
1

=××  
Ψ (n)=27 無解 

4 2
2
1
=×  58 28

29
28

2
1

=××  

(Ψ n)=2 

3 2
3
2
=×  

Ψ (n)=28

29 28
29
28

=×  

(Ψ n)=3 無解 Ψ (n)=29 無解 

12 4
3
2

2
1

=××  62 30
31
30

2
1

=××  

10 4
5
4

2
1

=××  

Ψ (n)=30

30
31
3031 =×  

8 4
2
1
=×  

Ψ (n)=31 無解 

(Ψ n)=4 

5× 4
5
4
=  32

5
4

3
2

2
1120 =×××  

(Ψ n)=5 無解 32
17
16

3
2

2
1102 =×××  

18 6
3
2

2
1

=××  32
3
2

2
196 =××  

14 6
7
6

2
1

=××  32
5
4

2
180 =××  

(Ψ n)=6 

9 6
3
2
=×  32

17
16

2
168 =××  

(Ψ n)=7 無解 

Ψ (n)=32

32
17
16

3
251 =××  
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(Ψ n)=k 印證 (Ψ n)=k 印證 

30 8
5
4

3
2

2
1

=×××  
Ψ (n)=33 無解 

24 8
3
2

2
1

=××  
Ψ (n)=34 無解 

20 8
5
4

2
1

=××  
Ψ (n)=35 無解 

16 8
2
1
=×  36

7
6

3
2

2
1126 =×××  

(Ψ n)=8 

15 8
5
4

3
2

=××  36
19
18

3
2

2
1114 =×××  

(Ψ n)=9 無解 36
3
2

2
1108 =××  

22 20
11
10

2
1

=××  76 36
19
18

2
1

=××  (Ψ n)=10 

11 10
11
10

=×  74 36
37
36

2
1

=××  

(Ψ n)=11 無解 63 36
19
18

3
2

=××  

42 12
7
6

3
2

2
1

=×××  57 36
19
18

3
2

=××  

12
3
2

2
136 =××  

Ψ (n)=36

37× 36
37
36

=  

28 12
7
6

2
1

=××  Ψ (n)=38 無解 

26 12
13
12

2
1

=××  Ψ (n)=39 無解 

21× 12
7
6

3
2

=×  150× 40
5
4

3
2

2
1

=××  

(Ψ n)=12 

13×
13
12

=12 40
11
10

3
2

2
1132 =×××  

(Ψ n)=13 無解 40
11
10

5
4

2
1110 =×××  

(Ψ n)=14 無解 

Ψ(n)=40 

40
5
4

2
1100 =××  
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(Ψ n)=k 印證 (Ψ n)=k 印證 

(Ψ n)=15 無解 40
11
10

2
188 =××  

60 16
5
4

3
2

2
1

=×××  40
41
40

2
182 =××  

48 16
3
2

2
1

=××  40
5
4

3
275 =××  

40 16
5
4

2
1

=××  40
11
10

5
455 =××  

34 16
17
16

2
1

=××  

Ψ(n)=40 

40
41
4041 =×  

32 16
2
1
=×  

Ψ(n)=41 無解 

(Ψ n)=16 

16
17
1617 =×  42

7
6

3
2

2
1126 =×××  

(Ψ n)=17 無解 42
7
6

2
198 =××  

54 18
3
2

2
1

=××  42
43
42

2
176 =××  

38
19
18

2
1
×× =18 42

7
6

3
263 =××  

27 18
3
2
=×  42

7
649 =×  

(Ψ n)=18 

19 18
19
18

=×  

Ψ(n)=42 

42
43
4243 =×  

(Ψ n)=19 無解 Ψ(n)=43 無解 
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(Ψ n)=k 印證 (Ψ n)=k 印證 

66 20
11
10

3
2

2
1

=×××  
Ψ(n)=44 

44
23
22

2
192 =××  

50 20
5
4

2
1

=××  
Ψ(n)=45 無解 

44 20
11
10

2
1

=××  94× 46
47
46

2
1

=×  

42 20
21
20

2
1

=××  

Ψ(n)=46 

47× 46
47
46

=  

40 20
2
1
=×  

Ψ(n)=47 無解 

33 20
11
10

3
2

=××  260× 48
13
12

5
4

2
1

=××  

(Ψ n)=20 

25 20
5
4
=×  210× 48

7
6

5
4

3
2

2
1

=×××  

Ψ (n)=21 無解 180× 48
5
4

3
2

2
1

=××  

22
23
22

2
146 =××  168× 48

7
6

3
2

2
1

=××  Ψ (n)=22 

22
23
2223 =×  156× 48

13
12

3
2

2
1

=××  

Ψ (n)=23 無解 144× 48
3
2

2
1

=×  

24
5
4

3
2

2
190 =×××  140× 48

7
6

5
4

2
1

=××  

24
7
6

3
2

2
184 =×××  112× 48

7
6

2
1

=×  

24
13
12

3
2

2
178 =×××  105× 48

7
6

5
4

3
2

=××  

24
3
2

2
172 =××  104× 48

13
12

2
1

=×  

24
7
6

5
4

2
170 =×××  

Ψ(n)=48 

65× 48
13
12

5
4

=×  

Ψ (n)=24 

56 24
7
6

2
1

=××  
Ψ(n)=49 無解 
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(Ψ n)=k 印證 (Ψ n)=k 印證 

52 24
13
12

2
1

=××  
Ψ(n)=50 無解 

45 24
5
4

3
2

=××  

24
13
12

3
239 =××  

Ψ (n)=24 

35 24
7
6

5
4

=××  

Ψ (n)=25 無解 
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五、反尤拉過程 

 

性質二十 

只有 k=1，反尤拉過程Ψ-1（k）有解外，其他的奇數 k，Ψ-1（k）均無解。 
 
討論性質二十一之前，我們先討論Ψ 1− (34)無解的証明 
 
 
 
Ψ 1− (34)無解的証明 
先找出 34 的因數 
1、2、17、34 

依照反尤拉過程第二步，把加一後不是質數的數刪去： 

1+1=2     (ˇ) 

2+1=3     (ˇ) 

17+1=18 

34+1=35 

18 和 35 不是質數， 

所以 17 和 34 先刪去，1 和 2 保留。 

依照反尤拉過程第三步， 

3411
=

−
×

−
×

q
q

p
pn ，需將 1 和 2 帶入式子中的(p-1)和(q-1)， 

而會有三種情形： 

 

第一種情形： 

p-1=1 

2
1

×n =34； n2  

n=34×2 

n=68，所以  

68×
2
1

=34；但 2 不是 68 唯一的質因數；矛盾，所以不行。 
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第二種情形： 

p-1=1，q-1=2 

n×
3
2

2
1
× =34； n32×  

3
1

×n =34 

n=34×3 

n=102，所以  

102×
3
2

2
1
× =34；2 和 3 不是 102 唯一的質因數；矛盾，所以不行。 

 

 

第三種情形： 

p-1=2 

3
2

×n =34； n3  

2
334×=n  

n=51，所以  

51×
3
2

=34；3 不是 51 唯一的質因數；矛盾，所以不行。 

 

三種情形，均矛盾，所以，Ψ 1− (34)無解。 
 

 
 
 
性質二十一： 

設 P1、q 為相異質數，當Ψ-1（2 P1）會有兩種情形： 

當 2 P1 +1=q，則Ψ-1（2 P1）有解。 

當 2 P1 +1≠q，則Ψ-1（2 P1）無解。 
 
證明： 

第一種情形 

是性質一的反推。 
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第二種情形 

假設 k=Ψ-1（2 P1）有解，那我們可先用反尤拉過程得知 k 等於哪些數。 

我們從反尤拉過程中的第一步得知先找出 2 P1  的因數， 

2 P1 的因數→1、2、P1、2 P1  

由反尤拉過程第二步得知可先把 P 1、2 P 1刪去， 

k× 1
3

3

2

2 2
11

p
p

p
p

p
=

−
×

−
 

而 12 −p 及 13 −p 只能等於 1 或 2， 

 

 

如果 12 −p =1，那 

   k×
2

2 1
p

p −
=2 P 1 

→k×
2
1
=2 P 1 

→k=2 P 1×2 

→k=4 P 1 

→4 P 1× 2
1
=2 P 1 

但 2 不是 4 P1唯一的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步） 

 

如果 12 −p =1， 213 =−p ，那 

  k× 1
3

3

2

2 2
11

p
p

p
p

p
=

−
×

−
 

→k× =×
3
2

2
1

2 P 1 

→k=2 P 1×3 

→k=6 P 1 

→6 P 1 × =×
3
2

2
1

2 P 1 

但分母 2 和 3 沒有包含 6 P1全部的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步） 
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如果 12 −p =2，那 

→k×
2

2 1
p

p −
=2 P 1 

→k× =
3
2

2 P 1 

→k=2P1×
2
3
 

→k=3 P 1 

→3 P 1× =
3
2

2 P 1 

但 3 不是 3 P1 唯一的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步）。 

得証。 
 
性質二十二 
設 p 為大於 3 的質數，2p2+1 必為 3 的倍數。 
證明： 

Case1：P=3k，p 不是質數。 

Case2：P=3k +1，2p2+1=2（9k2+6k+1）+1=3（6k2＋4k）+2+1=3（6k2＋4k+1）。 

Case3：P=3k +2，2p2+1=2（9k2+12k+4）+1=3（6k2＋8k）+8+1=3（6k2＋8k+3）。 

得証。 
 
接下來討論性質二十三前，先討論Ψ 1− (50)的無解 
 

Ψ
1−
(50)無解的證明 

先找出 50 的因數 
1、2、5、10、25、50 
依照反尤拉過程第二步，把加一後不是質數的數刪去： 

1+1=2       (ˇ) 

2+1=3       (ˇ) 

5+1=6 

10+1=11     (ˇ) 

25+1=26 

50+1=51 
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6、26、51 不是質數，所以 5、25、50 先刪去，1、2 和 10 保留。 

依照反尤拉過程第三步， 

q
q

p
pn 11 −

×
−

× ×
r

r 1− =50，需將 1、2 和 10 帶入式子中的(p-1)、(q-1)和( 1−r )， 

而會有七種情形： 

 

第一種情形： 

p-1=1 

2
1

×n =50； n2  

n=50×2 

n=100，所以 

100×
2
1

=50；但 2 不是 100 唯一的質因數，矛盾，所以不行。 

 

第二種情形： 

p-1=2 

3
2

×n =50； n3  

2
350×=n  

n=75，所以 

75×
3
2

=50；但 3 不是 75 唯一的質因數，矛盾，所以不行。 

 

第三種情形： 

p-1=10 

11
10

×n =50； n11  

11
1050×=n  

n=55，所以  

55×
11
10

=50；但 11 不是 55 唯一的質因數，矛盾，所以不行。 
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第四種情形： 

p-1=1，q-1=2 

n×
3
2

2
1
× =50； n32×  

3
1

×n =50 

n=50×3 

n=150，所以  

150×
3
2

2
1
× =50；但 2 和 3 不是 150 唯一的質因數，矛盾，所以不行。 

 

第五種情形： 

p-1=1，q-1=10 

11
10

2
1
××n =50； n112×  

11
5

×n =50 

n=50×
5

11
 

n=110，所以 

110×
11
10

2
1
× =50；但 2 不是 150 唯一的質因數，矛盾，所以不行。 

 

第六種情形： 

p-1=2，q-1=10 

50
11
10

3
2

=××n ； n113×  

20
3350

50
33
20

×=

=×

n

n
 

n 無整數解，所以不行。 
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第七種情形： 

p-1=1，q-1=2，r-1=10 

50
11
10

3
2

2
1

=×××n  

20
3350

50
33
20

×=

=×

n

n
 

n 無整數解，所以不行。 

 

七種情形，均矛盾，所以，Ψ 1− (50)無解。 
 
 
性質二十三 
設 P1及 q 為相異質數，k= 2

12 p ，Ψ-1（k）會有三種情況， 

若，P1 =2，則 k+1≠q，Ψ-1（k）有解。 

若，P1 =3，則 k+1=q，Ψ-1（k）有解， 

若，P1＞3，則 k+1≠q，Ψ-1（k）無解。 

證明： 

第一種情形， 

若 P1 =2，k= 2
12 p =8，8+1=9，9 為合數，但，Ψ-1（8）=30、24、20、16 或 15。 

 

第二種情形， 

若 P1 =3，k= 2
12 p =18，k+1=19，Ψ-1（18）=54、38、27 或 19。 

 

第三種情形 
若，P1＞3，依照引理二十三，2p2+1=k+1 必為 3 的倍數。 

假設Ψ-1（k）有解，那我們從反尤拉過程中的第一步得知先找出 2
12 p 的因數， 

2
12 p 的因數→1、2、P1、2 P1、

2
1p 、 2

12 p  

由第二步得知可先把 P、 2p 、 2
12 p 刪去， 

【（2 P1 +1）有可能是質數，也有可能不是質數。】 

k× =
−

×
−

×
−

4

4

3

3

2

2 111
p

p
p

p
p

p 2
12 p  

而 12 −p 、 13 −p 及 14 −p 只能等於 1、2 或 2 P1， 
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如果 12 −p =1，那 

   k×
2

2 1
p

p −
= 2

12 p  

→k×
2
1

= 2
12 p  

→k= 2
12 p ×2 

→k=4 2
1p  

→4 2
1p ×

2
1

= 2
12 p  

但 2 不是 4 2
1p 唯一的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步） 

 

如果 12 −p =1， 213 =−p ，那 

  k× =
−

×
−

3

3

2

2 11
p

p
p

p 2
12 p  

→k× =×
3
2

2
1 2

12 p  

→k= 2
12 p ×3 

→k=6 2
1p  

→6 2
1p × =×

3
2

2
1 2

12 p  

但分母 2 和 3 沒有包含 6 2
1p 全部的的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步） 

 

如果 12 −p =1， 213 =−p ， =−14p 2 P1，那 

   k× =
−

×
−

×
−

4

4

3

3

2

2 111
p

p
p

p
p

p 2
12 p  

→k×
12

2
3
2

2
1

1

1

+
××

p
p

= 2
12 p  

→k= 2
12 p ×

1

1

2
12

3
p

p +
×  

→k=3× 1p ×( 12 p +1) 

→3× 1p ×( 12 p +1) ×
12

2
3
2

2
1

1

1

+
××

p
p

= 2
12 p  

因 2、3、(2 P1 +1) 沒有包含(3× 1p ×( 12 p +1))的因數，不行。（反尤拉過程第四步） 
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如果 12 −p =2，那 

→k×
2

2 1
p

p −
= 2

12 p  

→k× =
3
2 2

12 p  

→k= 2
12 p ×

2
3

 

→k=3 2
1p  

→3 2
1p × =

3
2 2

12 p  

但 3 不是 3 2
1p 唯一的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步） 

 

如果 12 −p =2， 213 =−p  P 1，那  k× =
−

×
−

3

3

2

2 11
p

p
p

p 2
12 p  

→k×
12

2
3
2

1

1

+
×

p
p

= 2
12 p  

→k= 2
12 p ×

12
2

3
2

1

1

+
×

p
p

 

→k= 2
12 p ×

2
3

1

1

2
12

p
p +

×  

→k=3 2
1p  

→k= 1p ( 12 p +1) 

→ 1p ( 12 p +1)×
12

2
3
2

1

1

+
×

p
p

= 2
12 p  

但( 12 p +1)不是 1p ( 12 p +1) 唯一的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步） 

 

如果 12 −p =2 1p ，那   k×
2

2 1
p

p −
= 2

12 p ， 

→k×
12

2

1

1

+p
p

= 2
12 p  

→k= 2
12 p

1

1

2
12

p
p +

×  

→k=p（2 P 1 +1） 

→p（2 P1 +1）×
12

2

1

1

+p
p = 2

12 p ， 

但(2p1+1)不是 2 P 1的質因數，所以不行。（反尤拉過程第四步）。 

得証。 
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六、Ψ（n）的範圍與Ψ
-1
（k）的範圍 

 

我們可以很快的發現Ψ（n）的範圍與Ψ-1（k）的範圍。 
 
性質二十四 
Ψ（n）的範圍是Ψ（n）＜n。 
 
性質二十五 

Ψ-1（k）的範圍 
設 p1、p2、p3、…pm 為相異奇質數， 

當Ψ-1（k）在 k=p1
a1-1p2

a2-1p3
a3-1…pm

am-1(p1-1)(p2-1)(p3-1)…(pm-1) 有解， 

Ψ-1（k）最大值為 2 p1
a1p2

a2p3
a3…pm

am。 
 

 

 

 

 

 

七、反尤拉過程無解的分析 
 
表五是我們對於反尤拉過程無解的分析整理。 

 
表五、1~50 反尤拉過程無解的分析 

分類 性質 無解Ψ-1（k）的 K 值
性質二十 當奇數 k＞1， 則Ψ-1（k）均無解。 3、5、7、9、11、13、

15、17、19、21、23、
25、27、29、31、33、
35、37、39、41、43、
45、47、49 

性質二十一， 
第二種情形 

設 P1、q 為相異質數，當 2 P1 +1≠q
則Ψ-1（2 P1）無解。 

14、26、34、38 

性質二十三， 
第三種情形 

設 P1及 q 為相異質數， 2
12 p +1≠q 則

Ψ-1（ 2
12 p ）無解。 

50 
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伍、結論 
 

一、尤拉函數與反尤拉過程 

 

尤拉函數不是一對一函數同時也無法映成自然數。因此，我們以給定 k 值透過反

尤拉過程尋找Ψ-1（k）的解。 

 
二、反尤拉過程 

 

為了說明反尤拉過程，我們假設 n= P 3
1  P 3

2 ，Ψ(n)=P 2
1 P2

2(P1 -1)(P 2 -1) 

 

第一步： 

首先要找出 P 2
1 P

2
2 (P 1-1)(P 2 -1)的因數，此時，(P 1-1)(P 2 -1)不再因數分解。  

 
第二步： 

接下來把因數中加上 1不是質數的數刪除。 

 

第三步： 

我們套用尤拉公式  n×
2

2

1

1 11
p

p
p

p −
×

−
＝Ψ（n）進行反推。 

 

第四步： 

把 n值帶入後，若 P 1 、P 2 沒有包含 n全部的質因數或不等於 n的質因數，那 n

值會不正確。 

 

第五步： 

若分子的乘積不等於 P 2
1 P

2
2 (P 1-1)(P 2 -1)的因數，那 n值無法等於整數，所以這

種情形 n值也會不正確。 
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三、解的存在性 

 

（一）當奇數 k＞1，Ψ-1（k）無解。 

 

（二）設 P1、q 為相異質數，當 k=2 P1，Ψ-1（k）會有兩種情形： 

當 k+1=q，則Ψ-1（k）有解。 

當 k+1≠q，則Ψ-1（k）無解。 

 

（三）設 P1、q 為相異質數，當 k=2 P1
2，Ψ-1（k）會有三種情形： 

當 P1 =2，則Ψ-1（k）有解，Ψ-1（k）=30、24、20、16、15。 

當 P1 =3，則Ψ-1（k）有解，Ψ-1（k）=54、38、27、19。 

當 P1＞3，k+1≠q，則Ψ-1（k）無解。 

 

 

參考文獻 
楊承霈、黃靖雯、林靖芳：「不能再約分的真分數」。臺北縣九十四學年度科學展

覽會，國小數學科作品。 
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附錄 
 

本研究中的性質索引如表六、 

表六、性質索引 
性質 摘要 頁碼 
一 比質數 p 小的自然數和 p 互質個數、 5 
二 自然數中，和 p 互質必然也會和 p2 互質。 5 
三 Ψ（p2）=p（p-1）的討論 5 
四 Ψ（pn）的討論 5 
五 Ψ（ab）的討論 5 
六 Ψ（p1×p2×p3×…pn）的討論 5 
七 Ψ（p1×p2×p3×…pn）有 p1-1、p2-1、p3-1、…、pn-1 的因數 5 
八 Ψ（anbm）的討論 5 
九 尤拉函數 5 
十 尤拉函數的唯一性 7 
 反尤拉過程 7 
十一 除了Ψ（2）= 1，以外，尤拉函數Ψ（n）必為偶數。 10 
十二 尤拉函數沒有映成自然數。 10 
十三 當 n＞2，必然有一個數 1 且必然有一個數 n-1 和 n 互質。 10 
十四 當 n＞2，和 n 互質的最大數減最小數為 n－2。 10 
十五 當 n＞2，a 和 n 互質則必然有一個數 n-a 和 n 互質。 10 
十六 

當 p是質數，比 p小且和 p互質的自然數總和是
2

1−p
×p。 

10 

十七 以 n 為分母的最簡真分數總和為 0.5Ψ（n） 10 
十八 自然數 n 的正因數個數。 11 
十九 自然數 n 的正因數和。 12 
 昌爸數學工作坊動動腦 080315 12 
 k=1~50 反尤拉過程的印證 13 
二十 當 k＞1，奇數 k，Ψ-1（k）均無解。 18 
 Ψ 1− (34)無解的証明 18 
二十一 設 P1、q 為相異質數，當Ψ-1（2 P1）的討論 19 
二十二 設 p 為大於 3 的質數，2p2+1 必為 3 的倍數。 21 
 Ψ 1− (50)無解的証明 21 
二十三 設 P1及 q 為相異質數，k= 2

12 p ，Ψ-1（k）的討論 24 
二十四 Ψ（n）的範圍 27 
二十五 Ψ-1（k）的範圍 27 
 1~50 反尤拉過程無解的分析 27 
 



【評語】080412 

1. 能就前人的作品加以延伸，利用反推法，分析因數與倍數

關係。 

2. 組員同心協力，分析文獻，猜測逐項分析印證。 

3. 過程詳盡，團隊精神極佳。 
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