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截斷鐵三角—平行與垂直的作圖異想 

 

摘要 

    本研究有兩個研究問題，一是『三平行截線共點問題』，即考慮

三角形兩邊上各找一點後連線並平行第三邊且此三線共點的特殊情

況；二是『三邊垂線共點問題』，即研究三條垂直三邊的直線且交於

一點的特殊情況。每個研究問題均包括探討三線共點的條件，並且在

特殊作圖規則下，討論具有等量性質的定點以及特殊定點的應用。平

行截線共點問題之研究結果提供重心、內心、傍心及垂心作圖的新方

法，亦將內心的概念推廣至擬似內心，並推廣中線及半周長連線的概

念。在垂直線共點問題研究中，本研究彙整外心、內心、擬似耐吉爾

點及三等分周長點的共點關係，並深入探討截線段長度的各種關係。 



 

截斷鐵三角─平行與垂直的作圖異想 
 

壹、研究動機 
國三時學到「心」的問題－外心、內心、重心、垂心。隨著深入探討，發現大部分

的心具有「等量」性質，如:外心與內心分別到三頂點、三邊等距；重心將三角形分為六

個等積三角形。有些三角形的心是三角形三邊或邊的延長線上找一點向對面頂點連線且

三線共點的特殊情況，如：重心。我們不禁要問：難道連線的規則，就只能在狹隘的框

架中發展嗎？考慮三角形兩邊上各找一點後連線並平行第三邊且此三線共點的特殊情況

(圖一)或是研究三條垂直三邊並交於一點的特殊情況(圖二)，這些情況下，有那些類似心

的「等量」性質呢？這是我們好奇的問題。升上高一，接觸到 GSP 這套繪圖軟體，利用

它提供的實驗與模擬功能，研讀相關文獻後，有初步發現，決定研究這個問題─更改連線

規則，討論具有「等量」性質的三角形內部特殊定點。 
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貳、研究問題 
研究問題有兩個方向，一是作平行線，即考慮在三角形兩邊上各找一點後連線並平

行第三邊且此三線共點的特殊情況，稱為『三平行截線共點問題』；第二個想法是作垂直

線，研究三條垂直三邊的直線其交於一點的特殊情況，稱為『三邊垂線共點問題』。研究

每一個問題之三線共點的條件，在特殊的作圖規則下，討論具有等量性質的定點以及這

些特殊定點的應用。 

參、研究器材  紙、筆、GSP4.06 版、文書處理軟體 
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肆、研究過程 
第一部分：三平行截線共點問題的研究 
 

一、共點條件的討論 
在三角形中任取一點，作與三邊的平行線，則有下列幾點發現： 
1.圖中有三組平行四邊形：四邊形 ADSR、四邊形 EBFS、四邊形 SKCQ 為平行四邊形。 
2.ΔABC∼ΔAEQ∼ΔDBK∼ΔRFC∼ΔDES∼ΔRSQ∼ΔSFK。 
 由相似可得，對應邊成比例： 

3. AD
AB

＝
BC
KC

＝
CA
RQ

，
AB
DE

＝
BC
BF

＝
CA
RA

，
AB
EB

＝
FK
BC

＝
CA
CQ  

Q

D

V

W

U

S

T

K

R

E

A

B CF

AC域

C域

BC域
B域

A域

AB域

內域 C

B

A

4.三個對應邊比例之和為 1 

BC
BF

＝
AB
DE

，
CA
CQ

＝
AB
EB

（由 3.可知） 

AB
AD

＋
BC
BF

＋
CA
CQ

＝
AB
AD

＋
AB
DE

＋
AB
EB

＝
AB
AB

＝1 

     同理
AB
DE

＋
BC
FK

＋
CA
RQ

＝1，
AB
EB

＋
BC
KC

＋
CA
RA

＝1               

前

F K

R
D

QE

A

B C

S

前

前

中中

中

後

後

後

    以上討論可知，如果三截線共點時，從每邊所截出來的三個線段上，選取固定的位

置其與全部的比值之和為 1。 
    反之，當三個對應比例和為 1 時，三截線會共點嗎？利用反證法，可知逆定理為真。 

【證】：設三截線不共點（如右圖，其中VS // BC，WT //CA） 

BC
FK

＝
AB
SF

＝
AB
VB

＝
AB

EBVE +
，

CA
RQ

＝
AB
RT

＝
AB
AW

＝
AB

DWAD +
， 

AB
DE

＋
BC
FK

＋
CA
RQ

＝
AB
DE

＋
AB

EBVE +
＋

AB
DWAD +

＝1+
AB
VE +

AB
DW

＞1（矛盾）                       

5.三個對應邊比例之和為 1 的推廣 
    我們發現當 S 在三角形的邊上及退化成頂點時，此關係式也成立。接著，要試驗點

在三角形外時，共點的條件為何？  
區域與方向的規約 

在討論之前，需要對外部區域有嚴謹的定義。我們將三

角形內部區域稱為內域；在考慮三角形的頂點、三邊與三

邊的延長線之外，剩下的六個區塊可分成三塊『線外域』

與三塊『點外域』；線外域是和三角形某邊相鄰的外部區

域，以相鄰接的邊命名，如圖中黃色區域稱為 AB 域；

點外域是某個頂點為主的外部對頂區域，以其該頂點命

名，如圖中綠色區域稱為 C 域。 
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    給定ΔABC，在不失一般性的情況下，規定 A、B、C 呈現逆時針順序。取任一點 S，

作與 AB平行的線段，並定義其與BC之交點為Ｆ，與CA之交點為Ｒ；作與BC平行的線

段，定義與 AB 之交點為 E，與CA之交點為 Q，同樣地，作與CA 平行的線段，定義與 AB

之交點定為 D，與BC之交點為 K。 

當 S 在三角形內部時，D, E, F, K, Q, R 各點的相對位置如下圖左所示；當 S 在線外域時，

D, E, F, K, Q, R 各點順序如下圖中所示，以下圖中為例，當 S 移動至 AB 域時，E, D 兩點

的相對位置會互換；當 S 在點外域時，D, E, F, K, Q, R 各點順序如下圖右所示，以下圖右

為例，當 S 移動至 A 域時，E, D 兩點與 Q,R 兩點的相對位置會互換。 
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S 在線外域時的情況 

令 AE：ED：DB=x：y：z 

我們發現諸多線段的比例皆可用 x、y、z 表示(如圖所示) 

y+z

x+y

y+z

x+yy

y

x

z

y

z

y
x

z

y

x
Q

F
K

D

E

R

A

B C

S

其中，
AD x y

x y zAB
+

=
+ +

，
BF y

x y zBC
=

+ +
，

CQ z y
x y zCA

+
=

+ +
 

1AD BF CQ x y y x y
x y z x y z x y zAB BC CA

+ +
⇒ − + = − + =

+ + + + + +
 

   DE y
x y zAB

=
+ +

，
FK y z

x y zBC
+

=
+ +

，
QR x y

x y zCA
+

=
+ +

 

1DE FK QR y y z x y
x y z x y z x y zAB BC CA

+ +
⇒ − + + = − + + =

+ + + + + +
 

   EB y z
x y zAB

+
=

+ +
，

KC x y
x y zBC

+
=

+ +
，

RA y
x y zCA

=
+ +

 

1EB KC RA y z x y y
x y z x y z x y zAB BC CA

+ +
⇒ + − = + − =

+ + + + + +
 

發現對應邊比例之和為 1 的關係，原則上不變，只要和 A、B、C 順序(逆時針)方向相反

者，變成負號即可。如第一式的BF 、第二式的DE 及第三式的RA。 
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S 在點外域時的情況 

令DA： AB：BE =x：y：z  

我們發現諸多線段的比例皆可用 x、y、z 表示(如圖所示) 

其中，
AD x

yAB
= ，

BF x y z
yBC

+ +
= ，

CQ z
yCA

=  

y

xy+z

x+y

x
x

z
zz

y

z
x

z

y

x

R

K F

QE

D

A

B C

S

1AD BF CQ x x y z z
y y yAB BC CA

+ +
⇒ − + − = − + − =  

   DE x y z
yAB

+ +
= ，

FK z
yBC

= ，
QR x

yCA
=  

1DE FK QR x y z z x
y y yAB BC CA

+ +
⇒ − − = − − =  

   EB z
yAB

= ，
KC x

yBC
= ，

RA x y z
yCA

+ +
=  

1EB KC RA z x x y z
y y yAB BC CA

+ +
⇒ − − + = − − + =  

   對應邊比例之和為 1 的關係，原則上不變，只要將和 A、B、C 順序(逆時針)方向相反

者，變成負號即可。如第一式的 AD及CQ、第二式的FK 及QR 、第三式的EB及KC 。 

6.三角形每邊分成三段，其中兩段之和與第三段的比值，其乘積等於和加上二，即 

(1).取前+中

後
：

EB
AE × BK

KC
× CR

RA
＝

EB
AE

＋
BK
KC

＋
CR
RA

+2 

R

Q

KF

E

D

A

B C

S

(2).取前+後

中
：

AD EB
DE
+ ×

FK
BF + KC × CQ

RQ
+ RA

＝
AD EB

DE
+

＋
BF KC

FK
+ + CQ RA

RQ
+ +2 

(3).取中+後

前
：

DA
BD ×

BF
FC ×

CQ
QA

＝
DA
BD

＋
BF
FC

＋
CQ
QA +2 

【證】：令AD X= ，DE Y= ，EB Z= ，則
BK
KC

＝
X

Y Z+
、

BK
KC

= BK
SQ

= DB
SR

= DB
DA

=
X

ZY +  

同理
CR
RA

＝
AD EB

DE
+

＝
X Z

Y
+

，
AE
EB

＝
Z

YX +  

而
Y Z

X
+ × X Z

Y
+ × X Y

Z
+

＝
( ) ( ) ( )X Y X Z Y Z

XYZ
+ × + × +

   

＝
2 2 2 2 2 2X Y X Z XYZ XZ+ + + XY XYZ ZY YZ

XYZ
+ + + +                                               

＝
( ) ( ) ( ) 2XY X Y XZ X Z YZ Y Z XYZ

XYZ
+ + + + + +
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＝
Y Z

X
+ + X Z

Y
+ + X Y

Z
+ +2＝ AE

EB
＋

BK
KC

＋
CR
RA

+2 

同理
AD EB

DE
+ × BF K

FK
+ C × CQ RA

RQ
+

＝
AD EB

DE
+

＋
BF KC

FK
+ + CQ RA

RQ
+ +2， 

BD
DA

×
BF
FC ×

CQ
QA

＝
BD
DA

＋
BF
FC

＋
CQ
QA +2 

 
這個結果反之亦成立，我們利用解析法證明這個定理可以逆推。將三角形置於座標

平面上，並將 B 置於原點，如下圖所示。 
 )sin,(cos BB

),( 1 kx
ky =

aCc
Bcm
−×

×
=

cos
sin

Bm tan=

)0,cot( Bx −

),cot( kBk

D

KF

R

QE

B(0,0)

A

S

C(a,0)

 
 
 
 
 
 

令 S 座標為( , k)，則1x FR之直線方程式為 y－k＝tanB(x－ )，F 點座標（ －1x 1x B
k

tan
, 0）

＝（x－cotB, 0） 

又 ΔCFR∼ΔCBA⇒
CR
CF

＝
CA
CB

⇒
CR

Bxa )cot( 1 −−
＝

b
a
⇒CR＝b－

a
b
（ －cotB） 1x

              ⇒RA＝b－ ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− Bx

a
bb cot1 ＝

a
b
（x－cotB） 

E 點之座標為（k⋅cotB, k），BE＝ 222 cot kBk + ＝k⋅cscB 

若滿足
EB
AE ×

KC
BK ×

RA
CR

＝
EB
AE +

KC
BK +

RA
CR +2 

⇒
Bk

Bkc
csc

csc
⋅
⋅− ×

KC
BK ×

( )

( )Bkx
a
b

Bkx
a
bb

cot

cot

⋅−

⋅−−
＝

Bk
Bkc

csc
csc

⋅
⋅−

＋
KC
BK

＋
( )

( )Bkx
a
b

Bkx
a
bb

cot

cot

⋅−

⋅−−
＋2 

⇒ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅
1

cscBk
c ×

KC
BK ×

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅−
1

cot Bkx
a

1
＝ ⎟

⎠
⎞

⎜ ＋
⎝
⎛ −

⋅
1

cscBk
c

KC
BK

＋ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅−
1

cot Bkx
a

＋2 

⇒ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−

−
⋅

−
⋅−

×
⋅ Bkx

a
Bk

c
Bkx

a
Bk

c
cotcsccotcsc 11 KC

BK
＝

Bk
c

csc⋅
＋

Bkx
a

cot1 ⋅−
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(令
Bk

c
csc⋅

＝s、
Bkx

a
cot1 ⋅−

＝t) 

⇒
KC
BK ＝

tsst
ts
−−

+
⇒ BK ＝

tstsst
ts
++−−

+
×a＝

( )
( )

( )BkxBk
ac

BkxBk
BkaBkxc

cotcsc

cotcsc
csccot

1

1

1

⋅−⋅

⋅−⋅
⋅⋅+⋅−

×a＝
( )

a
BkaBkxc csccot1 ⋅⋅+⋅−

 

⇒k 座標為（
( )

c
BkaBkxc csccot1 ⋅⋅+⋅−
,0） 

m SK＝

11
csccot

0

x
c

BkaBkx

k

−
⋅⋅

+⋅−

− ＝

B
c
aB csccot

1

−
＝

BaBc
c

csccot ⋅−⋅
＝

aBc
Bc
−⋅

⋅
cos

sin  

DKQ 與 SK 斜率相同，又 SK 與CA平行，則DK 與CA平行 

∴D、S、K 三點共線。由此可證明：「三邊中任兩段之和與第三段的比值，其乘積等於和

加上二」為三線共點的充要條件。 
 

二、截線段長的討論 

原想探討三角形中三條平行截線交於一點時所截成的六條截線段等長的情形，類似到邊

等長(內心)或是到頂點等長(外心)之類的情況，不過，這種特殊情況，只發生在正三角形。 
1.六條相等的情況只發生在正三角形 

a

a

a

a

a

a

R

Q

KF

E

D

A

B C

S

∵△DES∼ RSQ△ ∼ SFK△ ∼ ABC △ ⇒ CA
BC

＝
DS
ES

＝1 

  且 BC
AB

＝
SQ
RS

＝1 因此 AB：BC：CA＝1：1：1 

2.不可能恰有五條截線段相等                                
3.四條截線段相等發生在等腰三角形且過內心的三組平行截線。 
4.恰有三組截線長度相等的情況之討論：  
(1)發生在通過內心的三組等長的平行截線: 
透過相似與比例可求出三菱形的邊長。 

x

y

x

z

y z

x
x

y

y

z

z

R

Q

KF

E

D

S

A

CB

令三邊 =AB c、 =BC a 、 =CA b，菱形 ADSR、EBFS 與 SKCQ 的邊長分別為x、y 、  

DE∵△ S∼ ABC△  ∴

z

y
x
＝

a
b  

同理 RSQ∵△ ∼ ABC△ 、 SFK△ ∼ ABC△  

∴
z
x
＝

a
c
、

z
y
＝

b
c
⇒x：y：z＝bc：ac：ab 

令 x=tbc、y=tac、z=tab 代入
AD
AB

+ BF
BC

+ CQ
CA

=1 
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⇒
tbc
c

+ tac
a

+ tab
b

=1 ⇒ t= 1
a b c+ +

則 x= bc
a b c+ +

、y= ac
a b c+ +

、z= ab
a b c+ +

 

即菱形邊長為所屬的兩邊之乘積除以周長 
 

a

b

a

c

c

b

R

Q

KF

E

D

A

B C

S

(2)如右圖，同一組等長截線段恰發生在同一個”小”三角形中， 

      RSQ△ ∼ ABC△  ⇒ 
AB
BC

＝
RS
SQ

＝
c
c

=1 

SFK△ ∼ ABC △ ⇒ AC
AB

＝
SK
SF

＝
b
b

=1            

⇒ AB：BC：CA＝1：1：1 此情況僅發生在正三角形。 

(3)如右圖，三組等長的截線段散佈在三個”小”三角形中， 

a

c

b

c

b

a

R

Q

KF

E

D

A

B C

S

由於 DES△ ∼ RSQ△  

⇒DS ： ES = RQ： :SQ a b= = :RQ b  ⇒ =RQ a  

又 AR = = =DS a SK =QC ，因此 Q,R 為CA上的三等分點。 

同理，D,E 為 AB上的三等分點，F,K 為BC上的三等分點。因此，此情況發生在三等分

點的位置上且 DES△ 、 RSQ△ 與 SFK△ 為全等三角形。 
 

三、傍心的探討：求對 A 的傍心 

接者想找出和內心一樣，使用角平分線做出的傍心(如圖)。 

K

T
U

QE

F

R
D

S

A

B C

∵ AS 平分 且BAC∠ AS 為平行四邊形 ADSR 

∴平行四邊形 ADSR 為菱形 
同理平行四邊形 BESF、平行四邊形 CQSK 為菱形 

令 AD x= 、BF y= 、CQ z=  

作過 A 平行BC的線，再延長DK 與FR，分別交於 T、U 

則 AT z= 、 AU y=  

AD AB x c
z aAT BC

= ⇒ = 、
AR CA x b

y aAU BC
= ⇒ = : : : :x y z bc ac ab⇒ =  

令 x tbc= 、 、y tac= z tab=  

 7 



( ) 11 1
CQAD BF tbc tac tab t

c a b a bAB BC CA

− −
+ + = ⇒ + + = ⇒ =

c− + +
 

bcx
a b c

=
− + +

、
acy

a b c
=
− + +

、
abz

a b c
=
− + +

 

同理，對 B 的傍心、對 C 的傍心之 x、y、z 分別是
bc

a b c− +
、

ac
a b c− +

、
ab

a b c− +
及

bc
a b c+ −

、

ac
a b c+ −

、
ab

a b c+ −
。 

四、擬似內心的探討： 

我們對於三段截線段長度相等的情形最感到興趣，令此長度為x ，則： 

x

x

x

R

Q

K

E S

A

B C

D

F

AB
x +

BC
x +

CA
x

＝1⇒x ＝
)()()( ABCACABCBCAB

CABCAB
×+×+×

×× = 1
1 1 1
B BC CA
+ +

 

A

即 x 為三角形三邊長調和平均的三分之一。 

    我們知道內心到三邊垂直距離相同，此方法求出的內部定點到三

邊連線段等長，只差在不具垂直條件，但他和內心都有”到邊的路徑等長”的意味，因此

稱之擬似內心。為了找出點在邊上的位置，需求出x 與各邊的比值： 

1
1 1 1

AB BC CA
+ +

×
AB
1 =

)()()( ABCACABCBCAB
CABC

×+×+×
×

，同理 x 與BC、CA的比值分別

為
)()()( ABCACABCBCAB

CAAB
×+×+×

× 和
)()()( ABCACABCBCAB

BCAB
×+×+×

× 。 

    在 AB、BC 、CA分別取一點 E′、K′、R′且 BE' = CK ' = AR' ，則可得另一個擬似內

心（如下圖），在非正三角形的情況下，擬似內心有兩個。 

x

x

x

R

Q

K

E S

A

B C

D

F

   

x

x

x

F'

R'

S'

D'

Q'

A

B C

E'

K'
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五、等積性質與重心的討論 a

b

a a

a

R

QE

D

S

F

A

B CK

     當 AD = EB，則ΔRSQ ΔSFK（如圖）。同理，≅ AD = DE 時，

ΔDES ΔSFK，≅ DE ＝EB時，ΔDES≅ ΔSFK。當三條平行線交於一

點，邊上三段中，若有其中兩段相等，則ΔDES、ΔSFK、ΔRSQ 會

有一組全等三角形。 
 

Q

R

KF

E

D

S

CB

A
    因此當三角形邊長分為三等分時，ΔRSQ≅ ΔSFK 
ΔDES；三個平行四邊形的面積也相等；由一個內部的小三

角形與相鄰的平行四邊形組合成一個梯形之面積也會相等。

因此，當三角形邊長被三等分時點 S 為重心。反之，若點 S
為重心，作三平行線，三角形邊長會被三等分。 

≅

 

六、垂心的探討 

   處理完內心、擬似內心及重心問題之後，想要同樣以平行作圖方式做出垂心。 

   當 S 為垂心且 AD：DE ：EB =x：y：z 時，BF ：FK ：KC 與CQ：QR ：RA的比

例則為 x,y,z 輪換。 

F

z

z

y

y

x

x

x

z

y

D
R

Q

K

E S

A

B
C

F

z

z

y

y

x

x

x

z

y

D
R

Q

K

E S

A

B
C

在ΔAES 中，
2 2

AE ES SA= +
2
 ⇒

2 2

sinx y y x yc a c B
2

x y z x y z x y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛+ +
× = × + × ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜+ + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

⇒
2 2

sinx y x y yc c B a
2

x y z x y z x y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛+ +
× − × × = ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜+ + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

⇒( )
2 2

2 21 sin x y yB c a
x y z x y z

⎛ ⎞ ⎛+
− × = ×⎜ ⎟ ⎜+ + + +⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

⇒

2

2
2cos

ya
x y z

B
x yc

x y z

⎛ ⎞
×⎜ ⎟+ +⎝ ⎠=

⎛ ⎞+
×⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⇒ cos ayB
cx cy

=
+

  

同理，在ΔCFS中可得到 cos czB
ax az

=
+

又
2 2 2

cos
2

a c bB
ac

+ −
= = ay

cx cy+
 

⇒ ⇒( ) ( )2 2 2 2 2 2 22a y a c b x a c b= + − + + − y ( ) ( )2 2 2 2 2 2a c b x a b c+ − = + − y  
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同理，
2 2 2

2
a c bB

ac
+ −

=cos = cz
ax az+

⇒( ) ( )2 2 2 2 2 2a c b x c b a+ − = + − z  

⇒ x：y：z = 2 2 2

1
a c b+ −

： 2 2 2

1
a b c+ −

： 2 2 2

1
b c a+ −

 

⇒ x：y：z = ( ) ：( ) ：    2 2 2 2 2 2( )a b c c b a+ − + − ( )c b a c a b+ − + −2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( )a b c a c b+ − + −

知道 x:y:z 的比例時， AD、DE 、EB、BF 、FK 、KC 、CQ、QR 及RA的長度即可分

別求出。由此，可作出垂心的位置。 
 

七、上下面積的比例為 K 時，三線共點的討論 

    原先想討論平行截線將三角形截成上下兩部分等積的情況，但是發現：過兩條等積

平行截線交點的平行截線無法將三角形截成上下等積的兩個部分。 

K

D

P

R

F

QE

CB

A

以下圖為例，EQ將 ABC△ 截成等積的兩部分，即 AEQ△ 的面積等於四邊形 EQCB

的面積，同樣地，RF 將 ABC△ 截成等積的兩部分，EQ與RF 交於 P，DK 通過 P 點且

平行 AC ，但DK 無法將 ABC△ 截成等積的兩部分。因為根據前述推導：

2AE BK CR AE BK CR
EB KC RA EB KC RA

+ + + = × × ，而
1 2 1

2 1
CR AE
RA EB

= = =
−

+ ，因此

( 2 1) ( 2 1) 2 ( 2 1) ( 2 1)BK BK
2

12 +
=

KC
BK

KC KC
+ + + + + = + × + × ⇒  

表示△BKD 面積和 ABC△ 面積之比= ( )212 + ：( )232 +  ，兩者比值並不等於二分之ㄧ。 

    接下來，探討:三條平行截線，每一條均將三角形分成上下面積比例為 K 且三線共點

時，K 值應為多少？ 

若
areaCRF
areaRABF

areaBKD
areaKCAD

areaAEQ
areaEBCQ

== = 1
K
，

areaCRF
areaABC

areaBKD
areaABC

areaAEQ
areaABC

== = 1K
K
+  

K

D

P

R

F

QE

CB

A

  ∴areaAEQ=areaBKD=areaCRF 

  EBAD
AB
BD

AB
AE

=⇒= ，同理， RACQKCBF == ,  

  ∵ADPR、EPFB、PQCK 為平行四邊形∴ PKDPPKQCDPAR =⇒===  

  同理， PFPRPFBEPRAD =⇒=== ， PEPQPQKCBFPE =⇒===  
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又 BCEQABFRACDK //,//,// 且 DKFREQ ,, 互相平分 

∴D 為 AE中點，R 為 AQ中點，K 為CF 中點 

∴D、E、F、K、Q、R 為ΔABC 三邊長三等分點⇒
9
4

3
2

2

2

==
areaABC
areaAEQ  ⇒ 

5
4

=
areaEQCB
areaAEQ  

即三條平行截線，每一條均將三角形分成上下面積比例為
4
5
時，此三截線會共點。 

  【另解】：根據前述推導： 2AE BK CR AE BK CR
EB KC RA EB KC RA

+ + + = × × ， 

令
AE BK CR
EB KC RA

= = =K，利用上式可得，3K+2=K3 ⇒ K3－3K－2=0 

 ⇒可求出 K=2 或－1(重根，不合) 

因此當
AE BK CR
EB KC RA

= = =2，三截線段共點且
9
4

3
2

2

2

==
areaABC
areaAEQ ⇒

5
4

=
areaEQCB
areaAEQ 與前述結

果殊途同歸。 

八、上部分折線為周長 K 倍時，三線共點的討論 

我們討論的是:平行截線將三角形截成上下周長相等的情況。如圖中EQ將 ABC△ 截成等

周長的兩部分，即 EA AQ+ = EB BC CQ+ + 。 

K

D

P

R

F

QE

CB

A

x y
a

b y−
c x−

若EQ將 ABC△ 截成等周長的兩部分，令EB x= ，QC y= ， 

則a x  (半周長) y s+ + =

  c x b y s− + − =

⇒( )x y s+ = − a 又因
c x b y

x y
− −

=  ⇒ cy bx= ⇒ x：y ＝ b，則 :c x = ( )c s a
b c
−
+

，y = ( )b s a
b c
−
+

 

同理，RF 將 ABC△ 截成等周長兩部分，則BF 與RA可分別求出，BF = ( )a s c
a b
−
+

，

RA = ( )b s c
a b
−
+

。若DK 亦將 ABC△ 截成等周長的兩部分，則 AD與KC 可分別求出，

AD = ( )c s b
a c
−
+

，KC = ( )a s b
a c
−
+

。 

我們從共點關係式中檢查：

( ) ( ) (c s a b s c a s b
b c a b a c

c b a

− −
+ + ++ +

)−

之值

( ) ( ) ( )c s a b s c a s b
b c a b a c

c b a

− − −
+ + ++ + = s a s c s b

b c a b a c
− − −

+ +
+ + +

= 3 1 ( )
2 2

a c b
b c a b a c

− + +
+ + +
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而利用算幾不等式可求出
3( )
2

a c b
b c a b a c

+ + ≥
+ + +

因此

( ) ( ) (c s a b s c a s b
b c a b a c

c b a

)− − −
+ + ++ + = 

3 1 (
2 2

a c b
b c a b a c

− + +
+ + +

)≤ 3
4
≠1 不會滿足共點的關係 1=++

CA
AR

BC
KC

AB
BE

。 

另一方面，從共點的關係式中 1=++
CA
AR

BC
KC

AB
BE

可得 

( ) ( )
1=++

−

++
−

BC
KC

b
ba
csb

c
cb
asc

 

⇒ ( ) ( ) 1s a s c KC
b c a b BC
− −

+ +
+ +

= 則KC = (
2
a a c

b c a b
+ )

+ +
而這個值和等周長假設前提下求出的

KC = ( )a s b
a c
−
+

值不同，可知三條等周平行截線不會共點。 

    因此討論：當三條平行截線將三角形上面截出的折線部分長度為周長的 倍時，

要為何？才能恰好使得三截線共點。 
K K

令 AB = ，c BC = ，a CA = ，T 為周長，b AE = x ，AQ = ，y x y KT+ = ( 為常數) K

b
y

c
x
=  ⇒ c

x KT
b c

= ×
+

、
b

y KT
b c

= ×
+

 

K

D

P

R

F

QE

CB

A

 根據前面所推出的公式得知 1=++
CA
AR

BC
KC

AB
BE  

又
BE

AB
= c

c KT
b c

⎛ ⎞⎟
⎠

x

y

z

k LK

J

F

I

H

G

E

D

A

B C

− ×⎜
⎝ +

1

c
× =

cb
KT

−
+

1 = ( )
cb

cbaK
+

++
−1  

則有：   

 ( )
ca

cbaK
+

++
−1 + ( )

ba
cbaK

+
++

−1 + ( )
cb

cbaK
+

++
−1 =1⇒2= ( )

ba
cbaK

+
++ + ( )

cb
cbaK

+
++ + ( )

ac
cbaK

+
++     

3
b c a

K
a c a b b c

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 3 3a b a b c abc a b b c c a
K

a b b c c a

⎡ c ⎤+ + + + + + + + +
= ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎦
 

⎣

 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )

2 2 2 3 3a b c a b c abc a b c ab bc ac abc
K

a b b c c a

⎡ ⎤+ + + + + + + + + + −
= ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 3 3 3a b c a b c ab bc ca
K

a b b c c a

⎡ ⎤+ + + + + + +
= ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( )( )( )
( )( )2 2 2

2
3 3 3

+ + +
=

+ + + + + + +

a b b c c a
K

a b c a b c ab bc ca
=2×

( )( )+
兩兩和之積

周長 三邊平方和 三倍兩兩積之和
 

 12 



九、三線不共點的討論 

    討論三截線不共點更一般的情況，發現多組截線段呈固定比例： : : :x y z k  

                         = IJ : JK : KF  
                         = LH : KL     : EK  
                         =    JL : LG : DJ  
    利用上述多條線段呈現的四個比例，能深入探討此圖形的幾何性質，例如可利用餘

弦定理算出九條截線之長度；綜觀上圖發現三條平行截線將大三角形分成七塊區域，其

中區塊的形狀有三角形、平行四邊形、梯形，則可透過七塊區域與ΔABC 的比值算出這

七塊區域的面積。進而求出由合併之後的三角形、平行四邊形及梯形面積。 
     
    特別是當三截線比例成「逆時針相同」時，發現： xykzyx :::: = ⇒ 2x kz= ，

: : : :k y x z y k= ⇒ 2xz k= ，兩式相乘 =⇒ zx3 zk 3 ⇒ x k= ，同理，k z= 。可得：當三

截線段比成「逆時針相同」時，每條截線三段長比為1 :  (: 1m m R +∈ ) 

令 IJ : JK : KF 1 : : 1m= ，則BF：FJ：JC =CK：KN：NA= AD：DE：EB 1 : ( 1) : 1m= +  

當 m=0，為三截線共點的情況，若保持三截線比例成「逆時針相同」的條件，可推得三

條平行截線互相平分且將三邊三等分，此三線共點，為「重心」。因此「重心」可視為三

截線比例成「逆時針相同」的情況下的一個特例。 
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第二部分  三邊垂線共點問題的研究 
一、共點條件的討論 
考慮三邊垂線交於一點的情況，發現：間隔截線段長度的平方和相等。 

【證】： PEB△ 與 PEC△ 以PE為共同的邊⇒
2 2 2 2

PB BE PC CE− = −  同理， 
       

2 2 2 2 2 2 2 2
PA AD PB BD− = −PC CF PA AF− = − 且  

   三式相加⇒
2 2 2

BE CF AD+ + =
2 2 2

CE AF BD+ +  
 
     反之，在三垂線不共點時，三垂線會兩兩交一點(如下圖中 I、J、K 三點)。因為 ADKF
四點共圓，所以∠A+∠IKF＝180°，又∠IKF+∠IKJ＝180°，因此得知∠A＝∠IKJ，同理∠B
＝∠JIK、∠C＝∠IJK 可推出 ΔABC≈ΔKIJ。 
 
在 ΔABC≈ΔKIJ 的情況下 

設 IJ ＝αa、 JK ＝αb、 IK ＝αc 

I

KJ

A

B C
E

FD

x

b-x 

ya-y

z

c-z令 ID＝ 、1r JE ＝ 、2r KF ＝  3r

⇒ ( +αa)2r 2+ (a-y) 2= +z1r 2 2 

  ( +αb)3r 2+ (b-x) 2= +y2r 2 2 

  ( +αc)1r 2+ (c-z) 2= +x3r 2 2 

三式相加得  (a-y) 2+(b-x) 2+(c-z) 2+2α( c+ a+ b)+ α (a +b 2 +c )=x +y +z  1r 2r 3r 2 2 2 2 2 2

這顯示三垂線不共點的情況下，間隔線段平方和不相等。當三垂線共點時(α=0)，可得間

隔線段平方和相等；因此，間隔線段平方和相等是三垂線共點的充要條件。 
 

二、特殊定點的討論 

    從前述推論可知三邊垂線交於一點，須滿足DA 2＋FC 2＋EB 2=CE 2＋ AF 2＋BD 2，

考慮相等關係： 

1. DA= BD、EB =CE、FC = AF   

 此時 P 點為外心 
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2. DA= AF 、FC =CE、EB = BD  

  利用符號化簡： 

D

P

A

B C

F

E

2r
3r

1r
b y−

y

xa x−

z

c z−

  令 c z  (如右圖) y− = c y z⇒ = +

S-b

S-a

S-c S-b
S-a

S-c

FD

E CB

A

  b y   x− = b x y⇒ = +
  a x   z− = a x z⇒ = +

又 ( )= − +x S y z x S c⇒ = −  
( )= − +y S x z y S a⇒ = −  
( )= − +z S x y z S b⇒ = −   

D

P

A

DA AF S a∴ = = − ， FC CE S c= = − ，EB BD S b= = − (如上圖所示)  

又 = = −DA AF S a ， ADP= AFP=90∠ ∠ ∘， AP AP= ⇒ΔAPD≅ ΔAPF ⇒ PAD= PAF∠ ∠  

⇒ AP為 FAD∠ 的角平分線，同理BP及CP為 DBE∠ 及 FCE∠ 的角平分線，則 P 為內心。 

 

3. DA=CE、FC = BD、EB = AF  

c z x− = c x z⇒ = +  
b y z− = b y z⇒ = +  
a x y− = a x y⇒ = +  

又  ( )= − +x S y z x S b⇒ = −  
( )= − +y S x z y S c⇒ = −  
( )= − +z S x y z S a⇒ = −  

DA CE S b∴ = = − ，FC BD S a= = − ，EB AF S c= = − (如上圖所示) 

    P 點和耐吉爾點有類似的結果，耐吉爾點是 AE、BF 與CD的交點，而本題是過三邊

上 D,E,F 的垂線交點，連線方式不同，但對於周長所截成的六條線段長都是 , S a− S b− , 

。而折線S c− DA AF+ 、FC CE+ 與EB BD+ 的長度恰好分別和三邊長BC、AB與 AC 相

等，可以看成是邊長的挪移。 

B C

F

ES b S c

S a−

−

S a−

S b− S c−

−
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4.垂心 
由三角函數性質可推得下列長度關係： 

D
P

E

F

A

B C

Ab cos⋅

Bc cos⋅

Ca cos⋅

Cb cos⋅

Ac cos⋅

Ba cos⋅

cosAD b A= ， cosBD c b A= − ， 
cosBE c B= ， cosEC a c B= − ， 
cosFC a C= ， cosAF b a C= −  

檢驗平方和是否相等： 

2
AD +

2
BE +

2
FC = + +  Ab 22 cos Bc 22 cos Ca 22 cos

2
BD +

2
EC +

2
AF = + + + + + －2 c2a 2b 2c Ab 22 cos Bc 22 cos Ca 22 cos osbc A－2 c －

 

osac B

2 cosab C

兩式相減，運用餘弦定理
2 2 2

s
2

co
b c a

A
bc

+ −
= ，

2 2 2

s
2

a c b
B

ac
co

+ −
= ，

2 2 2

co  s
2

a b c
C

ab

+ −
=

化簡
2

BD +
2

EC +
2

AF －(
2

AD +
2

BE +
2

FC )= +b + c －2 c2a 2 2 osbc A－2 c －  osac B 2 cosab C

= + + －( + － )－( +c － )－( +b － )= +b + c －( +b + c )=0 2a 2b 2c 2b 2c 2a 2a 2 2b 2a 2 2c 2a 2 2 2a 2 2

∴
2

BD +
2

EC +
2

AF ＝
2

BD +
2

EC +
2

AF ，因此三垂線共點。 

雖然間隔線段之平方和相等，但間隔線段之和卻不相等： 
2 2 2 2 2 2 2 2

cos cos cos
2 2 2

2b c a a b c a c b
FA EC DB c A b C a B

b a c

+ − + − + −
+ + = + + = + +  

2 3 3 2 3 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2

ab c ac a c a bc b c bc a b abc ab abc a b c ac c a bc b c ab a b

abc abc

+ − + + − + + − + + + − + − + −
= =

2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos cos cos
2 2 2

a b c a c b b c a
CF BE AD a C c B b A

b a c

+ − + − + −
+ + = + + = + +  

3 2 3 2 3 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2

a c ab c ac a bc bc b c ab abc a b abc a b c ac a c bc c b ab b a

abc abc

+ − + + − + + − + + + − + − + −
= =

這個例子衝擊原先的猜測：認為在間隔線段之平方和相等的情況下，有可能也會推得間

隔線段之和相等的事實，不過，在垂心這個例子中，我們得到了一個反例。 
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三、三等分周長點的討論 

    這一段要討論的是：三垂線段PE、PF 與PD在三邊上的垂足 E、F 與 D 將三角形周

長分成三等分的作圖問題。 

令
3

+ +
=

a b ck 為三分之一周長，由前述論証可知三垂線欲交於一點，DA、 AF 、

FC 、CE、EB與BD必須滿足：(相關符號請見附圖) 

D

P

A

B C

F

E x

z

y

k x−

xk z−

k y−
  2 2 2 2 2( ) ( ) ( 2)x y z k x k y k z+ + = − + − + −  

⇒ 2 2 2 2 2 2 23 2( )x y z k x y z x y z k+ + = + + + − + +  

⇒3 2( )k x y z a b c= + + = + + ⇒
2

+ +
+ + = =

a b cx y z S (半周長) 

因此， 代入 z S x y= − −

3
+ +

+ = − + + + =
a b cDA AF c S x y y (三分之一周長) 

A

3
+ +

+ = − + =
a b cFC CE x y b (三分之一周長) 

可解出 =x CE =
3

s a b+ − = 3
6

a c b+ −
， =y AF =

3
s b c+ − = 3

6
b a c+ −  

代入 , , S x y− − a x− b y− , 之後，可得c S x y− + + BD、EB、FC 與DA的長度分別

為
6

3 abc −+
、

6
3 cba −+

、
6

3 acb −+
、

6
3 bac −+

。 

 

四、內心、外心、三等分周長點的連結 

  從先前研究可知內心、外心、三等分周長點的各邊長度有關係，以BE、CF 為例，外

心是BE＝
6

003 cba −+ 、CF ＝
6

003 acb −+
時做垂線得到的交點，內心是BE＝

6
333 cba +− 、

CF ＝
6

333 cba −+
時做垂線所得到的交點，三等分周長點是BE＝

6
113 cba −+ 、CF ＝

6
113 acb −+

時做垂線所得到的交點，因此我們討論BE =
6

3 kckba −+ 、CF ＝
6

3 kakcb −+
時 

（k 為整數參數），是否會交於一點，於是我們檢驗間隔截線段長度平方和是否相等？ 
 

D

P
B C

F

S x y− −

y

b y

Ea x−

c S x y− + +

−

xx
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2 222 2 2
2 2 2 2 ( )

4 6 6 6 6

a b c a c c b b a k
FA EC DB k ab bc ac ab bc ca

⎡ ⎤+ + − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + = + + + + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
2 222 2 2

22 2 2 ( )
4 6 6 6 6

a b c a c c b b a k
CF BE AD k bc ab ab ac ac bc

⎡ ⎤+ + − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + = + + + + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⇒
2 22 2 2 2

FA EC DB CF BE AD+ + = + +  
因間隔截線段長度平方和相等，故可知三垂線交於一點。 

3c+kb-ka

6

3c+ka-kb

6

3b+kc-ka

6

3b+ka-kc

6

3a+kc-kb

6

3a+kb-kc

6

E

F
D

A

B
C

P

 

彙整研究發現，當 AD、DB、BE、EC、CF 與FA的長度 

表示為
3c+

6

ka kb−
、

6
3 kakbc −+

、
6

3 kckba −+
、

6
3 kbkca −+

、 

6
3 kakcb −+

與
6

3 kckab −+
時(如圖)，不論k 值為何，均可得到 

以下性質： 
1.間隔截線段長度和相等 

AD + BE +CF =
6

3
6

3
6

3 kakcbkckbakbkac −+
+

−+
+

−+
＝

6
333 cba ++

＝
2

cba ++  

DB+ EC + FA=
6

3
6

3
6

3 kckabkbkcakakbc −+
+

−+
+

−+
＝

2
cba ++  

2.間隔截線段長度平方和相等 

2 22 2 2 2

EC DB CF BEFA AD+ + = + + （先前已証） 

3.間隔截線段長度之兩兩乘積和相等 

S=∵ FA + EC + DB=CF + BE + AD 2 2( ) ( )FA EC DB CF BE AD∴ + + = + +  

ADBEADCFBECFDBECDBFAECFA ×+×+×=×+×+×⇒  
4.間隔截線段長度之立方和減其三倍三邊乘積相等 

∵FA + EC + DB=CF + BE + AD且 ADBEADCFBECFDBECDBFAECFA  ×+×+×=×+×+×

ADBECFDBECFA
222222

++=++

3 33 3 3 3
3( ) 3( )FA EC DB FA EC DB CF BE AD CF BE AD∴ + + − × × = + + − × ×  

(1).當FA × EC × DB＝CF × BE × AD的情況時，間隔截線段長度之立方和相等。 

(2).當間隔截線段長度和相等、平方和相等、兩兩乘積和相等及三邊乘積相等時，間隔截

線段長度之四次方和相等 
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( )24 24 4 2 2
2( ) 4 ( )FA EC DB FA EC DB FA EC FA DB EC DB FA EC DB FA EC DB+ + = + + − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + +

( )24 24 4 2 2
2( ) 4 ( )BE AD CF BE AD CF BE AD BE CF AD CF BE AD CF BE AD CF+ + = + + − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + +

CFADBEDBECFA
444444

++=++∴  

將AB 、BC、CA上的分點 D、E、F 所截成線段 AD、DB、BE、EC、CF 與FA長為

3

6

c ka kb+ −
、

6
3 kakbc −+

、
6

3 kckba −+
、

6
kbkc3a −+

、
6

3 kakcb −+
與

6
3 kckab −+

時，

三垂線共點，產生的性質彙整如下： 

k  -3 -2 -1 0 1 2 3 
名稱 內心  間隔三等

分周長點

外心 相鄰三等

分周長點 
 擬似耐

吉爾點 
三段長度相

同輪換 
相鄰 無 無 間隔 無 無 相鄰 

間隔長度和

相同 
是 是 是 是 是 是 是 

間隔長度平

方和相同 
是 是 是 是 是 是 是 

間隔長度立

方和相同 
是 否 否 是 否 否 是 

間隔長度四

次方和相同 
是 否 否 是 否 否 是 

間隔長度之

積相等 
是 否 否 是 否 否 是 

其他 到三邊等

距 
 間隔三等

分 
到三頂

點等距

相鄰三等

分 
  

    有單參數的經驗之後，想推廣成為兩個參數的情況，擬研究： 

當 AD、DB、BE、EC、CF 與FA  的長度表為
6

nb-a3c m+
、

6
3 nambc −+

、
6

3 ncmba −+
、

6
mca +3 nb−

、
6

3 namcb −+
與

6
3 ncmab −+ (如圖)且三垂線交

於一點時，m

3c+mb-na

6

3c+ma-nb

6

3b+mc-na

6

3b+ma-nc

6與n 之間的關係， 
我們先檢驗間隔長度的平方和是否相等： 
 

3a+mc-nb

6

3a+mb-nc

6

E

F
D

A

B
C

P
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2 2 2
2 2 2 3 3 3

6 6 6

b ma nc a mc nb c mb na
AF CE BD

+ − + − + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    

2 22

2 6 2 6 2 6

b ma nc a mc nb c mb na− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎞
⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 224 4 4

( )
4 6 6 6 6

a b c ma nc mc nb mb na m n
ab bc ac

⎡ ⎤+ + − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
+

2 2 2
22 2 3 3 3

6 6 6

b mc na a mb nc c ma nb
FC EB DA

+ − + − + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 22

2 6 2 6 2 6

b na mc a nc mb c nb ma− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎞
⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 224 4 4

( )
4 6 6 6 6

a b c mc na mb nc mb na n m
ab bc ac

⎡ ⎤+ + − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
+  

若
2 2 2 2 2

AF CE BD FC EB DA+ + = + +
2
，則m n= 。表示，只要討論單參數的情況即可。 
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伍、總結 
本研究問題有兩個：一是『三平行截線共點問題』，二是『三邊垂線共點問題』。 

研究發現：當交點在內部時，三平行截線共點的充要條件有兩個，一為『三個對應比例

和為 1』，二為『在三截線共點時，每邊分成三段，其中兩段之和與第三段的比值其乘積

等於和加上 2』。當交點在外部時，『三個對應比例和為 1』的關係，原則上不變，只要將

和 A、B、C 順序(逆時針)方向相同反者，變成負號即可。 
 

x

x

x

F

R

S

D

Q

A

B C

E

K

    研究三條平行線段交於內部一點時所截成的六條截線段長度，發現除正三角形外，

不可能有六條截線段長度相等；不可能有五條截線段長度相等；四條截線段長度相等發

生在等腰三角形中且過內心的六組平行截線；有三條截線段相等的情況有很多種，其中

到『三邊連線段長相同』(如下圖左、中所示)的情況最令我們感到興趣，該交點稱之為『擬

似內心』，除非是正三角形，擬似內心通常有兩個，擬似內心到三邊的截線段長度為

1
1 1 1

AB BC CA
+ +

，即為三角形三邊長調和平均的三分之一。 

x

x

x

R'

Q'

K'

E' S'

A

B C

D'

F'

 

x

y

x

z

y z

x
x

y

y

z

z

R

Q

KF

E

D

S

A

CB

 
 

 
 

     
    本研究提供重心、內心、傍心與垂心作圖的新方法。發現當三角形邊長分為三等分

時，所作的平行截線交點為重心，反之亦成立。當平行四邊形 ADSR、EBFS 與 SKCQ 為

菱形，S 為內心；此時菱形邊長為『夾邊乘積除以周長』，兩菱形的頂點位置可決定內心

的位置(見上頁圖右)。傍心的作法延自於內心，由於點位於外部，部分符號要改為負之

外，作法大致相同。當 S 為垂心時， AD：DE ：EB和邊長有關(比例請見 p.9 ~p.10 說

明)，若將比例換成 AD與EB，可由平行截線交點求出垂心的位置。 

 
除推廣重心、內心、傍心與垂心的作圖外，亦推廣中線的概念，發現三條平行截線，

每一條均將三角形分成上下面積比例為
4
5
時，三截線會共點。並推廣半周長連線的概念，

發現三條平行截線均將三角形分成上下周長比例為 2×
( )( )+

兩兩和之積

周長 三邊平方和 三倍兩兩積之和

 時，

三截線會共點。 
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  三邊垂線共點時，必須滿足相間隔截線段長度平方和相等。我們是在 AD、DB、BE、

EC、CF 與FA長分別為
6

kb-ka3c +
、

6
3 kakbc −+

、
6

3 kckba −+
、

6
3 kb−kca +

、
6

3 kakcb −+

與
6

3 kckab −+
時考慮三垂線共點其產生的特殊性質(如下圖)，研究顯示，當

0, 1, 2, 3k = ± ± ± 時，其大致上都滿足相間隔截線段長度之和相等，若間隔的長度乘積相

同時，截線段長度之立方和與四次方和都會相等，有些情況下，這些線段具有輪換性質；

透過我們的觀點，能將外心、內心、擬似耐吉爾點及三等分周長點結合為一。垂心是一

個特別的定點，其間隔線段之平方和相等，但間隔線段之和卻不相等，無法與先前的定

點作出有效的連結。 
 

3c+kb-ka

6

3c+ka-kb

6

3b+kc-ka

6

3b+ka-kc

6

3a+kc-kb

6

3a+kb-kc

6

E

F
D

A

B
C

P
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陸、展望 
研究過程夾雜著發現的興奮與未能獲良果的失落。例如我們曾經想要以平行作圖做

出三等分周長點的位置（如圖DA+ AQ =QC +CF = FB + BD）但未能成功。雖然我們成

功以平行截線的方式做出重心、內心、傍心與垂心位置，並想要以同樣作圖方式做出外

心的企圖，尚未實現。然而我們相信對於這兩個問題，往後一定都可以有長足的突破。 

E

F K

Q

R
D

A

B C

S

 

 

 

 

 
另外一方面，在垂直作圖的討論中，推廣了內心、外心及三等分周長點的結果，發

現：連同三個頂點與三邊垂線的垂足，可將原三角形分成六條線段，每個邊長都可以以

6
3 kckba −+

、
6

3 kakcb −+
或

6
3 kbkac −+

的形式表現，我們對於 0, 1, 3k = ± ± 的情況，均

發現很好的成果，但對於 2k = ± 時，則尚未發現有趣的幾何性質，是我們正在努力研究

的議題。 
 

柒、參考資料 
1.趙文敏(1992)。幾何學概論 (2 版)。台北：出版社。 
2.高中數學第一冊。台北：南一出版社。 
3.高中數學第二冊。台北：南一出版社。 
4.數學銜接教材。台北：翰林出版社。 
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【評語】040419 

1)本作品以"作圖"為名，然其作圖之想法卻多以代數運算概

念來切入幾何作圖，此類思維似已失去幾何作圖之本質。 

2)作品中所討論的主題過於繁雜，但也相對失焦，建議宜針

對其中主要的主題，做更深入的探討。 
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