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多  邊  形  上  的  切  圓 

摘    要 

    以三角形，五邊形，七邊形各頂點為圓心畫圓，讓相鄰圓均外切，從 gsp 做圖時發

現只有一組滿足的解，因此探討為何只有一組解，推論出這些圓面積和的公式；接著探

索方向轉換成偶數邊形，得到每個偶數邊形上能滿足這些條件的圓有無限多組，其中想

到另一問題，該如何求這些圓面積和的最小值？在討論的過程中，得到切圓面積和的公

式在邊數為 與 時，規律不同，便將偶數邊形的邊數分成兩部分推論，並

分別求得結果。 
k4 24 +k )( Nk ∈

壹、研究動機 

      上網找資訊時，我們看到了有篇是在研究三角形中，如何放三個相切的圓可使其面 
  積和為最大，若我們將三個圓圓心移至頂點，什麼條件可使相鄰兩圓相切，且是否為唯

一解？又相切時，若非唯一解，則所有圓面積和最小值為多少？並希望能推廣至ｎ邊形。 
 
貳、研究目的 

一、 探索以多邊形各頂點為圓心畫圓，並使其中圓心為相鄰頂點之兩圓外切，滿足以上

要求的圓是否為唯一解？ 
二、 若唯一解，則面積和為多少？若無唯一解，面積和最小值能否求出？ 

 
參、研究設備及器材 

  紙、筆、電腦、GSP、Word 等軟體 
 
肆、研究過程或方法 

    分為奇數邊和偶數邊多邊形，其中偶數邊又分為 兩類與 )(424 Nkkk ∈+ 探討： 
 

一、 奇數邊多邊形： 

（一） 三角形：【附(圖一)，P13】 
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（二） 五邊形：【附(圖二)，P14】 

設五邊形頂點為 ， 54321 ,,,, AAAAA

且邊長 515454343232121 ,,,, aAAaAAaAAaAAaAA ===== ， 

2
54321 aaaaaS ++++

=半周長 ，五個圓圓半徑為 ， 54321 ,,,, rrrrr
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（三） 七邊形：【附(圖三)，P15】 

設七邊形頂點為 ， 7654321 ,,,,,, AAAAAAA

且邊長 ,,,,,,, 717676565454343232121 aAAaAAaAAaAAaAAaAAaAA =======  

2
7654321 aaaaaaa

S
++++++

=半周長 ，七個圓圓半徑為 ， 7654321 ,,,,,, rrrrrrr

相鄰兩圓互相外切條件： ⇒
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)
（四） 結論： 

同理可推出，當 時，所求之面積和一般式為 2 1(n k k N= + ∈

2
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二、 偶數邊多邊形： 

（一） )( 邊多邊形： 4 Nkk ∈
1. 四邊形：【附(圖四、五)，P16、17】 

設四邊形頂點為 432 ，且邊長1 ,,, AAAA 414343232121 ,,, aAAaAAaAAaAA ==== ， 

2
4321 aaaa

S
+++

=半周長 ，四個圓圓半徑為  4321 ,,, rrrr

相鄰兩圓互相外切條件：  43214231

414

343

232

121

S rrrraaaa

arr
arr
arr
arr

+++==+=+⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+
=+

)2()](2)()[(

)1()](2)()[(

)(

2341
2

23
2

41

4321
2

43
2

21

2
4

2
3

2
2

2
1

rrrrrrrr

rrrrrrrr

rrrr

+−+++=

+−+++=

+++

π

π

π則所求面積和為

 

)(*])
2

(2[

)])((2[

)(2

)2()1(

2
4

1

2

4231
2

2
2

4
2

3
2

1

2
4

2
3

2
2

2
1

一註
Sa

rrrraaaa

rrrr

i
i ⋅−≥

++−+++=

+++

⇒+

∑
=

π

π

π
 

則 ]
2
1[

2
)( 2

4

1

22
4

2
3

2
2

2
1 Sarrrr

i
i −≥+++ ∑

=

ππ  

*註(一)， 令 S 為四邊形半周長，因為  0,,, 4321 >rrrr

由算幾不等式 ))((
2

)()(
4231

4231 rrrr
rrrr

++≥
+++

⇒  

等號成立的充要條件為： 

1 3 2 4
1
2

r r r r S+ = + = ，又 2131 aarr −=− 1 1
1 1
2 2

r S a⎛ ⎞⇒ = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2a  

     同理可推得 1
1 1 , 1,2,3,4
2 2i i ir S a a i+
⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 



2. 八邊形：【附(圖六、七)，P18、19】 
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（二） )( 邊多邊形： 24 Nkk ∈+
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++++−

+−++−+

+−++−+

+−++−+

+++++=

+++

+++++−++++++

+++++++++++=

+++++

⇒++

+
=

+−
=

∑∑ iZpaaSaaaa

rrrrrr

aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa
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rrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr

rrrrrr

ipi
i
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i

i 其中一註π

π

π

π

          則 ]
2
1)(

2
1[

3
)(

6

1

22
11

6

1

22
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1 ∑∑

=
+−

=

−+−+≥+++++
i

iii
i

i Saaaarrrrrr ππ  

其中  { }6,,2,1,,6 ∈∈=+ iZpaa ipi

 
*註(一)，令 S 為六邊形半周長，因為  0,,,,, 654321 >rrrrrr

由算幾不等式 ))((
2

)()(
642531

642531 rrrrrr
rrrrrr

++++≥
+++++

⇒  

    

等號成立的充要條件為： 

   
( ) ( )
( ) (2.....2

1.....2

65432151

65432131

aaaaaarr
aaaaaarr

+−−+−=− )
+−+−−=−

 

    (1)+(2) 
6521631 2222224 aaaarrr +−−=−−⇒   

65211 22226 aaaaSr +−−=−⇒  

( ) ( ) ( )
12

135 435261
1

aaaaaa
r

+++−+
=  

6~2r 依此類推 
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2. 十邊形：【附(圖十、十一)，P22、24】 

設十邊形頂點為 ， 10987654321 ,,,,,,,,, AAAAAAAAAA

101109109898787

676565454343232121

,,,

,,,,,

aAAaAAaAAaAA

aAAaAAaAAaAAaAAaAA

====

======且邊長
 

半周長
2

10987654321 aaaaaaaaaa
S

+++++++++
=  

十個圓圓半徑為  10987654321 ,,,,,,,,, rrrrrrrrrr
相鄰兩圓互相外切條件： 

10987654321

10864297531

101109109

898787

676565

454343

232121

S
,
,
,
,
,

rrrrrrrrrr
aaaaaaaaaa

arrarr
arrarr
arrarr
arrarr
arrarr
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=++++=++++⇒

⎪
⎪
⎪
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⎪⎪
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⎧
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=+=+
=+=+
=+=+
=+=+

 

所求面積和 
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89674523101

2
89

2
67

2
45

2
23

2
101

69472510381
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2
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41
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2
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2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

rrrrrrrrrr
rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr
rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr
rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr
rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr
rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr
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+++++++++=
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+++++++++=

++++−
+++++++++=
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+++++++++=

++++−
+++++++++=

+++++++++

π

π

π

π

π

π
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{ }

}
2
1]))1((

2
1))1(([{

5

10,,2,1,,

)(*]
2
1)(

2
1)([

)})((2

])()[(
2
1

])()[(
2
1

])()[(
2
1

])()[(
2
1

])()[(
2
1

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

{

)(5

)5()4()3()2()1(

10

1

2
1

0

2
5

2

2

10

10

1

22
2112

10

1

10

1

2
11

2

10864297531
2

8
2

6
2

4
2

2
2

10

2
65432

2
110987

2
211098

2
76543

2
87654

2
321109

2
432110

2
98765

2
109876

2
54321

2
432

2
1109

2
2110

2
987

2
1098

2
765

2
876

2
543

2
654

2
321

2
9

2
7

2
5

2
3

2
1

2
10

2
9

2
8

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑
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+

−=
+

+

=
++−−
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+−

−−+−=

∈∈=

−+−+−++−+≥

++++++++−+++++

+−+−++−+−+

+−+−++−+−+

+−+−++−+−+

+−+−++−+−+

+−+−++−+−+

+−++−+

+−++−+

+−++−+

+−++−+

+−++−+
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+++++++++
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i i j
ji

j
l

lj
ji

j

ipi

i
iiiii

i i
iiii

Saa

iZpaa

Saaaaaaaaa

rrrrrrrrrraaaaa

aaaaaaaaaa

aaaaaaaaaa

aaaaaaaaaa

aaaaaaaaaa

aaaaaaaaaa
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aaaaaa

aaaaaa

aaaaaa

aaaaa

rrrrrrrrrr

π

π

π

π

其中

一註

          
]

2
1)(

2
1)([

5

)(
10

1

22
2112

10

1

10

1

2
11

2

2
10

2
9

2
8

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

∑∑ ∑
=

++−−
= =
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i
iiiii

i i
iiii Saaaaaaaaa

rrrrrrrrrr
π

π則
 

     其中 { }10,,2,1,,10 ∈∈=+ iZpaa ipi  

*註(一)，令 S 為十邊形半周長，因為  0,,,,,,,,, 10987654321 >rrrrrrrrrr
 
由算幾不等式  ⇒

))((
2

)()(
10864297531

10864297 rr531 rrrrrrrrrr
rrrrrrrr

++++++++≥
++

 

+ ++ + + + +
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等號成立的充要條件為： 

1 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2( ) (1)
2( ) (2)
2( ) (3)
2( ) (4)
(1) (2) (3) (4)

2(4

r r a a a a a a a a a a
r r a a a a a a a a a a
r r a a a a a a a a a a
r r a a a a a a a a a a

r r

− = − + − − + − + − + − −
− = − + − + − − + − + − −
− = − − + − + − + − + − −
− = − + − + − + − − + − −
+ + + ⇒

⇒ − 3 5 7 9 1 2 3 4 7 8 9 10

1 1 2 3 4 7 8 9 10

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6
1

2~10

) 4 4 2 2 2 2 4 4
10 4 4 2 2 2 2 4 4

9( ) 7( ) 5( ) 3( ) 1( )
20

r r r a a a a a a a a
r S a a a a a a a a

a a a a a a a a a ar

r

− − − = − + − − + − +
⇒ − = − + − − + − +

+ − + + + − + + +
⇒ =

以此類推

 

 
3. 結論：同理可推出，當 )(24 Nkkn ∈+= 時，所求之最小面積和為 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+ ∑ ∑ ∑∑
+

=

−

= −=
+

−=
+

24

1

2
1

0

22

2
11

2
11

12

k

i

k

l

k

kj
ji

j
l

lj
ji

j Saa
k
π

， 

其中 { }niZpaa inpi ,,2,1,, ∈∈=+  

伍、研究心得 

我們分為奇數邊和偶數邊多邊形，其中偶數邊又分為 兩類與 )(424 Nkkk ∈+ 探討： 
一、當邊數為奇數時，面積和為定值，一般式為： 

2

1 1 1

2 1 2( 1)
4 2

n k n
j

i i i ja
i j i

n k ja aπ +
= = =

⎡ ⎤+ −
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ，其中 { }niZpaa inpi ,,2,1,, ∈∈=+  

 
二、當邊數為偶數時，面積和受半徑影響，觀察半徑增減情形與面積和關係如下： 

 12



 
 

（一）邊數 )(4 Nkkn ∈= 時，所求之最小面積和為： 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑∑ ∑

=

−

= −=
+

k

i

k

l

l

lj
ji

j Sa
k

4

1

1

0

2

2

2
11

2
π

， 

其中 { }niZpaa inpi ,,2,1,, ∈∈=+  

 

（二）邊數 )(24 Nkkn ∈+= 時，所求之最小面積和為： 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+ ∑ ∑ ∑∑
+

=

−

= −=
+

−=
+

24

1

2
1

0

22

2
11

2
11

12

k

i

k

l

k

kj
ji

j
l

lj
ji

j Saa
k
π

， 

其中 { }niZpaa inpi ,,2,1,, ∈∈=+  

 

 

（三）當邊數 為偶數，且最小面積和成立時各圓半徑整理後為： n

∑
=

−+−+
+ +−+−=

2

1
1

1 ))(21()1(
2
1

n

k
kjnkj

k
j aakn

n
r ，其中 { }niZpaa inpi ,,2,1,, ∈∈=+  
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陸、討論 

一、我們發現此條件下的作法，要使面積和最大，之中某些圓會趨近於一點(即圓心)，因 

此無法討論面積和之極大值，則是否須修改上述條件，使其出現極大值？ 
二、既然平面中多邊形可作出外切鄰圓面積和為最小值，能否推廣至空間中多面體亦具有 

相同情況，即由各頂點為球心作球，使相鄰兩球外切，其體積和是否有極值？ 
 
 

 

柒、參考資料及其他 

1.中華民國第 32 屆中小學科展第二名作品：【在一已知三角形崁入三個圓何時圓面積和最

大】 
2.高中課本第四冊【圓與球面】 



(圖一)【三角形】 
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(圖二)【五邊形】 
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(圖三)【七邊形】 
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(圖四)【四邊形-1】 
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(圖五)【四邊形-2】 
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(圖六)【八邊形-1】 
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(圖七)【八邊形-2】 
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(圖八)【六邊形-1】 
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(圖九)【六邊形-2】 
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(圖十)【十邊形-1】 
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(圖十一)【十邊形-2】 
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【評語】040413 

1) 本作品表面上包含幾何、代數及不等式。然而作者未能夠

將這三件事物作融會貫通的數學結合，幾何、代數及不等式

三者依然各自表述，看不出進行本作品有何意義。 

2) 數學思維貴於精簡。本作品倒轉過來將精簡的幾何圖形轉

換成人類無法閱讀的代數式子，將高度的智慧結晶(一目瞭然

的幾何圖形)引導到蠻荒世界(作者無法判斷式子當中是否有

錯誤)，有偏離數學科展之原意。 
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