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本研究在探討 Ramsey game 所蘊藏的數學原理。探究「一個 m 點之完全

圖，若使用 n 種顏色將線條著色，則使其“必能”圍成同色三角形之最小 m

值為何」。研究發現，隨著完全圖點數的增加，遊戲的玩法蘊含著特定規律與

「數學歸納法」的精神。此外，若將使用的“顏色個數”所對應之“完全圖

點數”之最小值以數列表示，研究發現數列各項間存在著“遞迴關係式”，

並進一步推導出其「一般項」。 

然而，若改變遊戲規則，探討「一個 m 個點之完全圖，若使用 n 種顏色，

二人可輪流任意使用將線條著色，則使其能夠形成一個完全由異色 n 邊形所

組成的 n 值為何？」。而研究發現可進而發展成一種好玩的新遊戲。 

透過此研究發現，遊戲不僅可以解釋生活問題，亦可應用於實際生活上。

如：車線規劃、運輸…等，十分有趣。 

 



壹、研究動機與遊戲簡介 

 

 

 

 

 

 

 

二、遊戲簡介 

(一)原始 Ramsey game 規則： 

1.在一個任意六邊形的 15 條兩點白色連線上，用兩種顏色－紅或藍－ 

來著色。兩位參與者輪流用兩種顏色的其中一種為一條條白線著色。誰

先不得不用同一種顏色建立一個三角形，也就是用一種顏色連接圖形的

三點，那個人就算輸。 

 

 

 

 

 

2.在一個任意十七邊形的 136 條兩點白色連線上，有三位參與者各使用

三色中的任一色輪流替線條著色，直到其中一位參與者被迫完成一個三

邊同色的三角形，就算輸了比賽。 

 

一、研究動機 

前一陣子，翻閱了一本伊凡〃莫斯科維奇所著的有關生活數學遊戲的書，其中有

個「Ramsey game」深深吸引我們的注意。內容談到：假使你邀請你的五位朋友

去參加宴會，有沒有辦法避免其中任三人的組合全都相互熟悉或是互不相識呢？

令我們好奇的是為何「Ramsey game」會與此生活週遭的問題有密切關係呢？因

此，使我們想對 Ramsey game 做更進一步的研究。 

 

[說明]：六個點之間有二十個不同的三角形。在第十五條線不得不形

成一個紅色或藍色三角形之前，最多有十四條線可以著色。不管如何

替這個圖形著色，都一定會形成一個同一顏色的三角形，因此兩人不

可能平手。 

 



(二)改變遊戲規則： 

給定一個 m 個點（ , 3m N m  ）之完全圖，在一任意三角形的 3 條邊兩

點白色連線上，使用三種顏色－藍或紅或綠－來著色。輪流使用“三種”

顏色之一為白線著色，是否將有可能著成一完全由“異色三角形”所組成

之完全圖？ 

 

 

 

 

貳、研究目的 

一、 探討在平面上，給定一個 m 個點（m N ）之完全圖，若使用 n 種顏色（n N ）  

    將它的線條著色，則使其“必能”形成一個同色三角形之最小 m 值為何？ 

二、探討在平面上，給定一個 m 個點（m N ）之完全圖，若使用 n 種顏色 

   （n N ），二人可輪流任意使用將它的線條著色，則使其能夠形成一個  

    完全由異色 n 邊形所組成之完全圖的 n 值為何？ 

 

參、研究過程或方法 

一、名詞解釋 

(一)完全圖： 

   平面上 m 個點，任三點不共線，且其每一點都和其他點相連的圖形。 

   例如：下圖為四個點的完全圖。 

 

(二)同色三角形： 

   平面上不共線之三點，以同樣的顏色兩兩相連而成之三角形。 

(三)異色三角形： 

   平面上不共線之三點，兩兩分別以不同顏色相連而成（共三色）之三邊 

   皆不同色的三角形。 

(四)異色 n 邊形： 

   平面上不共線之 n 個點，兩兩分別以不同顏色相連而成（共 n 色）之 n 

   邊皆不同色的 n 邊形。 

(五)符號   ： x  表大於或等於 x 之最小整數。 



二、探討原始 Ramsey game 

 

 

 

 

         

    將遊戲中，用 1 色、2 色、3 色替完全圖的線條著色，分別討論如下： 

1. 探討 3 個點之完全圖 

使用顏色 1 色 2 色 3 色 

 

 

完全圖 

   

遊戲結果 必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

 

2. 探討 4 個點之完全圖 

使用顏色 1 色 2 色 3 色 

 

 

完全圖 

   

遊戲結果 必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

 

3. 探討 5 個點之完全圖 

使用顏色 1 色 2 色 3 色 

 

 

完全圖 

   

遊戲結果 必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

 

 

(一)原始遊戲規則之討論 

    在一個 m 個點（m N ）之完全圖上，有 n 位參與者（n N ），分

別使用共 n 種顏色中的任一色輪流替它的線條著色（每人限用同一種顏

色），直到其中一位參與者被迫完成一個三邊同色的三角形，就算輸了比

賽。 

 



4. 探討 6 個點之完全圖：  

使用顏色 2 色 3 色 

 

 

完全圖 

  

遊戲結果 必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

 

 

5. 探討 7 個點之完全圖： 

使用顏色 2 色 3 色 

 

 

完全圖 

  

遊戲結果 必能完成 

同色三角形 

未必能完成 

同色三角形 

 

 

6. 探討 8 個點之完全圖：  

使用 

顏色 

2 色 3 色 

 

 

 

完全圖 

 
    

   綠色的玩家輸  

遊戲 

結果 

必能完成 

同色三角形 

未必能完成同色三角形 

 

 



7. 探討 9 個點之完全圖： 

使用

顏色 

2 色 3 色 

 

 

 

 

完全

圖 

  

藍色及紅色皆有 

同色三角形 

 

遊戲

結果 

必能完成 

同色三角形 

未必能完成同色三角形 

 

8. 探討 17 個點之完全圖 

使用顏色 3 色 

 

 

 

 

完全圖 

 

遊戲結果 必能完成同色三角形 

 

(二) Ramsey game 的玩法 

    在研究過程中，發現隨著完全圖點數的增加，遊戲的過程欲達到無勝負

的情況便越困難。經由多方面嘗試發現，完全圖的著色方式可以利用「Z 字

形」的畫法來完成，以避免失敗。例如：下圖是利用 Z 字形，畫出「六點完

全圖」無勝負的畫法。 

 

 

 

 

 

 
六點的無勝負圖 

 



     

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

「六點的無勝負完全圖」加一點           調整後「七點的無勝負完全圖」 

                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

「七點的無勝負完全圖」加一點          調整後「八點的無勝負完全圖」 

 

 

 

 

 

 

 

                                    

 

 

 

 虛線為八點變九點所加的線 虛線為九點變十點所加的線 

隨著完全圖點數的增加，Z 字形畫法難度亦增加且十分辛苦。因此，我們

嘗試著利用「加一點的方式」續畫，似乎容易多了。例如：下圖為將以「六

點的無勝負完全圖」為基礎，繼續加一點後，以完成「七點的無勝負完全

圖」畫法示範。依此類推，繼續加一點後，逐漸完成「八點、九點、十點

的無勝負完全圖」。 

 



    依此類推，高點數的完全圖亦可利用此方式完成無勝負的情況。由於高

點數完全圖的線條數越多，導致牽制愈多。所以基本上我們還是偶爾會掉換

一下顏色，但掉換顏色也是有規律的，例如：直接跳下一條、換另一邊。不

過若遇到十分難解時，我們會選擇先找出哪條線可以著什麼色或不能著什麼

色，一律先審慎評估，再著色。其中，這著色過程也蘊含著「數學歸納法」

的精神。 

 

(三)探討 m 點完全圖必能圍成同色三角形之最小 m 值 

    在上述討論中發現：若使用 1 種顏色將完全圖的線條著色，則至少需要

3 個點之完全圖，方必能形成一個同色三角形。若使用 2 種不同顏色將完全

圖的線條著色，則至少需要 6 個點之完全圖，方必能形成一個同色三角形。        

若使用 3 種不同顏色將完全圖的線條著色，則至少需要 17 個點之完全圖，

方必能形成一個同色三角形。至於若使用 4 種以上不同顏色，欲將完全圖的

線條著色，使其必能形成一個同色三角形，至少需要之完全圖點數 m 為多

少？由於圖形過於複雜，因此進一步探討隱藏於背後的規則性。 

 

1.若使用 1 種顏色將完全圖的線條著色，十分明顯地，至少需要 3 個點

之完全圖，方必能形成一個同色三角形。 

 

 

2.若使用 2 種不同顏色將完全圖的線條著色，使其必能形成一個同色三

角形。由於 5 個點之完全圖未必能形成同色三角形（如下圖）因此，

至少需要 6 個點之完全圖。以下將藉由「鴿籠原理」來證明之。 

 

                        

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

[定理一] 鴿籠原理 

設有 n 隻鴿子棲息在 m 個鴿籠裡，其中 n＞m，則必有一個鴿籠至少棲

息
n

m

 
 
 

 隻鴿子（其中 x  表大於或等於 x 之最小整數）。 

   [證明] 反證法 

設每一個鴿籠至多住（
n

m

 
 
 

－1）隻鴿子， 

則 m 個鴿籠最多住（
n

m

 
 
 

－1）×m 隻鴿子。 

若m n，則設 ,n mk k Z   

  1 1
n

m k m mk n n m n
m

  
          

  
隻鴿子  

若m ＼｜ n ，則設 , ,0n mk r k Z r m      

  1 1 1
n

m k m km n r n
m

  
             

  
隻鴿子  

由知，假設錯誤，故必有一個鴿籠至少棲息
n

m

 
 
 

隻鴿子。 

 

[定理二] 

平面上，給定一個 m 個點  6m 之完全圖，若只用兩種顏色將它之線

條著色，則必能形成一個同色三角形。 

[證明] 

在 m 個相異點中  6m ，任取一定點 1A ， 

則剩餘 1m  個點且 1 5m  ， 

在
1 2 1 3 1 1, ,..., mA A A A A A 

線段上著兩色 1 2,C C 中的任一色， 

 51m ，取
1 2 1 3 1 6, ,...,A A A A A A 5 個線段， 

由鴿籠原理知，必至少有 3 條線段著同一色，（
5

3
2

 
 

 
 ） 

不失其一般性，設
1 2 1 3 1 4, ,A A A A A A 著同一色 1C ， 

若 2 3 4, ,A A A 三點中，有某兩點所連線段亦著此色 1C ， 

設
2 3A A ，則 1 2 3A A A 成一同色三角形。 



 

若 2 3 4, ,A A A 三點中，任兩點所連線段均非 1C 此色， 

則
2 3 3 4 2 4, ,A A A A A A 必同時著另一色 2C ， 

則 2 3 4A A A 成一同色三角形。 

由知，若用兩種顏色將 m 個點  6m 完全圖之線條著色，必

能形成一個同色三角形。 

 

 

3.若使用 3 種不同顏色將完全圖的線條著色，使其必能形成一個同色三

角形，至少需要 17 個點之完全圖，方必能形成一個同色三角形。。  

 

 

[定理三] 

平面上，給定一個 m 個點  17m  之完全圖，若使用三種顏色將它之線

條著色，則必能形成一個同色三角形。 

 

[證明]  

在 m 個相異點中  17m  ，任取一定點 1A ， 

則剩餘 1m 個點且 1 16m  ， 

在
1 2 1 3 1 16 1 17, ,..., ,A A A A A A A A 共 16 個線段上， 

使用 1 2 3, ,C C C 三種顏色之一著色， 

由鴿籠原理知，必至少有 6 個線段著上同一色，（
16

6
3

 
 

 
 ） 

不失其一般性，設
1 2 1 3 1 7, ,...,A A A A A A 此 6 線段著上同色 1C ， 



若 2 3 7, ,...,A A A 六點中，存在某兩點所連線段亦著此色 1C ， 

設為
2 3A A ，則 1 2 3A A A 成一同色三角形。 

反之，若 2 3 7, ,...,A A A 此六點中，任兩點所連線段皆不為此色 1C ，

則必為剩餘兩色 2C 或 3C ，由定理二知，此六點 2 3 7, ,...,A A A 之完

全圖，使用 2C 、 3C 兩色在線段上著色，必能存在一個同色三角

形。 

由知，若用三種顏色將 m 個點  17m  完全圖之線條著色，必

能形成一個同色三角形。 

 

(四)討論 Ramsey game 最小 m 值之規則性： 

1.若使用 4 種以上不同顏色，欲將完全圖的線條著色，使其必能形成一

個同色三角形，至少需要之完全圖點數 m 為多少？ 

 

使用 1 色時，至少需 3 個點之完全圖，設 31 a ； 

使用 2 色時，至少需 6 個點之完全圖，設 62 a ； 

使用 3 色時，至少需 17 個點之完全圖，設 173 a ； 

由定理二與定理三的証明過程發現隱藏其中的規律性， 

定理二中，6 1 5  ，
5

3
2

 
 

 
（鴿籠原理）； 

     因此，6 1 5  ，5 2 2 1 (3 1) 2 1       ； 6 1 5 (3 1) 2 1        

     故  2 6 3 1 2 2a      ，即  2 1 1 2 2a a    。 

定理三中，17 1 16  ，
16

6
3

 
 

 
（鴿籠原理）； 

        因此，17 1 16  ，16 3 5 1 3 (6 1) 1       ； 17 1 16 3 (6 1) 1        

故  3 17 6 1 3 2a      ，即  3 2 1 3 2a a    。 

 

推測  1 11 2, 2, 3n na a n n a       。所以  4 17 1 4 2 66a      。 

因此，使用四色時，需至少 66 個點之完全圖。 

以下定理四將證明此遞迴關係式成立。 

 

 

 

 



 [定理四] 

在 Ramsey game 中，若使用 n 種顏色( n )將完全圖線條著色， 

使其必能形成一個同色三角形之完全圖點數的最小值，設為 na 。 

欲證明： 31 a ， 2,2)1( 1   nnaa nn  

[證明]  

1. 當 n=1 時，因為使用 1 色，至少需 3 點的完全圖， 31 a 。 

當 n=2 時，由定理二知，使用 2 種不同顏色時，至少需 6 點的完全圖， 

                   62 a ，又 2 16 (3 1) 2 2 ( 1) 2 2a a         ， 

                   2n 成立。 

2. 設 n=k 時成立，即若使用 k 種顏色將完全圖線條著色時， 

                        至少需 ka 點之完全圖，才必能形成一同色三角形； 

   則 n=k+1 時，設若使用 k+1 種顏色將完全圖線條著色時， 

   至少需 1ka 點之完全圖，才必能形成一同色三角形。 

   在 1ka 個相異點中任取一定點 1A ，則剩餘 11 ka 個點。 

   由 1A 連取其他 11 ka 個點，
1 11 2 1 3 1 1 1, ,..., ,

k ka aA A A A A A A A
 

， 

   共 11 ka 個線段，使用 k+1 種顏色 121 ,...,, kCCC 之任一色將其著色。 

   由鴿籠原理知，必至少有 1 1

1

ka

k

  
  

個線段上著上同一色。 

   設 k
k a
k

a














1

11 ， 1 1  ,  k ka a    且   

取 1 1

1

ka

k

 


之最小值 =

1
( 1)

1
ka

k
 


 

   (
1 1

0 ( 1 )
1 1

k ka a
k k

 
       

 ，其中   表示無條件進位) 

   兩邊同乘 (k+1)  1 1 ( 1)( 1) 1k ka a k       

    1 ( 1 ) ( 1 ) 2k ka a k      

   不失一般性，設
1 2 1 3 1 1 1A A , ,..., ,

k ka aA A A A A A 
此 ka 線段著上同一色 1C ； 

若 2 3 1, ,...,
kaA A A  在此 ka 點中，存在某兩點所連線段亦著此色 1C ， 

  設為
32AA ，則 321 AAA 呈一同色三角形。 

反之，若 132 ,...,, kaAAA 此 ka 點中，任兩點所連線段皆不為 1C 此色， 

  則必剩餘 k 色；此 ka 點 132 ,...,, kaAAA 所形成之完全圖，使用 k 色， 

  在線段上著色，由 n=k 知，必能存在一個三邊同色之三角形。 



由知，若使用 k+1 種顏色，至少需 1ka 點之完全圖，才必能形成一

同色三角形，其中 1 ( 1)( 1) 2k ka a k     。 

3.由數學歸納法知， 31 a , 2,2)1( 1   nnaa nn 恆成立。 

 

(五)找出 Ramsey game 完全圖點數之最小值的“一般項” 

遊戲中，若使用 n 種顏色（n N ）將完全圖的線條著色，使其必能形成一

個同色三角形之完全圖點數的最小值，設為 na ，則 

1 3a  ，  1 1 2n na a n    ， 2n  ，欲進一步找出 na 的一般項。 

 

由
   

1

1 1

3

1 2 2 , 2n n n

a

a n a na n n 




       
 

1 3,a   

 2 12 2 2 6a a     

 3 2 1 1 1

3!1!
3 1 3 2 0 1 3! 1 3! 17

3!0!
a a a a a           

 4 3 1 1 1

4!1!
4 2 4 3! 1 2 4! 4 1 2 4! 2 66

3!0!
a a a a a              

5 4 1 1 1

4!1! 5!1! 5!1! 5!2! 5!3!
5 3 5 4! 2 3 5! 5 2 3 5!

3!0! 3!0! 3!0! 4!1! 5!2!
a a a a a

 
               

 

    6 5 1 1

5 ! 1 ! 5 ! 2 ! 6 ! 1 ! 6 ! 2 ! 6 ! 3 ! 6 ! 4 !
6 4 6 5 ! 3 4 6 !

3 ! 0 ! 4 ! 1 ! 3 ! 0 ! 4 ! 1 ! 5 ! 2 ! 6 ! 3 !
a a a a

 
            

 
 

7 6 1

7!1! 7!2! 7!3! 7!4! 7!5!
7 5 7!

3!0! 4!1! 5!2! 6!3! 7!4!
a a a         

8 7 1

8!1! 8!2! 8!3! 8!4! 8!5! 8!6!
8 6 8!

3!0! 4!1! 5!2! 6!3! 7!4! 8!5!
a a a          

 

推出 

1 23, 6a a  且
   

2

1

1

! !
! , 3

2 ! 1 !

n

n

t

n t
a n a n

t t





   
 

 。 

 

  

 以下將利用「數學歸納法」證明之。 

 

 

 



 
[定理五] 

已知 1 23, 6a a  ，  1 2n na na n   ， 

試証： n N  且 3n ，
   

2

1

1

! !
!

2 ! 1 !

n

n

t

n t
a n a

t t





 
 

  

[證明] 

1.當 n=3 時，  3 23 3 2 3 6 1 17a a       ， 

  而 3 1

3!1! 3!1!
3! 3! 3 17

3!0! 3!0!
a a           3n  成立 

2.設 n k 時，即
   

2

1

! !
3 !

2 ! 1 !

k

k

t

k t
a k

t t





  
 

 成立。 

          則 1n k  時，    1 1 1 2k ka k a k         

                       
   

 
2

1

! !
1 3 ! 1

2 ! 1 !

k

t

k t
k k k

t t





 
     

  
 （由n k 代入） 

 
   

   

   

2

1

1 ! 1 !( 1)! !
3 1 !

2 ! 1 ! 1 ! 2 !

k

t

k kk t
k

t t k k





 
   

   
  

 
   

   

   
 

2

1

1 ! 1 !( 1)! !
3 1 ! 1

2 ! 1 ! 1 2 ! 1 1 !

k

t

k kk t
k t k

t t k k





 
     

           
 當

                     
 

   

 1 2

1

1 ! !
3 1 !

2 ! 1 !

k

t

k t
k

t t

 




  

 
  

1n k   亦成立。 

3.由數學歸納法知， n N  且 3n ，原式均成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



三、改變遊戲規則 

(一)改變遊戲規則之討論 

探討在平面上，給定一個 m 個點（m N ）之完全圖，若使用 n 種顏色

（n N ），二人可輪流任意使用將它的線條著色，則使其能夠形成一個“完

全”由“異色 n 邊形”所組成之完全圖的 n 值為何？ 

 

將遊戲規則中，用 3 色、4 色、5 色、…，替完全圖的線條著色， 

分別討論如下： 

1. 用 3 色替 m 個點之完全圖的線條著色： 

          給定一個 m 個點（ , 3m N m  ）之完全圖，在一任意三角形的 3 條

邊兩點白色連線上，使用三種顏色－藍或紅或綠－來著色。輪流使用

「三種」顏色之一為白線著色，是否將有可能著成一完全由”異色三

角形”所組成之完全圖？ 

討論如下： 

給定一個 m 個點（ , 3m N m  ）之完全圖，設此 m 個相異點

1 2 3 mA ,A ,A ,...,A 。 

(1)當 m=3 時，
1 2 2 3 1 3A A ,A A ,A A 可各由 1 2 3C ,C ,C 組成異色三角形之

完全圖。 

 

 

 

 

              因此，3 個點之完全圖可以由異色三角形所組成。 

(2)當 m=4 時，在
1 2 1 3 1 4 3 4A A ,A A ,A A ,.....,A A 上著三色 1 2 3C ,C ,C 。 

 

 

 

 

 

設 21AA 著 1C 色， 色著 241 CAA ，則 色著 342 CAA 。 

要使其完全由異色三角形組成。 


32AA 因 321 AAA 的關係，不能著 1C 色； 

又因 432 AAA 的關係，不能著 3C 色。 


32AA 著 2C 色，故

43AA 著 1C 色。 

1A

2A
3A

1C

2C

3C

1A

2A
3A

4A

1C

2C

3C



因此，4 個點之完全圖可以由異色三角形所組成。 

(3)當 m=5 時，在
1 2 1 3 1 4 4 5A A ,A A ,A A ,...,A A 著三色 1 2 3C ,C ,C ， 

 

 

 

 

 

 

 

承(2)之作法，著出 5321 AAAA 此四邊形由異色三角形組成。      

  而
43AA 因為 432 AAA 的關係，不能著 2C 色； 

                  又因 543 AAA 的關係，不能 著 1C 色。 

                  但又因
31AA 著 3C 色，使

43AA 不能著 3C 色。  

             同理，
54AA 因 541 AAA 不能著 2C 色， 

                且因 542 AAA 不能著 3C 色， 

                但因 543 AAA 的關係，不能著 1C 色。  

              由知，5 個點之完全圖無法由異色三角形所組成。 

 

(4)當 m=6 時，在
65413121 AA......AA,AA,AA 著三色 1 2 3C ,C ,C ， 

             同前之作法，發現 6 個點之完全圖無法由異色三角形所組成。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

因此，當 m=k 時( k 4 )，m 個點之完全圖無法由異色三角形組成。

然而，完全由異色三角形所組成之完全圖至少需 3 個點，故「3 個點

或 4 個點之完全圖可以完全由異色三角形所組成」。 

 

(虛線為矛盾的地方) 

2C

1A

2A

3A

4A

5A

1C

3C
(

虛
線
為
矛
盾
的
地
方) 

1A

2A

3A
4A

5A

6A

1C

2C
3C



2. 用 4 色替 m 個點之完全圖的線條著色 

給定一個 m 個點（ , 4m N m  ）之完全圖，在一任意四邊形的 4 條

邊兩點白色連線上，使用 4 種顏色著色。輪流使用“4 種”顏色之一

為白線著色，是否將有可能著成一完全由“異色四邊形”所組成之

完全圖？ 

 

討論如下： 

給定一個 m 個點（ , 4m N m  ）之完全圖，設此 m 個相異點為

1 2 3 mA ,A ,A ,...,A 。 

(1)當 m=4 時，
1 2 2 3 3 4 4 1A A ,A A ,A A ,A A 可由 1 2 3 4C ,C ,C ,C 組成異色四

邊形之完全圖。 

 

 

 

 

 

因此，4 個點之完全圖可以由異色四邊形所組成。 

(2)當 m=5 時，在
1 2 1 3 1 4 4 5A A ,A A ,A A ,...,A A 著四色 1 2 3 4C ,C ,C ,C  

 

 

 

 

 

 

設 21AA 著 1C 色， 42AA 著 2C 色，
54AA 著 4C 色，

51AA 著

3C 色，則四邊形 5421 AAAA 為一由異色所組成的四邊形。 

         討論 5321 AAAA 此四邊形， 

             
32AA 因四邊形 5321 AAAA 的關係，只能著 2C 、 4C 兩色， 

            又因
54AA 著 4C 色， 

所以
32AA 只能著 2C 色，而

53AA 只能著 4C 色。 

             至此時，其皆為異色四邊形之完全圖。 

           

1A

2A
3A

4A

1C

2C

3C

4C

(虛線為矛盾的地方) 

1A

2A

3A

4A

5A

1C

2C

3C

4C



                但是，在四邊形 5431 AAAA 時， 

             其中
43AA 因四邊形 4321 AAAA 的關係，只能著 3C 、 4C 色， 

             又因四邊形 5431 AAAA ，不能著 3C 色，所以只能著 4C 色。 

因此，四邊形 5431 AAAA 中的
43AA 、

54AA 皆著 4C 色。

  

因此，5 個點之完全圖”無法”由異色四邊形所組成。 

(3)當 m=6 時，在
65413121 AA......AA,AA,AA 著四色 1 2 3 4C ,C ,C ,C ， 

同上之作法，發現 6 個點之完全圖”無法”由異色四邊形所組成。 

 

 

 

 

 

 

 

 

    因此，當 m=k 時( k 4 )，m 個點之完全圖無法由異色四邊形組成。

然而，完全由異色四邊形所組成之完全圖至少需 4 個點，故「4 個

點之完全圖可以完全由異色四邊形所組成」。 

 

3.用 5 色替 m 個點之完全圖的線條著色 

給定一個 m 個點（ , 5m N m  ）之完全圖，在一任意五邊形的 5 條邊

兩點白色連線上，使用 5 種顏色著色。輪流使用”5 種”顏色之一為白

線著色，是否將有可能著成一完全由”異色五邊形”所組成之完全圖？ 

討論如下： 

給定一個 m 個點（ , 5m N m  ）之完全圖， 

設此 m 個相異點 1 2 3 mA ,A ,A ,...,A 。 

(1)當 m=5 時，
1 2 2 3 3 4 4 5 5 1A A ,A A ,A A ,A A ,A A 可由 1 2 3 4 5C ,C ,C ,C ,C  

組成異色五邊形之完全圖。 

 

 

 

 

因此，5 個點之完全圖可以由異色五邊形所組成。 

(
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(2)當m=6時，在
1 2 1 3 1 4 5 6AA,AA,AA,...,AA 上著五色 1 2 3 4 5C ,C ,C ,C ,C 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

設 21AA 著 1C 色，
32AA 著 2C 色，

53AA 著 3C 色，
65AA 著

4C 色，
16AA 著 5C 色，則五邊形 65321 AAAAA 為一由異色

所組成的五邊形。 

討論五邊形 65421 AAAAA ，其中
54AA 只能著 2C 、 3C 兩色，

但因
31AA 著 2C 色，所以只能著 3C 色，而 41AA 也別無選擇

的只能著 2C 色。 

接著討論五邊形 65431 AAAAA ，其中的
43AA 只能著 1C 、 2C

兩色，但我們發現，不論其著 1C 或 2C ，皆因 21AA 、
32AA

各著 1C 、 2C 兩色，而使其不成立。 

因此，6 個點之完全圖無法完全由異色五邊形所組成。 

(3)當 n=7 時，在
76413121 AA......AA,AA,AA 上著五色

1 2 3 4 5C ,C ,C ,C ,C 時，同上之作法，發現亦無法完全由異色五邊形

所組成。 

 

           因此，當 m=k 時( k 5 )，m 個點之完全圖無法完全由異色五邊                  

           形組成，然而，完全由異色五邊形所組成之完全圖至少需 5 個點， 

           故「5 個點之完全圖可以完全由異色五邊形所組成」。 
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(二)找出遊戲 B 的規律性 

由上述討論得知： 

    3 個點或 4 個點之完全圖可以完全由異色三角形所組成； 

    4 個點之完全圖可以完全由異色四邊形所組成； 

    5 個點之完全圖可以完全由異色五邊形所組成； 

     …. 

    發現除了多了「4 個點之完全圖完全由異色三角形所組成」外，其餘皆符合 

「m 個點之完全圖可以完全由異色 m 邊形所組成， , 3m N m   」之規律

性。 

 

[定理六] 

m 個點之完全圖可以完全由異色 m 邊形所組成， , 3m N m   。 

[證明]  

設 m+1 個點之完全圖，能以異色 m 邊形所組成， 

1.將 1 2 3, , ,..., mC C C C 色分別著於
1 2 2 3 m-1 m m 1A A ,A A ,...,A A ,A A (排除 1mA  )，  

則討論 m 邊形 1 2 m-1 mA A ......A A (排除 1mA  )和 m 邊形 1 2 m-1 m 1A A ......A A  (排   

除 mA )這兩個異色 m 邊形，得知
m-1 m 1 m 1 1A A ,A A 

只可使用 m-1 mC ,C 兩色。 

2.將 m-1 mC ,C 兩色分別著於
m-1 m 1 m 1 1A A ,A A 

， 

則形成一個異色 m 邊形 1m1-m21 A......AAA  (排除 mA )。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.但此時，發現 1mm AA  尚未著色， 

        若 1mm AA  著 1C 色，則 m 邊形 1 2 m m 1A A ...A A   (排除 m-1A )之
1 2A A 亦著 1C  

色，故不能組成異色 m 邊形， 

1A
2A

3A

4A

1Am

mA

m-1A

m-2A
m-3A

mC

m-1C

mC

m-1C

. 

 

. 

 

. 

 

. 

 

. 

 



        若 1mm AA  著 2C 色，則 m 邊形 2 3 m m 1A A ...A A   (排除 1A )之
2 3A A 亦著 2C  

色，故不能組成異色 m 邊形， 

        …… 

若 1mm AA  著 kC 色，則m邊形 2 3 m m 1A A ...A A   (排除 1A )之
k k+1A A 亦著 kC  

色，故不能組成異色 m 邊形， 

…… 

若 1mm AA  著 1mC  色，則 m 邊形 2 3 m m 1A A ...A A   (排除 1A )之
m-1 mA A 亦著

1mC  色，故不能組成異色 m 邊形， 

若 1mm AA  著 mC 色，則 m 邊形 2 3 m m 1A A ...A A   (排除 m-1A )之
m+1 1A A 亦著

mC 色，故不能組成異色 m 邊形。 

        因此，不論 1mm AA  著任一 mCCCC ,......,, 321 色皆出現矛盾。 

   m+1 個點之完全圖必不能以異色 m 邊形組成。 

 

肆、研究結果與討論 

 

一、 在研究 Ramsey game 過程中，發現隨著完全圖點數的增加，遊戲的過程欲

達到無勝負的情況便越困難。經由多方面嘗試發現，完全圖的著色方式可

以利用「Z 字形」的畫法，並搭配「加一點的方式」來完成，以避免失敗。

然而，這著色過程也蘊含著「數學歸納法」的精神。 

 

二、 在平面上，給定一個 m 個點（m N ）之完全圖，若使用 n 種顏色（n N ）

將它的線條著色，使其必能形成一個同色三角形之最小 m 值設為 na ，則

   
1

1 1

3

1 2 2 , 2n n n

a

a n a na n n 




       
，並進一步找出 na 的一般項為

1 23, 6a a  且
   

2

1

1

! !
! , 3

2 ! 1 !

n

n

t

n t
a n a n

t t





   
 

 。 

 

三、  在平面上，給定一個 m 個點（m N ）之完全圖，若使用 n 種顏色（n N ），

二人可輪流任意使用將它的線條著色，則使其能夠形成一個完全由異色 n

邊形所組成之完全圖之研究結論：「m 個點之完全圖可以由異色 m 邊形所

組成， , 3m N m   」。 



伍、結論與應用 

 

一、 結論 

(一) 研究發現，Ramsey game 隨著完全圖點數的增加，遊戲的玩法蘊含著特

定規律與「數學歸納法」的精神，著色方式可以利用「Z 字形」的畫法，並

搭配「加一點的方式」來完成，以避免失敗。此外，若將使用的”顏色個數”

所對應之”完全圖點數”以數列表示，研究發現數列各項間存在著”遞迴關

係式”為 
   

1

1 1

3

1 2 2 , 2n n n

a

a n a na n n 




       
，並進一步推導出其一

般項為
   

2

1

1

! !
! , 3

2 ! 1 !

n

n

t

n t
a n a n

t t





   
 

 。 

(二) 在平面上，給定一個 m 個點（m N ）之完全圖，若使用 n 種顏色     

   （n N ），使其能夠形成一個完全由異色 n 邊形所組成之完全圖之研究

結論：「m 個點之完全圖可以由異色 m 邊形所組成， , 3m N m   」。 

 

二、應用 

(一)同色三角形 

1. 議題討論 

若有若干人互相通信，每一個人必須和其他人都互相寫 E-mail，在他們

信上討論的有三種不同的話題，每一對筆友只寫一種話題。則至少需要

十七個人，方能必有三個人他們所筆談的內容是同一話題。 

 

2. 路線規劃—接駁公車或輕軌的環繞路線設計 

由於高雄捷運站都位於較熱鬧的市區，但郊區還是需要公車或輕軌進行

外圍地區的短程運輸。假設在市區外圍的環繞路線設置多個站點，民眾

可能選擇搭乘接駁公車或輕軌到達他站，但是任兩站間只有固定一種公

車或輕軌的交通方式。則當站點總數至少 6 個時，則必會有三個站相互

利用同一種交通工具連結運輸。 

 

3. 物資運輸—各城市之間互通有無的運輸 

若將各城市比喻成完全圖點數，而有 3 種物資視為不同顏色在各城市間

彼此運輸，並且任兩城市間只運輸一種物資。如果至少有 17 個城市組

成商業聯盟，則至少會有三個城市彼此之間所運輸的貨物是相同的。這

麼一來，相互連結的作用下，城市間的物流將互通有無，有助於經濟發

展。 

 



(二)異色 n 邊形 

設計一個新遊戲，如下。 

遊戲規則：「在六點的完全圖線條上著色，兩人一起比賽，只有紅、藍、綠

三種顏色可以任意選取使用。著色方式為兩人輪流任意選取一色使用。只要

有一方無法圍成異色三角形，即是輸家。」  

[舉例說明] 

現在甲、乙兩人玩遊戲，有紅、藍、綠三種顏色可以任意選取使用。 

假設甲、乙輪流著色，依次選色的方式如下： 

甲 AB 藍  乙 BC 紅  甲 AC 綠  乙 CD 藍  甲 DE 紅   

乙 BD 綠  甲 FE 藍  乙 FC 紅  甲 CE 綠  乙 AF 藍   

甲 AD 紅  乙 FD 綠  甲 BE 藍。 

此時，乙不論在剩下的幾條線中任一條著上藍色，皆不能產生一異色三角

形，所以乙為輸家。 

C

D

E

F

A

B

 

陸、展望 

未來可將 Ramsey game 規則中，”著成同色三角形者輸”的條件改成”著  

成同色四邊形者輸”來進一步研究與討論其所蘊藏的規則性。甚至，再推廣討論

至”著成同色 n 邊形者輸”的情況。 

 

柒、參考資料 

一、伊凡〃莫斯科維奇 原著 李琳 譯生命的遊戲－出人意料的幾何趣題-網格城                  

市 一版 中國 新星出版社 第 12~23 頁及第 99~104 頁 2006/1 

二、伊凡〃莫斯科維奇 原著 謬靜芬、黃柏瑄 譯 計程車怎麼走比較快？玩具發

明家的生活數學遊戲 一版 台灣 究竟出版社 第 24~36 頁 2007/9/26 

三、翰林版高一數學第 2-3 章  數學歸納法 

四、張鎮華  幸福結局問題──鴿籠原理與拉姆西定理 



【評語】040408 

1) 本作品的文字、思路及語氣都非常的成熟，超越普通中學

生的數學能力。 

2) 研究題材屬於組合學，其方法經常應用於解決數學競詴中

的難題。然而這類難題往往被人們分析為先有答案後有問題

的「怪題」，原因在設計是這類問題時是先存在解決方案然

後才去尋找問題。此外，此類方法所解決的都是有限集合的

「存在性」的問題，而無法提供有效尋找確切答案的計算法

則。 
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