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作品摘要： 

學校的教材中都只提到凹面鏡有焦點，但都沒有提到何種凹面鏡才會匯聚於焦

點。但經過本研究後，我們發現其實光射入很多曲面後，除了拋物線外，並不會

匯聚在一個焦點而是會匯聚成一條焦線。 
本研究藉由數學計算來推導出平行光射入幾種中不同的二次曲線後，形成的焦線

之參數式。之後再藉由電腦繪出焦線的圖形，並加以討論。 
最後，將之前的推導出的二次曲線的焦線，加以推廣，討論若平行光射入由該二

次曲線垂直堆疊所形成的曲柱面後，會匯聚成怎麼樣的曲面。 

壹、 研究動機 

在一堂物理課中，老師利用投影機照射一個圓柱曲面形的凹面鏡。光居然在鏡子

下方匯聚成一個曲線，老師並解釋此曲線稱為「焦線」，我因而對焦線產生了興

趣。在老師的一番推波助瀾之下，我開始了這個研究，希望能藉此了解光照射到

不同的曲面會匯聚成什麼樣的曲線。 

 

貳、 研究目的 

一、了解平行光射入曲面所形成的焦線，算出其參數式。 

二、電腦模擬作出其圖形。 

三、研究曲線變化時，焦線如何隨之變化。 

參、 研究設備與器材 
筆、筆記本、計算紙、電腦、MS word、Maple 6、PhotoImpact 12。 

 

肆、 研究過程及方法 

一、 焦線的定義： 

如果有一個點 A與一個曲線 L，而所有通過 A而射向 L的光線被 L反射後形成
的反射線，假設它們皆與一曲線 C 相切，也就是說它們皆為曲線 C 的切線，則
這曲線 C就是 L對 A的焦線。因此這次研究的平行光，即為 A在無限遠處。 
 
如下圖即為實際光線射入半圓柱面反射所形成的圖形，可發現在曲面下方的紙上

有一區域較為明亮，而該區的邊界有一條曲線特別明亮，此線即為焦線。 
另外曲面上也有一曲線特別明亮，該為焦線再次經由曲面反射所形成的虛像。 
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(圖

0) 
 
二、 平行光沿 x軸方向射入形成的焦線 
 (一) 平行光在半圓上形成的焦線（L為半圓形） 

設圓的參數式為




=
=

θ
θ

sin
cos

ry
rx
，其中參數θ剛好是圓上該點與原點連線和 x軸的夾

角，因此先以半圓來研究。 
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 推導過程： 
1. 假設平行光(平行於 x 軸，其單位向量W

v
為(1,0))射入圓心在原點的單位圓之

半圓(如圖 1)，則半圓的參數式為：




=
=

ty
tx

sin
cos
，

22
ππ

≤≤− t ，t為該點與圓心

的連線與 x 軸的夾角。接著可藉由微分其參數式而得出切線向量 T
v
為

( )tt cos,sin− 。 

2. 由反射定律(入射角=反射角)可知：入射光單位向量W
v
和反射光單位向量 S

v
皆

與圓在入射點的切線向量T
v
夾相同的角度。設反射光的單位向量 S

v
在

2
0

π
≤≤ t 時為 ( )21, xx −− ，在 0

2
≤≤− t

π
時為 ( )21, xx − 。(請參考下圖 3) 

 
TSTW
vvvv

⋅=⋅∴   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








≤≤−−⋅−=−⋅

≤≤−⋅−−=−⋅
⇒

0
2

cos,sin1,cos,sin0,1

2
0cos,sin1,cos,sin0,1

2

2

tttxxtt

tttxxtt

π

π

，

，
 










≤≤−−+−=−

≤≤−−−=−
⇒

0
2

cos1sinsin

2
0cos1sinsin

2

2

ttxtxt

ttxtxt

π

π

，

，
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將 txsin− 移向
( )

( )








≤≤−−=−

≤≤−−=−
⇒

0
2

cos1sin1

2
0cos1sin1

2

2

ttxtx

ttxtx

π

π

，

，
 

將等號兩邊平方 ( ) ( )
22

    cos1sin1 2222 ππ ≤≤−−=−⇒ ttxtx ，  

整理後得 ( ) ( ) ( ) 0cossinsin2cossin 222222 =−+−++ ttxtxtt  
以一元二次方程式的公式解可知： 

( )
tt

tttt
x 22

4442

cos2sin2
cossin4sin4sin2

+
−−±

=  

tt
tt

x 22

22

cossin
cossin

+
±

=⇒  ，   
t

tt
tt

x

x

2cos
cossin
cossin

1

22

22

−=
+
−

=∴

≠⇒≠入射向量反射向量又Q
 。 

( )

( )








−==−−=−=≤≤−

−=−=−−−=−−=≤≤
⇒

tttxyt

tttxyt

2sin2sin2cos110
2

2sin2sin2cos11
2

0

222

222

時，

時，

π

π

( )tt 2sin,2cos −−⇒反射線單位向量為  

 

3. 設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
，

22
ππ

≤≤− t 。 

則必滿足下列兩方程式： 

 

( )

( )

的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

21..............................
2sin
)('

2cos
)('

11.......
2sin
sin)(

2cos
cos)(

ttYtXtYtX
t

tY
t

tX
t

ttY
t

ttX










−
−

=
−

−
−

−
=

−
−

Q

Q

  

 設
t

ttY
t

ttX
tg

2sin
sin)(

2cos
cos)(

)(
−

=
−

=  

 則





+⋅+⋅=
−⋅+⋅−=

⇒




+⋅=
+⋅=

ttgttgttY
ttgttgttX

ttgttY
ttgttX

cos)('2sin)(2cos2)('
sin)('2cos)(2sin2)('

sin)(2sin)(
cos)(2cos)(

 

 代入(1-2)得： 

t
ttgttgt

t
ttgttgt

2sin
cos)('2sin)(2cos2

2cos
sin)('2cos)(2sin2

−
+⋅+⋅

=
−

−⋅+⋅−
 

 
t

ttgttgt
t

ttgttgt
2sin

cos)('2sin)(2cos2
2cos

sin)('2cos)(2sin2 +⋅+⋅
=

−⋅+⋅−
⇒  
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 等 號 兩 邊 皆 有 1 倍 的 )(' tg ， 對 消 後

t
ttgt

t
ttgt

2sin
cos)(2cos2

2cos
sin)(2sin2 +⋅

=
−⋅−

⇒  

 同 乘 以 tt 2cos2sin 並 整 理 得

( ) ( )tttttgtt 2coscos2sinsin)(2cos2sin2 22 +−=+⇒  

 
2

cos
2

2coscos2sinsin
)(

ttttt
tg −=

+
−=⇒  

 單 位 圓 的 焦 線 參 數 式 為

22
    

sinsincossinsin
2

2sincos
2
3

coscoscos
2

2coscos

32

2

ππ
≤≤−










=+−=+−=







 +−=+−=

t
ttttt

tt
y

ttt
tt

x
，  

 其圖形可參考之前的圖 2。 
4. 因為若有個半徑為 r 的圓，則其圖形即為單位圓放大 r 倍，所以其焦線也是
放 大 r 倍 ， 故 其 參 數 式 為

22
    

sin

2
3coscoscos

2
2coscos

3

2
ππ

≤≤−








=







 +−=






 +−=

t
try

ttrtttrx
， 。而此線即為腎

臟線。 

註：腎臟線： 假設有一個定圓，若有另一個半徑是該圓的
1

1
−n
倍的圓在該圓上

滾動，則第二個圓的圓周上的一定點在滾動時畫出的軌跡就是一

條外擺線。而腎臟線為 n=3的外擺線。 

    
(二) 平行光在拋物線上形成的焦線（L為拋物線） 

 
推導過程： 
1. 假設平行光(平行於 x軸，其單位向量W

v
為(1,0))射入頂點在原點、開口朝向 x

軸反向的拋物線(如圖 4)，則拋物線的參數式為：




=
−=
ty

ktx 2

，其中 k>0。接著
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可藉由微分其參數式而得出切線向量T
v
為 ( )1,2kt− 。 

2. 由反射定律(入射角=反射角)可知：入射光單位向量W
v
和反射光單位向量 S

v
皆

與拋物線在入射點的切線向量T
v
夾相同的角度。設反射光的單位向量S

v
在

0≥t 時為 ( )21, xx −− ，在 0≤t 時為 ( )21, xx − 。 

TSTW
vvvv

⋅=⋅∴   
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





≤−⋅−=−⋅

≥−⋅−−=−⋅
⇒

0t1,21,1,20,1

01,21,1,20,1
2

2

，

，

ktxxkt

tktxxkt
 







≤−+−=−

≥−−−=−
⇒

0122

0122
2

2

txktxkt

txktxkt

，

，
 

將 txsin− 移向
( )
( )





≤−=−

≥−−=−
⇒

0121

0121
2

2

txktx

txktx

，

，
 

將等號兩邊平方 ( ) ( )2222 114 xtkx −=−⇒ (任意 t皆符合) 
整理後得 ( ) ( ) ( ) 014814 2222222 =−+−++⇒ tkxtkxtk  
以一元二次方程式的公式解可知： 

( )
( )142

1164648
22

444422

+
−−±

=
tk

tktktk
x  

14
14

22

22

+
±

=⇒
tk
tk

x   

 

14
14

1

22

22

+
−

=∴

≠⇒≠

tk
tk

x

x入射向量反射向量又Q
 。 

( )

( )












+
−=

+
=








+
−

−=−=≤

+
−=

+
−=








+
−

−−=−−=≥

⇒

14
4

14

16
14
14

110

14
4

14

16
14
14

110

22222

222

22

22
2

22222

222

22

22
2

tk
kt

tk

tk
tk
tk

xyt

tk
kt

tk

tk
tk
tk

xyt

時，

時，









+

−
+
−

⇒
14

4
,

14
14

2222

22

tk
kt

tk
tk

反射線單位向量為  

3. 設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
。 

則必滿足下列兩方程式： 
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( )

( )

的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

22.....................

14
4

)('

14
14

)('

12........

14
4
)(

14
14

)(

2222

22

2222

22

2

ttYtXtYtX
tk
kt
tY

tk
tk

tX
tk
kt

ttY

tk
tk

kttX















−

+
−

=

+
−

−

+
−

−
=

+
−

+

Q

Q

  

 先化簡第 1式：
kt

ttY
tk

kttX

tk
kt

ttY

tk
tk

kttX
4
)(

14
)(

14
4
)(

14
14

)(
22

2

2222

22

2

−
−

=
−

+
⇒

+
−

−
=

+
−

+
 

 設
kt

ttY
tk

kttX
tg

4
)(

14
)(

)( 22

2

−
−

=
−

+
=  

 則
( ) ( )





+⋅−⋅−=
−⋅−+⋅=

⇒




+⋅−=
−−=

1)('4)(4)('
2)('14)(8)('

)(4)(
)(14)( 222222

tgkttgktY
kttgtktgtktX

ttgkttY
kttgtktX

 

 代入(2-2)得： 

( )
kt

tgkttgk
tk

kttgtktgtk
4

1)('4)(4
14

2)('14)(8
22

222

−
+⋅−⋅−

=
−

−⋅−+⋅
 

 等號兩邊皆有 1倍的 )(' tg ，對消後
kt
tgk

tk
kttgtk

4
1)(4

14
2)(8

22

2

−
+⋅−

=
−
−⋅

⇒  

 同乘以 ( )144 22 −− tkkt 並整理得 ( ) 22222323 814)(41632 tktktgktktk −−=−+−⇒  
 ( ) 2223 41)(416 tktgktk −−=−−⇒  

 
ktkk

tk
tg

4
1

164
41

)( 23

22

=
−−
−−

=⇒  

 拋物線的焦線參數式為 0    
0

4
1

4
14 2

22

>






=+−=

−=−
−

=
k

tty
k

kt
k

tk
x

，   

4. 因此所有反射線皆聚於一點 





− 0,

4
1
k
，此即為拋物線的焦點。所以，對拋物

線而言，其反射線不會形成焦線而是形成焦點。 

 

 
(三) 平行光在半個橢圓上形成的焦線（L為半個橢圓）  



 9 

 
推導過程： 

1. 假設平行光(平行於 x軸)射入半個橢圓(如圖 5-1)，而橢圓的中心為原點且平

行於 x軸的軸長為 2k (k>0)，另一軸長為 2。則半個橢圓的參數式為：




=
=

ty
tkx

sin
cos
，

22
ππ

≤≤− t 。接著可藉由微分其參數式而得出切線向量T
v
為 ( )ttk cos,sin− ，而入

射光的單位向量W
v
為(1,0)。 

2. 由反射定律(入射角=反射角)可知：入射光單位向量W
v
和反射光單位向量 S

v

皆與圓在入射點的切線向量T
v
夾相同的角度。設反射光的單位向量 S

v
在

2
0

π
≤≤ t

時為 ( )21, xx −− ，在 0
2

≤≤− t
π
時為 ( )21, xx − 。 

TSTW
vvvv

⋅=⋅∴   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








≤≤−−⋅−=−⋅

≤≤−⋅−−=−⋅
⇒

0
2

cos,sin1,cos,sin0,1

2
0cos,sin1,cos,sin0,1

2

2

tttkxxttk

tttkxxttk

π

π

，

，
 










≤≤−−+−=−

≤≤−−−=−
⇒

0
2

 cos1sinsin

2
0 cos1sinsin

2

2

ttxtxktk

ttxtxktk

π

π

，

，
 

將 txksin− 移向
( )

( )








≤≤−−=−

≤≤−−=−
⇒

0
2

cos1sin1

2
0 cos1sin1

2

2

ttxtkx

ttxtkx

π

π

，

，
 

將等號兩邊平方 ( ) ( )
22

cos1sin1 22222 ππ ≤≤−−=−⇒ ttxtkx ，  

整理後得 ( ) ( ) ( ) 0cossinsin2cossin 222222222 =−+−++⇒ ttkxtkxttk  

以一元二次方程式的公式解可知：
( )

ttk
ttktktk

x 222

4444422

cos2sin2
cossin4sin4sin2

+
−−±

=  
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ttk
ttk

x 222

222

cossin
cossin

+
±

=⇒  ，   

ttk
ttk

x

x

222

222

cossin
cossin

1

+
−

=∴

≠⇒≠入射向量反射向量又Q
 。 

( )

( )












+
−=

+
=








+
−

−=−=≤≤−

+
−=

+
−=








+
−

−−=−−=≤≤

⇒

ttk
ttk

ttk

ttk
ttk
ttk

xyt

tk
ttk

ttk

ttk
ttk
ttk

xyt

2222222

2222

222

222
2

222222

2222

222

222
2

cossin
cossin2

cossin

cossin4
cossin
cossin

110
2

cossin
cossin2

cossin

cossin4
cossin
cossin

11
2

0

時，

時，

π

π

ttk
tk

ttk
ttk

y 222222 cossin
2sin

cossin
cossin2

+
−=

+
−=⇒  









+

−
+
−

⇒
ttk

tk
ttk
ttk

222222

222

cossin
2sin

,
cossin
cossin

反射線單位向量為  

( )tkttk 2sin,cossin 222 −−⇒反射線有一方向向量為  

3. 設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
，

22
ππ

≤≤− t 。 

則必滿足下列兩方程式： 

的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

)23........(..........
2sin

)('
cossin
)('

)13...(
2sin

sin)(
cossin
cos)(

222

222

ttYtXtYtX
tk

tY
ttk

tX
tk
ttY

ttk
tktX










−
−

=
−

−
−

−
=

−
−

Q

Q

  

設
tk
ttY

ttk
tktX

tg
2sin

sin)(
cossin
cos)(

)( 222 −
−

=
−

−
=  

則

( ) ( ) ( )




+⋅−⋅−=
−−+⋅+=

⇒




+⋅−=
+−=

ttgtktgtktY
tktgttktgtktX

ttgtktY
tktgttktX

cos)('2sin)(2cos2)('
sin)('cossin)(2sin1)('

sin)(2sin)(
cos)(cossin)( 2222222

代入(3-2)得： 

( ) ( )
tk

ttgtktgtk
ttk

tktgttktgtk
2sin

cos)('2sin)(2cos2
cossin

sin)('cossin)(2sin1
222

2222

−
+⋅−⋅−

=
−

−−+⋅+

 

等號兩邊皆有 1倍的 )(' tg ，對消後 ( )
tk

ttgtk
ttk

tktgtk
2sin

cos)(2cos2
cossin

sin)(2sin1
222

2

−
+⋅−=

−
−⋅+  

同乘以兩邊的分母並整理得 ( ) ( )ttkttgttkk 222222 cossincos)(cossin2 +=+⇒  

k
t

tg
2

cos
)( =⇒  

此橢圓的焦線參數式為 
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( )
22

  

sinsincossinsin
2

cos
2sin

2
cossin

coscos
2

cos
cossin

32

222
222

ππ
≤≤−










=+−=+⋅−=









+

−
=+⋅−=

t

ttttt
k

t
tky

k
k

ttk
ttk

k
t

ttkx
，  

其圖形可參考之前的圖 6，圖 6為 k=2時。 
4. 若要求焦線的橢圓與 x軸平行之軸長為 2a、與 x軸平行之軸長為 2b (即方程

式為 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

)。令
b
a

k = ，則此為之前所求的放大 b倍，同理焦線也為 b倍。 

故其參數式為
22

  

sin

2
cossin

cos

3

222

ππ
≤≤−









=









+

−
=

t

tby

k
k

ttk
tbx

，  

22
  

sin

cos
2
cos

cossin

3

22
2

ππ
≤≤−









=

+⋅







−=

⇒ t

tby

ta
a

tb
tbt

b
a

x
，  

(四) 平行光在雙曲線的左支上形成的焦線（L為雙曲線的其中左邊那一條） 
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推導過程： 

1.  假設平行光(平行於 x軸)射入雙曲線的左支(如圖 6)，而雙曲線的中心為原點
且平行於 x軸的軸長為 2k (k>0)，另一軸長為 2。則雙曲線的左支的參數式

為：




=
=

ty
tkx

tan
sec
，

2
3

2
ππ

<< t 。接著可藉由微分其參數式而得出切線向量Q
v
為









tt
tk

22 cos
1

,
cos

sin ，取其同方向向量 ( )1,sin tkT =
v

，而入射光的單位向量W
v
為

(1,0)。 

2.  由反射定律(入射角=反射角)可知：入射光單位向量W
v
和反射光單位向量S

v

皆與圓在入 射點的切線向量T
v
夾相同的角度。設反射光的單位向量 S

v
在

π
π

≤< t
2
時為 ( )21, xx −− ， 在

2
3π

π <≤ t 時為 ( )21, xx − 。 

  TSTW
vvvv

⋅=⋅∴   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








<≤⋅−=⋅

≤<⋅−−=⋅
⇒

2
3

1,sin1,1,sin0,1

2
1,sin1,1,sin0,1

2

2

π
π

π
π

ttkxxtk

ttkxxtk

，

，
 










<≤−+⋅=

≤<−−⋅=
⇒

2
3

1sinsin

2
1sinsin

2

2

π
π

π
π

txxtktk

txxtktk

，

，
 

將 xtk ⋅sin 移向
( )

( )








<≤−−=−

≤<−=−
⇒

2
3

  1sin1

2
 1sin1

2

2

π
π

π
π

txtkx

txtkx

，

，
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將等號兩邊平方 ( )
2

3
2

  1sin1 2222 ππ <<−=−⇒ txtkx ，  

整理後得 ( ) ( ) ( ) 01sinsin21sin 2222222 =−+−++⇒ tkxtkxtk  

以一元二次方程式的公式解可知：
( )

2sin2
1sin4sin4sin2

22

444422

+
−−±

=
tk

tktktk
x  

1sin
1sin

22

22

+
±

=⇒
tk
tk

x  ，   

1sin
1sin

1

22

22

+
−

=∴

≠⇒≠

tk
tk

x

x入射向量反射向量又Q
 。 

( )

( )












+
=

+
−=








+
−

−−=−−=≤<

+
=

+
=








+
−

−=−=≤<

⇒

1sin
sin2

1sin

sin4
1sin
1sin

11
2

3

1sin
sin2

1sin

sin4
1sin
1sin

11
2

22222

222

22

22
2

22222

222

22

22
2

tk
tk

tk

tk
tk
tk

xyt

tk
tk

tk

tk
tk
tk

xyt

時，

時，

π
π

π
π

 









++

−
⇒

1sin
sin2

,
1sin
1sin

2222

22

tk
tk

tk
tk

反射線單位向量為  

 ( )tktk sin2,1sin 22 −⇒反射線有一方向向量為  

3.  設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
，

2
3

2
ππ

<< t 。 

 則必滿足下列兩方程式： 

 

的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

)24......(....................
sin2

)('
1sin

)('

)14.....(
sin2

tan)(
1sin

sec)(

22

22

ttYtXtYtX
tk

tY
tk

tX
tk

ttY
tk

tktX










−=
−

−
−

=
−

−

Q

Q

  

 設
tk

ttY
tk

tktX
tg

sin2
tan)(

1sin
sec)(

)( 22

−
=

−
−

=  

 則

( ) ( )










+⋅+⋅=

+−+⋅=
⇒





+⋅=
+−=

t
tgtktgtktY

t
tktgtktgtktX

ttgtktY

tktgtktX

2

2
222

22

cos
1

)('sin2)(cos2)('

cos
sin)('1sin)(2sin)('

tan)(sin2)(

sec)(1sin)(

 
 代入(4-2)得： 
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( )
tk

t
tgtktgtk

tk
t
tk

tgtktgtk

sin2
cos

1
)('sin2)(cos2

1sin
cos

sin
)('1sin)(2sin 2

22

2
222 +⋅+⋅

=
−

+−+⋅
 

等 號 兩 邊 皆 有 1 倍 的 )(' tg ， 對 消 後 得 到

tk
t

tgtk

tk
t
tktgtk

sin2
cos

1)(cos2

1sin
cos

sin)(2sin 2

22

2
2 +⋅

=
−

+⋅
 

同 乘 以 兩 邊 的 分 母 並 整 理 得

t
tgtk

t
tk

tgttk 22

22
3

cos
1

)(cos2
cos

sin
)(2sinsin −⋅−=+⋅⇒  

( )
t
tk

tgtktk 2

22
22

cos
1sin

)(1sincos2
+

−=⋅+⇒  

tk
tg 3cos2

1
)( =⇒  

此雙曲線的左支的焦線參數式為
2

3
2

  
tan

cos
sin

sec
cos2

1sin

3

3

22

ππ
<<










+=

+
−

=
t

t
t

t
y

tk
tk

tk
x

，  

4. 若要求焦線的雙曲線與 x軸平行之軸長為 2a、與 x軸平行之軸長為 2b (即
方程式為 

  12

2

2

2

=−
b
y

a
x

)。令
b
a

k = ，則此為之前所求的放大 b倍，同理焦線也為 b倍。 

故其參數式為
2

3
2

  

tan
cos
sin

sec
cos2

1sin

3

3

22

ππ
<<

















 +=









+

−
=

t

t
t

t
by

tk
tk

tk
bx

，  

2
3

2
  

tan
cos

sin

sec
cos2

sin

3

3

222

ππ
<<










+=

+
−

=
⇒ t

tb
t
tb

y

ta
ta
bta

x
，  

5. 由於形成的焦線並非實際反射光匯聚而成的，而是由反射光的延長線於雙曲
線後面形成的，所以此稱為虛焦線。 

(五)平形光沿 x軸向設入旋輪線(又名擺線)而形成的焦線 
旋輪線:又名擺線。若一個半徑為 r 的圓在 x 軸上滾動，則圓周上的一定點在

滾動時畫出的軌跡就是一條旋輪線。 ( )
( )




+=
+=

ttry
trx

sin
cos1  
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 推導過程： 

1. 假設平行光(平行於 x軸)射入由半徑為 1 的圓所畫出且開口朝向 x軸反向的

旋輪線(如圖 8)，則參數式為：




+=
+=

tty
tx

sin
cos1
， ππ ≤≤− t 。接著可藉由微分其

參數式而得出切線向量T
v
為 ( )tt cos1,sin +− 。 

2. 由反射定律(入射角=反射角)可知：入射光單位向量W
v
和反射光單位向量 S

v
皆

與圓在入射點的切線向量T
v
夾相同的角度。設反射光的單位向量 S

v
在

π≤≤ t0 時為 ( )21, xx −− ，在 0≤≤− tπ 時為 ( )21, xx − 。 

TSTW
vvvv

⋅=⋅∴   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





≤≤−+−⋅−=+−⋅

≤≤+−⋅−−=+−⋅
⇒

0cos1,sin1,cos1,sin0,1

0cos1,sin1,cos1,sin0,1
2

2

tttxxtt

tttxxtt

π

π

，

，
 

( )
( )





≤≤−+−+−=−

≤≤+−−−=−
⇒

0cos11sinsin

0cos11sinsin
2

2

ttxtxt

ttxtxt

π

π

，

，
 

將 txsin− 移向
( ) ( )
( ) ( )





≤≤−+−=−

≤≤+−−=−
⇒

0cos11sin1

0cos11sin1
2

2

ttxtx

ttxtx

π

π

，

，
 

將等號兩邊平方 ( ) ( )( ) ππ ≤≤−+−=−⇒ ttxtx  cos11sin1 2222 ，  

整 理 後 得

( ) ( ) ( ) 01cos2cossinsin21cos2cossin 222222 =−−−+−++++⇒ tttxtxttt  
以一元二次方程式的公式解可知： 

( )[ ]
( )1cos2cossin

1cos2cossin4sin4sin
22

22442

+++
++−−±

=
ttt

ttttt
x  



 16 

( )
( )1cos2cossin

1cos2cossin
22

22

+++
++±

=⇒
ttt
ttt

x   

( )
( ) t

t
tt

ttt
ttt

x

x

cos
2cos2
cos2cos2

1cos2cossin
1cos2cossin

1
2

22

22

−=
+

−−
=

+++
++−

=∴

≠⇒≠入射向量反射向量又Q
 。 

( )
( )





−==−−=−=≤≤−

−=−=−−−=−−=≤≤
⇒

tttxyt

tttxyt

sinsincos110

sinsincos110

222

222

時，

時，

π

π

( )tt sin,cos −−⇒反射線單位向量為  

3. 設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
， ππ ≤≤− t 。 

則必滿足下列兩方程式： 

 

( ) ( )

的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

)25.......(........................................
sin

)('
cos

)('

)15....(
sin

sin)(
cos

cos1)(

ttYtXtYtX
t

tY
t

tX
t

tttY
t

ttX










−
−

=
−

−
−

+−
=

−
+−

Q

Q

  

 設
( ) ( )

t
tttY

t
ttX

tg
sin

sin)(
cos

cos1)(
)(

+−
=

+−
=  

 則




++⋅+⋅=

−⋅+⋅−=
⇒





++⋅=

++⋅=

1cos)('sin)(cos)('

sin)('cos)(sin)('

sin)(sin)(

1cos)(cos)(

ttgttgttY

ttgttgttX

tttgttY

ttgttX
 

 代入(5-2)： 

t
ttgttgt

t
ttgttgt

sin
1cos)('sin)(cos

cos
sin)('cos)(sin

−
++⋅+⋅

=
−

−⋅+⋅−
 

 等號兩邊皆有-1倍的 )(' tg ，化簡得
t

ttgt
t

ttgt
sin

1cos)(cos
cos

sin)(sin ++⋅
=

−⋅−
⇒  

 同乘以 ttcossin 並整理得 ( ) ( )ttttgtt coscossin)(cossin 2222 ++−=+⇒  

 t
tt

ttt
tg cos1

cossin
coscossin

)( 22

22

−−=
+

++
−=⇒  

 此 旋 輪 線 的 焦 線 參 數 式 為

( )
( ) ππ ≤≤−





−=++−−=
=++−−=

t
ttttttty

ttttx
    

cossinsinsincos1
sin1coscoscos1 2

，  

4. 因為若有個半徑為 r的圓畫出的旋輪線，則其圖形即為此半徑為 1 的圓畫出
的旋輪線放大 r 倍，所以其焦線也是放大 r 倍，故其參數式為
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( ) ππ ≤≤−




−=
=

t
tttry

trx
    

cossin
sin 2

，  

 三、 平行光沿由不同方向射入形成的焦線 

(一) 平行光由不同方向射入半圓而形成的焦線（L為半圓形） 

 

 推導過程： 
註：此情況其實只要將之前所做出的半圓焦線進行座標軸變換即可輕鬆完成，但

因考慮到接下來要做的「平行光由不同方向射入半圓而形成的焦線」不能直接以

進行座標軸變換來達成，所以這裡嘗試以不同方式推導。 

1. 假設平行光由左方以與 x軸夾角 j射入(單位向量 ( )
22

sin,cos
ππ

≤≤−= jjjW ，
v

)

圓心在原點的單位圓之半圓(如上圖，半圓的開口朝向入射光)，則半圓的參數式

為：




=
=

ty
tx

sin
cos
，

22
ππ

+≤≤− jtj ，t為該點與圓心的連線與 x軸的夾角，若 t不

只限於
22
ππ

+≤≤− jtj 範圍內，則光線會被圓的另一面遮住，而無法呈現焦線

的全貌。接著可藉由微分其參數式而得出切線向量T
v
為 ( )tt cos,sin− 。 

2. 由反射定律(入射角=反射角)可知：入射光單位向量W
v
和反射光單位向量 S

v
皆

與圓在入射點的切線向量T
v
夾相同的角度。設反射光的單位向量 S

v
在

2
j

t ≥ 時為

( )21, xx −− ，在
2
j

t ≤ 時為 ( )21, xx − 。 

TSTW
vvvv

⋅=⋅∴   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








≤−⋅−=−⋅

≥−⋅−−=−⋅
⇒

2
tcos,sin1,cos,sinsin,cos

2
cos,sin1,cos,sinsin,cos

2

2

j
ttxxttjj

j
tttxxttjj

，

，
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








≤−+−=−

≥−−−=−
⇒

2
cos1sincossincossin

2
cos1sincossincossin

2

2

j
ttxtxjttj

j
ttxtxjttj

，

，
 










≤−+−=−

≥−−−=−
⇒

2
cos1sin)sin(

2
cos1sin)sin(

2

2

jttxtxtj

jttxtxtj

，

，
 

將 txsin− 移向










≤−=−+⋅

≥−−=−+⋅
⇒

2
cos1)sin(sin

2
cos1)sin(sin

2

2

j
ttxtjxt

j
ttxtjxt

，

，
 

將等號兩邊平方 

( ) txtjxtjtxt 22222 cos1)(sin)sin(sin2sin −=−+⋅−+⋅⇒ (任意
22
ππ

+≤≤− jtj 皆

符合) 
整理後得 ( ) ( ) 0cos)(sin)sin(sin2cossin 22222 =−−+⋅−++⇒ tjxtjtxtt  
以一元二次方程式的公式解可知： 

( )
( )tt

ttjtttjttjttjt
x 22

422222222

cossin2
cos)(sincoscossin)(sinsin4)(sinsin4)sin(sin2

+
−−+−−−−±−−

=

 

)(sin1cos)sin(sin 2 tjttjtx −−±−−=⇒  

)(coscos)sin(sin 2 tjttjtx −±−−=⇒  





<−−−−=
≥−−±−−=

⇒
時，在

時，在

0)cos()cos(cos)sin(sin
0)cos( )cos(cos)sin(sin

tjtjttjtx
tjtjttjtx

m
 

)2cos(  cos jtxjx −−==⇒ 或  

)2cos(
cos

jtx
jx

−−=∴
≠⇒≠入射向量反射向量又Q

 。 

[ ]

[ ]








−−=−=−−−=−=≤

−−=−−=−−−−=−−=≥
⇒

)2sin()2(sin)2cos(11
2

)2sin()2(sin)2cos(11
2

222

222

jtjtjtxy
j

t

jtjtjtxy
j

t

時，

時，

( ))2sin(),2cos( jtjt −−−−⇒反射線單位向量為  
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3. 設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
，

22
ππ

+≤≤− jtj 。 

則必滿足下列兩方程式： 

的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

)26.....(..........
)2sin(

)('
)2cos(

)('

)16...(
)2sin(

sin)(
)2cos(

cos)(

ttYtXtYtX

jt
tY

jt
tX

jt
ttY

jt
ttX










−
−−

=
−−

−
−−

−
=

−−
−

Q

Q

  

設
)2sin(

sin)(
)2cos(

cos)(
)(

jt
ttY

jt
ttX

tg
−

−
=

−
−

=  

則





+⋅−+⋅−=
−⋅−+⋅−−=

⇒




+⋅−=
+⋅−=

ttgjttgjttY
ttgjttgjttX

ttgjttY
ttgjttX

cos)(')2sin()()2cos(2)('
sin)(')2cos()()2sin(2)('

sin)()2sin()(
cos)()2cos()(

 
代入(6-2)得： 

)2sin(
cos)(')2sin()()2cos(2

)2cos(
sin)(')2cos()()2sin(2

jt
ttgjttgjt

jt
ttgjttgjt

−−
+⋅−+⋅−

=
−−

−⋅−+⋅−−

 

)2sin(
cos)(')2sin()()2cos(2

)2cos(
sin)(')2cos()()2sin(2

jt
ttgjttgjt

jt
ttgjttgjt

−
+⋅−+⋅−

=
−

−⋅−+⋅−−
⇒

 
等 號 兩 邊 皆 有 1 倍 的 )(' tg ， 對 消 後

)2sin(
cos)()2cos(2

)2cos(
sin)()2sin(2

jt
ttgjt

jt
ttgjt

−
+⋅−

=
−

−⋅−−
⇒  

同乘以 )2cos()2sin( jtjt −−  

並整理得 [ ] [ ])2cos(cos)2sin(sin)()2(cos)2(sin2 22 jttjtttgjtjt −+−−=−+−⇒  

2
)cos(

2
)2cos(cos)2sin(sin

)(
jtjttjtt

tg
−

−=
−+−

−=⇒  

單位圓的焦線參數式為










−−
=+

−−
−=

−−
=+

−−
−=

4
)23sin(sin3

sin
2

)2sin()cos(
4

)23cos(cos3
cos

2
)2cos()cos(

jtt
t

jtjt
y

jtt
t

jtjt
x

 

4. 因為若有個半徑為 r的圓，則其圖形即為單位圓放大 r倍，所以其焦線也是放
大 r 倍 ， 故 其 參 數 式 為
















 −−

=



 +

−−
−=







 −−

=



 +

−−
−=

4
)23sin(sin3

sin
2

)2sin()cos(

4
)23cos(cos3

cos
2

)2cos()cos(

jtt
rt

jtjt
ry

jtt
rt

jtjt
rx
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5. 若光線由右方射入，令入射角為 f 且 π+= jf ，則其圖形恰好與「由左方射

入且夾角為 j之圖形」左右相反、前後顛倒。 

因此其參數式為
















 −−

−=



 +

−−
−−=







 −−

−=



 +

−−
−−=

4
)23sin(sin3

sin
2

)2sin()cos(

4
)23cos(cos3

cos
2

)2cos()cos(

jtt
rt

jtjt
ry

jtt
rt

jtjt
rx

 
















 +−−

−=



 +

+−+−
−−=







 +−−

−=



 +

+−+−
−−=

⇒

4
)223sin(sin3

sin
2

)2sin()cos(

4
)223cos(cos3

cos
2

)2cos()cos(

πππ

πππ

ftt
rt

ftft
ry

ftt
rt

ftft
rx

 
















 −−

=



 −

−−
=







 −−

=



 −

−−
=

⇒

4
sin3)23sin(

sin
2

)2sin()cos(

4
)cos3)23cos(

cos
2

)2cos()cos(

tft
rt

ftft
ry

tft
rt

ftft
rx

 

(二) 平行光由不同方向射入半個橢圓而形成的焦線（L為半個橢圓） 
 推導過程： 

1. 假設平行光由左方(單位向量 ( )
22

sin,cos
ππ

≤≤−= jjjW ，
v

)射入半個橢圓(如上

圖)，而橢圓的中心為原點且平行於 x軸的軸長為 2k (k>0)，另一軸長為 2。則橢

圓的參數式為：




=
=

ty
tkx

sin
cos
，















−≤≤−−<

≤≤−=

+−≤≤−>

−−

−−

)
cot

(tan)
cot

(tan0

22
0

)
cot

(tan)
cot

(tan0

11

11

k
j

t
k

j
j

tj

k
j

t
k

j
j

π

ππ

π

時，當

時，當

時，當

，若

t 不只限於此範圍內，則光線會被橢圓的另一面遮住，而無法呈現焦線的全貌。
接著可藉由微分其參數式而得出切線向量T

v
為 ( )ttk cos,sin− 。 

2. 由反射定律(入射角=反射角)可知：入射光單位向量W
v
和反射光單位向量 S

v
皆

與圓在入射點的切線向量T
v
夾相同的角度。設反射光的單位向量 S

v
為 ( )βα , ，

122 =+ βα 。 
TSTW
vvvv

⋅=⋅∴   ( ) ( ) ( ) ( )ttkttkjj cos,sin,cos,sinsin,cos −⋅=−⋅⇒ βα  
ttkjtktj cossincossincossin βα +−=−⇒  

將 tsinα− 移向 tjtktjtk coscossincossinsin βα =−+⇒  
將等號兩邊平方並以 22 1 αβ −= 代入 

( ) tjtktjjtktjtktk 222222 cos1)cossincos(sin)cossincos(sinsin2sin ααα −=−+⋅−+⋅⇒
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整理後得 

[ ] 0cos)cossincos(sin)cossincos(sinsin2)cossin( 222222 =−−+−++⇒ tjtktjjtktjtkttk αα

 
以一元二次方程式的公式解可知： 

( )
[ ]

( )ttk
tjtktjttkjtktjtk

ttk
jtktjtk

222

22222222

222

cossin2
cos)cossincos(sin)cossin(4)cossincos(sinsin4

       

cossin2
)cossincos(sinsin2

+
−−+−−

±

+
−−

=α

 

ttk
ttkjtktjtjtktjtk

222

2222

cossin
)cossin()cossincos(sincos)cossincos(sinsin

+
++−−±−−

=⇒ α

ttk
jtjtjtkjtktjttkjtk

222

2222222

cossin
coscoscoscossinsin2sinsincossincossincossin

+
++±−

=⇒ α

 

( )
ttk

jtjtktjttkjtk
222

222

cossin
coscossinsincossincossincossin

+
+±−

=⇒ α  

( )

( )









<+
+

+−
=

≥+
+

+±−
=

⇒
時，在

時，在

0coscossinsin
cossin

coscossinsincossincossincossin

0coscossinsin 
cossin

coscossinsincossincossincossin

222

22

222

22

jtjtk
ttk

jtjtktjttkjtk

jtjtk
ttk

jtjtktjttkjtk

m
α

α

( ) ( )
ttk

jtjttkjttkjtk
222

222

cossin
coscossincossinsincossincossin

+
+±−

=⇒ α  

( )
ttk

jttkttkj

j

222

222

cossin
sincossin2cossincos

     

cos

+
−−

=

=⇒

α

α

或
 

( )
ttk

jttkttkj

j

222

222

cossin
sincossin2cossincos

cos

+
−−

=∴

≠⇒≠

α

α入射向量反射向量又Q
 。 

( ) ( ) ( ) ( )

( )jtktj

tktjtjk
ttkttkjj
tt

cos1sincossin

sincossinsincos
cos,sin0,1cos,sinsin,cos

x)0,1(),(

00

000

0000

0

+=⇒

=+−⇒
−⋅−=−⋅

=−= 軸，令此時，則反射線平行於若

由圖形可知：

βα
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( )
( )

( ) ( )
( ) jjkjkkjt

jtktj

tt

jtktj

222222
0

2

2
0

22
0

22

0
2

0
2

2
0

22
0

22

sincoscos2sinsin

cos1sinsin1sin

sin1cos

cos1sincossin

=+++⇒

+=−⇒

−

+=⇒

代入以將

平方後得

 

故不影響本研究的正負由圖即可判斷，時時會有兩組解，不過此由圖形可知只有在

時，當

時，當

時，當

且須滿足

βπ

π

ππ

π

±=















−≤≤−−<

≤≤−=

+−≤≤−>

+++
±=⇒

−−

−−

j
k

j
t

k
j

j

tj

k
j

t
k

j
j

jkjkkj
j

t

)
cot

(tan)
cot

(tan0

22
0

)
cot

(tan)
cot

(tan0

coscos2sin
sin

sin

11

11

22222

2

0

 






















−=<

−−=≥
<<−

−=−=

−−==

2
0

2
0

2

2

1

1

1

1

αβ

αβ
ππ

αβπ

αβπ

，若

，若
時當

時，當

時，當

因此

tt

tt
j

j

j

 

( )

( )








































−=<

−−=≥
<<−

−=−=

−−==

+
−−

=

⇒

2
0

2
0

2

2

222

222

1

1

1

1

cossin
sincossin2cossincos

,

αβ

αβ
ππ

αβπ

αβπ

α

βα

，若

，若
時當

時，當

時，當，其中反射線單位向量為

tt

tt
j

j

j

ttk
jttkttkj

 

3. 設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
， π+−≤≤− −− )

tan
(tan)

tan
(tan 11

k
j

t
k

j
。  

則必滿足下列兩方程式： 
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的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

)27........(..............................
)(')('

)17.....(
sin)(cos)(

ttYtXtYtX

tYtX

ttYtktX










−=

−
−

=
−

Q

Q

βα

βα
  

設
βα

ttYtktX
tg

sin)(cos)(
)(

−
=

−
=  

則










+⋅+⋅=

−⋅+⋅=
⇒





+⋅=
+⋅=

ttgtg
dt
dtY

tktgtg
dt
d

tX

ttgtY
tktgtX

cos)(')()('

sin)(')()('

sin)()(
cos)()(

ββ

α
α

β
α  

代入(7-2)： 

β

β
β

α

α
α

ttgtg
dt
d

tktgtg
dt
d

cos)(')(sin)(')( +⋅+⋅
=

−⋅+⋅
 

等號兩邊皆有 1倍的 )(' tg ，對消後
β

β

α

α
ttg

dt
d

tktg
dt
d

cos)(sin)( +⋅
=

−⋅
⇒  

同乘以αβ  

並整理得 ttktg
dt
d

dt
d

cossin)( αβα
β

β
α

+=





 ⋅−⋅⇒  

α
β

β
α

αβ

⋅−⋅

+
=⇒

dt
d

dt
d

ttk
tg

cossin
)(  

此 橢 圓 的 焦 線 參 數 式 為

π

αββα
αβ

β

α
β

β
α

αβ
α

+−≤≤−














+
⋅−⋅

+
⋅=

+
⋅−⋅

+
⋅=

−− )
tan

(tan)
tan

(tan
sin

cossin

cos
cossin

11

k
j

t
k

j

t

dt
d

dt
d

ttk
y

tk

dt
d

dt
d

ttk
x

，  

4. 若要求焦線的橢圓與 x軸平行之軸長為 2a、與 x軸平行之軸長為 2b (即方程

式為 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

)。令
b
a

k = ，則此為之前所求的放大 b倍，同理焦線也為 b倍。 

故其參數式為 



 24 















−≤≤−−<

≤≤−=

+−≤≤−>

































+
⋅−⋅

+
⋅=

















+
⋅−⋅

+
⋅=

−−

−−

)
cot

(tan)
cot

(tan0

22
0

)
cot

(tan)
cot

(tan0

sin
cossin

cos
cossin

11

11

k
j

t
k

j
j

tj

k
j

t
k

j
j

t

dt
d

dt
d

ttk
by

tk

dt
d

dt
d

ttk
bx

π

ππ

π

α
β

β
α

αβ
β

α
β

β
α

αβ
α

時，當

時，當

時，當

，

 

( )



















−=<

−−=≥

+
−−

=

2
0

2
0

222

222

1

1

cossin
sincossin2cossincos

αβ

αβ

α

時，當

時，當
其中

tt

tt

ttk
jttkttkj

 

5. 若光線由右方射入，令入射角為 f 且 π+= jf ，則其圖形恰好與「由左方射

入且夾角為 j之圖形」左右相反、前後顛倒。 
因此其參數式為 















+−≤≤−<

≤≤−=

−≤≤−−>

































+
⋅−⋅

+
⋅−=

















+
⋅−⋅

+
⋅−=

−−

−−

π

ππ

π

α
β

β
α

αβ
β

α
β

β
α

αβ
α

)
cot

(tan)
cot

(tan0

22
0

)
cot

(tan)
cot

(tan0

sin
cossin

cos
cossin

11

11

k
j

t
k

j
j

tj

k
j

t
k

j
j

t

dt
d

dt
d

ttk
by

tk

dt
d

dt
d

ttk
bx

時，當

時，當

時，當

，

 

( )








































−=<

−−=≥
<<−

−=−=

−−==

+
−−

=

2
0

2
0

2

2

222

222

1

1

1

1

cossin
sincossin2cossincos

αβ

αβ
ππ

αβπ

αβπ

α

，若

，若
時當

時，當

時，當其中

tt

tt
j

j

j

ttk
jttkttkj
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













−≤≤−−<

≤≤−=

+−≤≤−>

+++
±=

−−

−−

)
cot

(tan)
cot

(tan0

22
0

)
cot

(tan)
cot

(tan0

coscos2sin
sin

sin

11

11

22222

2

0

k
j

t
k

j
j

tj

k
j

t
k

j
j

jkjkkj
j

t

π

ππ

π

時，當

時，當

時，當

且須滿足

 

 

伍、討論 

討論一：當橢圓




=
=

ty
tkx

sin
cos
的 k改變時(離心率











−
<

−
≥

1
1

1

1
1

2

2

k
k

k
k

k

等於，時

等於，時
改變)時，焦

線會如何變化。 

1. 首先先假設平行光(平行於 x軸)射入半個橢圓，而橢圓的中心為原點且平行
於 x 軸的軸長為 2k (k>0)，另一軸長為 2。則半個橢圓的參數式為：





=
=

ty
tkx

sin
cos
，

22
ππ

≤≤− t 。 

2. 其焦線參數式為
22

  

sin

2
cossin

cos

3

222

ππ
≤≤−









=









+

−
=

t

ty

k
k

ttk
tx

，  

3. 經由 maple程式繪出焦線圖形藉此觀察其變化。 

下圖 11 中由左至右分別為： 4321
2
1

3
1

4
1

======= kkkkkkk 、、、、、、 之

橢圓的焦線圖形。 
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4. 由圖中不難看出：隨著 k 值變大，在 y=0時，x 的值也將隨著變大。而且隨
著 k 值變大，曲線中在 x 最大值時，y將由 1± 逐漸趨近 0。 

5. 由以上觀察使我產生了下面兩個問題。 
(1) 當 k 等於多少時，在 y=0時，x 的值會剛好等於 0？ 
(2) 當 k 變化時，x 的最大值會如何變化，而其 y值又將如何變化？ 
問題一：當 k等於多少時，在 y=0時，x的值會剛好等於 0？ 

A. 首先在 y=0時： 0sin 3 == ty ，又因為
22
ππ

≤≤− t ，所以 0=t 。 

B. 接著將 0=t 帶入 







+

−
= k

k
ttk

tx
2

cossin
cos

222

。得到
k

kx
2
1

−=  

C. 要使得 x=0，則 0
2
1

=−
k

k  

 
2
2

12 2 ±=⇒=⇒ kk  

 又因 k>0，所以
2
2

=k  

D. 繪出的圖形如右圖 12。 
 
問題二：當 k變化時，x最大值會如何變化，而其 y值又將如何變化？ 
A. 首先，由圖形我們可以發現：在 x 的最大值時，焦線的切線向量必會與 y
軸平行，因此我們由此著手。因為切線向量在最大值時會與 y 軸平行，所
以 x分量會等於零。 

B. 此藉由將焦線的參數式的 x微分(因為焦線圖形在 x=0時，不一定可微分，
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因此先考慮 0≠t ( 0sin ≠t )時)： 









+

−
= k

k
ttk

tx
2

cossin
cos

222

 








 +
+








+

−
−=

k
ttttk

tk
k

ttk
t

dt
dx

2
cossin2cossin2

cos
2

cossin
sin

2222

 

 






 ++−+−
=

k
ttkkttk

t
2

cos2cos22cossin
sin

2222222

 

 






 +−
=

k
ttk

t
2

cos3sin3
sin

222

 

 






 −
=

k
tkt

t
2

sincos
sin3

222

 

C. 因 為 切 線 向 量 在 最 大 值 時 會 與 y 軸 平 行 ， 所 以 x 分 量

0
2

sincos
sin3

222

=






 −
k

tkt
t 。 

但因為這裡先討論 0sin ≠t  所以 0
2

sincos 222

=
−

k
tkt

 

 0sincos 222 =−⇒ tkt  

 tkkt 2222 coscos −=⇒  

   
1

cos 2

2
2

+
=⇒

k
k

t  

 
22
ππ

≤≤− tQ  

 
1

1
sin  

1

k
cos

22 +
±=

+
=∴

k
t

k
t ，  

D. 將
1

1
sin  

1

k
cos

22 +
±=

+
=

k
t

k
t ， 代入焦線參數式，可得由可能為最大值的

點 ：  
( ) 











+++ 11

1
,

1 222

2

kkk

k 或

( ) 










++
−

+ 11

1
,

1 222

2

kkk

k 。的最大值可能為
12

2

+
⇒

k

k
x  
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E. 再來討論 t=0時，將 t=0代入焦線參數式，得點 





 − 0,

2
1
k

k 。 

接著來比較
12

2

+k

k
與

k
k

2
1

− 的大小。 

假設
12

1
2

2

+
≥−

k

k
k

k  

14
1

1 2

4

2
2

+
≥+−⇒

k
k

k
k  

14
144

2

4

2

24

+
≥

+−
⇒

k
k

k
kk

 

( )( ) 6224 41144 kkkk ≥++−⇒  
626 4134 kkk ≥+−⇒  

231 k≥⇒  

3
12 ≤⇒ k  

因為 0
12

2

≥
+k

k
，所以同時 0

2
1

≥−
k

k 也要成立。 

但 0
2
1

≥−
k

k
2
12 ≥⇒ k 與

3
12 ≤k 矛盾。 

因此
k

k
2
1

− 不會大於或等於
12

2

+k

k
。 

所以 。的最大值為
12

2

+k

k
x  

所 以 x 的 最 大 值 發 生 在
( ) 











+++ 11

1
,

1 222

2

kkk

k 與

( ) 










++
−

+ 11

1
,

1 222

2

kkk

k 兩點。 

F. 因為 x 在最大值時， ( ) 11

1
22 ++

±=
kk

y ，所以印證前面所推測的：曲線中

在 x 最大值時，y將由 1± 逐漸趨近 0。 
 
討論二：由已知的二維焦線圖形，來推論平行光在三維曲柱面上會匯聚成怎樣的

圖形。 

1. 首先我們要先釐清我們要討論的曲柱面： 
(1) 我們所說的曲柱面是指由先前所討論的二次曲線，沿著 z軸的方向推疊所
形成的。 
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(2) 假設其柱高為 h。 

(3) 因此假設原本的二次曲線的參數式為：




=
=

)(
)(

tgy
tfx

 

則曲柱面的參數式為：








≤≤
=

=

hz
tgy

tfx

0
)(

)(

 

2. 再來我們假設入射光以平行於 xz 平面並與 xy 平面的夾角為

ϕ 





 ≤≤−

22
π

ϕ
π 。 

3. 為了方便討論我們將曲柱面分成一層一層來看，並假設我們討論的該層 z
值為 s。 

 所以我們討論的曲線的參數式可訂為：








=
=

=

sz
tgy

tfx

)(

)(

 

4. 我們先將入射光分成為平行於 xy平面的分量與平行於 z軸的分量。 
而其平行於 xy平面的分量反射後即會等於之前討論的二維圖形反射光向量
(反射光的 z軸分量為 0)。 

5. 再因為入射光等於反射光，可以發現平行於 z軸的分量等於平行於 xy平面
的分量乘以 ϕtan 。所以我們可以獲得，若原二次曲線的焦線方程式的焦線

為




=
=

)(
)(

tqy
tpx
， 則 高 度 在 s 時 ， 焦 線 參 數 式 為

[ ] [ ]








−+−+=

=
=

ϕtan)()()()(

)(
)(

22 tgtqtftpsz

tqy
tpx

 

6. 所以平行光照射到整個曲柱面所匯聚形成的曲面，本人將之稱為焦線面，
其參數式為 

 

[ ] [ ]
。， hs

tgtqtftpsz

tqy

tpx

≤≤










−+−+=

=

=

0

tan)()()()(

)(

)(

22 ϕ

 

7. 所以我們帶入之前所算出的式子可以獲得下列的參數式。 
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A. 圓柱面的焦線面：   0

tan
2

cos
sin

2
3

coscos

3

2

。， hs
tr

sz

try

ttrx

≤≤














+=

=







 +−=

ϕ

 

B. 拋物線柱面的焦線面：  0

tan
4
1

0
4
1

2

。， hs

k
ktsz

y
k

x

≤≤




















 ++=

=

−=

ϕ

 

C. 橢 圓 柱 面 的 焦 線 面 ：

 0 

tan
2

cos
cossin

sin

cos
2
cos

cossin

22
2

3

22
2

。， hs

t
tbt

b
a

sz

tby

ta
a

tb
tbt

b
a

x

≤≤























++=

=

+⋅







−=

ϕ

 

D. 雙曲線柱面的焦線面：  0 

tan
2

cos
cos2

sin

tan
cos
sin

sec
cos2

sin

3

222

3

3

222

。， hs

t
ta
bta

sz

tb
t
tb

y

ta
ta
bta

x

≤≤






















 +
+=

+=

+
−

=

ϕ

 

E. 旋輪線柱面的焦線面： ( )
( )

。， hs
trsz

tttry
trx

≤≤








−−+=
−=

=
0

tancos1
cossin

sin 2

ϕ
 

 
討論三：討論為何不用積分方式來求焦線，其缺點為何？ 

1. 首先討論要如何用積分來求焦線，我們先以半圓的焦線來嘗試。假設已經
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算出半圓的反射線單位向量為 ( )tt 2sin,2cos −− 。先假設焦線的參數式為

22)(
)( ππ

≤≤−




=
=

t
tYy
tXx
， 。 

2. 因為反射線皆會與焦線相切，所以焦線的切線向量會與 ( )tt 2sin,2cos −− 平

行 ， 因 此 可 假 設 焦 線 的 切 線 向 量 f
v
為

( ) ( )ttgttgtttg 2sin)(,2cos)(2sin,2cos)( −−=−−⋅ 。 

3. 接著將 f
v
積分可獲得焦線參數式為

222sin)(

2cos)( ππ
≤≤−







−=

−=

∫
∫

t
ttgy

ttgx
， 。由於此情

形過於難積分，這就是為何此研究不以來處理而是以微分來處理。 

討論四：一個半徑為 r的圓所畫出的旋輪線的焦線是否為兩個半徑為
2
r
的圓所畫

出的旋輪線？ 

1. 假設原本的旋輪線為
( )
( ) ππ ≤≤−





+=
+=

t
ttry
trx

   
sin
cos1
，  

，則其焦線為 ( ) ππ ≤≤−




−=
=

t
tttry

trx
    

cossin
sin 2

， 。 

2. 首先若是兩個
2
r
的旋輪線的話，因為這兩個旋輪線並非在 y=0時有最大值，

而是有最小值。所以這定其參數式為
( )

( )
πθπ

θθ

θ
22   

sin
2

cos1
2 ≤≤−










−=

−=
，

r
y

r
x

。 

3. 在 y=r時，可獲得此等式：
2
sin

cossin1
θθ +

=−= ttt  

 
2
sin

2
2sin2 θθ +

=
+

⇒
tt

 

 t2=⇒θ  

4. 接 著 將 t2=θ 代 入 兩 個 半 徑 為
2
r
旋 輪 線 的 參 數 式 得

( )

( )
ππ 222   

2sin2
2

2cos1
2 ≤≤−










−=

−=
t

tt
r

y

t
r

x
，  
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( )
ππ ≤≤−

















 −

=








 −−
=

⇒ t
ttt

ry

tt
rx

   

2
cossin22

2
sincos1 22

，  

 ( ) ππ ≤≤−




−=
+=

⇒ t
tttry

trx
   

cossin
sin 2

，  

此參數式與半徑為 r的旋輪線的焦線參數式相等。因此得證：一個半徑為 r

的圓所畫出的旋輪線的焦線為兩個半徑為
2
r
的圓所畫出的旋輪線。 

 
討論五：焦線的推廣與應用。 

1. 在太陽能發電方面，由於太陽能板的造價較鏡子昂貴許多，因此可先製作
出一個拋物面鏡，再將太陽能板放置於該拋物面鏡之焦點，藉此來降低造

價。 

2. 由於各種波皆符合反射定律，所以聲波當然不例外。因此可將焦線應用在
演奏廳等建築上，將聲音匯聚在觀眾席的區域。由於觀察第 4 頁的圖 0 可
發現依光線的密集度可分為三區：焦線處(最亮)、焦線與曲面所夾區域(次
之)、其他區域(較暗)。因此基於相同的原因，可用於分別演奏廳中不同等
級的座位區。 

3. 可用於設計雷達、電波接收器的設計上，即可加強信號強度。 
 
討論六：假設已知焦線且平行光沿 x軸設入，那要如何求出原本反射的曲線。 

1. 假設已知的焦線為參數式為




=
=

)(
)(

tYy
tXx

 

2. 接著我們可以假設欲求的曲線其參數式為：




=
=

)(
)(

tqy
tpx
。而反射線之單位向

量為 ( ))(),( tt βα  

3. 接著我們可以依照求焦線時的想法列出下列幾個方程式： 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )













=+

=

−
=

−
⋅=⋅

為單位向量

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

入射角等於反射角

)(),(1)()(

)(
)('

)(
)('

)(
)()(

)(
)()(

)('),(')(),()('),('0,1

22 tttt

t
tY

t
tX

t
tqtY

t
tptX

tqtptttqtp

βαβα

βα

βα

βα

Q

Q

Q

Q

 

4. 接著解聯立方程式後即可獲得焦線的參數式。因為解方程式途中需解「微
分方程式」，因此可以對此再做更深入的探討。 



 33 

陸、結論 

一、 平行光射入圓所形成的焦線會剛好形成腎臟線。 
二、 平行光射入拋物線後，並不會聚集形成焦線，而是會匯聚於焦點。 
三、 平行光射入左半邊的雙曲線所形成的鏡子時會形成虛焦線，而非焦線。此
與其他凹面鏡 
 不同。 

四、 平行光射入旋輪線後，會形成兩個 r減半的旋輪線。 
五、 當橢圓的平行 y軸的軸長 2b 不變，而平行於 x軸的軸長 2a 改變時，焦線
的 x在最大值時的 y值將隨著 a變大而由 b± 逐漸逼近 0。 

六、 若原二次曲線的焦線方程式的焦線為




=
=

)(
)(

tqy
tpx
，則平行光照射到整個曲柱

面 所 匯 聚 形 成 的 曲 面 ， 其 參 數 式 為

[ ] [ ]
。， hs

tgtqtftpsz

tqy

tpx

≤≤










−+−+=

=

=

0

tan)()()()(

)(

)(

22 ϕ

 

七、 二次曲線的焦線求法為： 

1. 假設二次曲線的參數式為




=
=

)(
)(

tqy
tpx

 

2. 首先利用「入射光單位向量與二次曲線的切線的內積」會等於「入射光單位
向量與二次曲線的切線的內積」來求出光線的反射線向量。 
3. 假設第 2步驟獲得的反射線向量為 ( ))(),( tt βα  

設焦線的參數式為：




=
=

)(
)(

tYy
tXx
。  

則必滿足下列兩方程式： 

的導函數對和分別為與

射線向量焦線的切向量平行於反

射線的單位向量反射線向量必平行於反

  )()()(')('

)(
)('

)(
)('

)(
)()(

)(
)()(

ttYtXtYtX

t
tY

t
tX

t
tqtY

t
tptX









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−
=

−

Q

Q

βα

βα
 

4. 設
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)()(
)(

)()(
)(

t
tqtY

t
tptX
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βα

−
=

−
=  

 




+⋅=
+⋅=

⇒
)()()()(
)()()()(
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tptgttX

β
α

 

 

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

+⋅+⋅=
+⋅+⋅=

⇒
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tqtgttgttY
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5. 代 入
)(
)('

)(
)('

t
tY

t
tX

βα
= 得

)(
)(')(')()()('

)(
)(')(')()()('

t
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t
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β
ββ

α
αα +⋅+⋅
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β
ββ

α
α +⋅+⋅

=
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 ( ) )(')()(')()()(')(' tpttqttgtt ⋅−⋅=−⇒ βαβα  

 
)(')('

)(')()(')(
)(

tt
tpttqt

tg
βα
βα

−
⋅−⋅

=⇒  

6. 得焦線參數式為










+
−

⋅−⋅
⋅=

+
−

⋅−⋅
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β
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八、 凡是以直線傳遞且符合反射定律者，在討論其密集度時皆可以求焦線的方
式與以探討。 
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2. 威力大工作室（民國 86年 9月 20日）。Maple V 學習手冊。出版社：高立
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3. M.J.Strauss, G.L.Bradley & K.J.Smith(2002). Calculus, 3rd edition. Prentice Hall, 
Inc. 
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http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%97%8B%E8%BC%AA%E
7%B7%9A&variant=zh-tw 

5. 外擺線（無日期）。 
取自：維基百科， 

http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%A4%96%E6%91%86%E7
%BA%BF&variant=zh-tw 

 



【評語】040406 

1) 平行光反射與包絡出的腎臟線可以透過動態幾何的實驗

生動活潑來呈現。可惜本作品堅持代數方程式，而喪失實驗

性而無法見到美妙的視覺享受，甚為可惜！ 

2) 動態幾何軟體 Cabri Geometry(http://www.cabri.net)具有繪製

包絡線的功能，能夠添增本作品的靈感。 
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